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Sur la méthode de Van der Corput pour les
sommes d’exponentielles

par MAROUAN REDOUABY

RESUME. Pour majorer la somme d’exponentielle

2M

Y e(TF(m/M)),

m=M+1

ou F : [1,2] = R est une fonction “presque monomiale”, M est
une entier grand et T' un réel grand devant M*, nous étudions
le procédé A*BAD, ou A et B désignent comme d’habitude les
transformations A et B de Van der Corput [2], et ou D désigne
le double grand crible appliqué dans ’esprit de Fouvry et Iwaniec
[1]. Nos résultats complétent le tableau 17.1 de [5] (voir également
[4]) et sont résumés dans le corollaire 2 ci-dessous.

ABSTRACT. In order to bound the exponential sum
2M
Y. e(TF(m/M)),
m=M+1

where F' : [1,2] — R is an “almost monomial” function, M is a
large integer and T is a real number larger than M*, we study the
A¥BAD process, where A et B refer to the classical A and B Van
der Corput transforms [2], and D refers to the double large sieve
as used by Fouvry and Iwaniec [1]. Our results complete Table
17.1 of [5] (see also [4]) and are summarized in corollary 2 below.

Introduction
Soit F' : [1,2] — R une fonction plusieurs fois dérivable. Les sommes
d’exponentielles de la forme
2M
(0.1) S= Y e(TF(m/M)),
m=M+1

avec M entier grand et T réel >> M, interviennent dans de trés nombreux
problémes de théorie analytique des nombres, et notamment pour majorer
¢(o +1it), ou ( est la fonction zéta de Riemann, avec 1/2 < o < 1.

Manuscrit regu le 12 mai 1999.
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Lorsque T est trés grand devant M (disons T > M3 pour fixer les idées),
les majorations de S obtenues jusqu’a aujourd’hui restent tres éloignées du
résultat conjecturé (cf. [6, conjecture 2 page 59]). La méthode de Van
der Corput [2] consiste & appliquer d’abord plusieurs fois la transformation
A qui a pour effet de se ramener & une somme de type (0,1), mais avec
un T moins grand que dans la somme originale, et de faire apparaitre un
parametre ; le prix & payer est que, & chaque application de la transforma-
tion A, le gain doit étre pris 4 la puissance un demi.

L’utilisation du parameétre de la transformation A conduit a la méthode
de Van der Corput pour les sommes doubles d’exponentielles. Malgré
d’énormes complications, celle-ci n’améne que de tres légéres améliorations
dans les sommes simples d’exponentielles.

Les meilleurs résultats actuels sont obtenus & ’aide du puissant Théoréme
de Huxley pour les sommes simples d’exponentielles avec parameétre (cf. [4,
Théoréme 2] ou [5, Théoréme 17.2.2], Papplication aux sommes simples avec
T grand étant exposés au Théoréme 3 de [4] ou au Théoréme 17.4.2 de [5]).
Les parametres qui apparaissent a chaque application de la transformation
A sont effectivement utilisés, mais leur contribution au résultat final est
faible.

Dans cet article, nous reprenons le procédé A*B de Van der Corput. A
l’aide de quelques manipulations faciles sur les parameétres de la transfor-
mation A, nous nous mettons en position pour appliquer la méthode de
Fouvry et Iwaniec [1] pour les sommes multiples d’exponentielles & phase
monomiale, ce qui permet une utilisation plus forte des parametres. Nous
noterons AD ce procédé, ou D désigne le double grand crible au sens de la
Proposition 1 de [1].

Nos résultats deviennent meilleurs que ceux de Huxley pour T > M*22
(une amélioration survient déja lorsque T est proche de M 10/3 'mais alors
les résultats de [8] sont meilleurs que les nétres). Toutefois, I'utilisation de
la méthode de Fouvry et Iwaniec pour les sommes d’exponentielles & phase
monomiale nous oblige & renforcer les hypotheses sur F. Nous supposons
que F vérifie :

F%=1(z) = Cz + u(z)
(0.2) ou pour z € [1,2],
F%*=1(z) = Clogz + u(z),
avec
(0.3) k entier, 2< k< 1,0 € R\ {0,1,2}, c < let C <1,
et
(0.4) u9(z) « T pour z € [1,2],1 < j < 5,
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pour un certain € qui ne dépend que de la quantité log M/logT. 1l est &
noter que I’hypothése (0.2) autorise I’application & la majoration de {(o +
it).

Dans le procédé AD, les termes non monomiaux sont éliminés par la
transformation A au §2.1. Nous arrivons alors au Théoréeme A* BAD énoncé
et démontré au §3. Enfin, au §3.3, nous formulons le Corollaire 2 correspon-
dant aux cas k = 4 et k = 5, ce qui complete le Tableau 17.1 de [5] pour
les fonctions “presque monomiales” (i.e. les fonctions qui vérifient (0.2)).

Cependant, notre amélioration par rapport & [5] reste minime.

Nous remercions Patrick Sargos pour ses nombreux conseils, remarques
et corrections.

Notations. Pour tout réel z, on pose e(z) = €*™*. Si z est un nombre
complexe, Re (z) désigne sa partie réelle. Pour toute fonction g, on note
g, g", g les dérivées d’ordre 1,2, j avec j > 3. Une fonction de classe C7
est une fonction qui admet des dérivées continues jusqu’a ’ordre j.

Les symboles classiques O, <, =< sous-entendent toujours des constantes
absolues. Lorsqu’ils apparaissent dans une conclusion, les constantes dépen-
dent au plus des autres constantes absolues sous-entendues dans les hy-
potheses. Par contre le symbole <; sous-entend une constante qui peut
également dépendre de j.

La relation u < v ou u = O(v) signifie qu'il existe une constante absolue
C telle que |u| < Cv ; u > v signifie que u et v sont positifs et que v K u ;
enfin u < v signifie qu’on a & la fois u K v et u > v.

Le symbole O indique la fin d’une démonstration ; s’il est placé a la fin
d’un énoncé, il signifie que la démonstration ne présente pas de difficulté et
qu’elle a été omise.

1. La transformation A*B

Nous apportons quelques précisions & la transformation A*B usuelle en
vue d’une exploitation des parameétres provenant de la transformation A
itérée k fois.

Aprés k itérations de la transformation A, la phase f(m) devient :

k—1
2%y - b f®) (m) + 2_37_};1 .- hk_lhif(’”z)(m) + négligeable.

On pose alors I} = hy---hg_q et ls = hg.

On applique alors la transformation B, relativement & la variable m. Il
est ici important de remarquer que la nouvelle phase s’écrit sous la forme
d’un terme principal plus un terme secondaire, ce dernier étant controlé
par le Théoréeme 3 et le Lemme 14 de [7].
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1.1. La tramsformation A*. Soient M un réel positif > 2, et [a,b] un
intervalle de R tel que

(1.1) [a,b] C]M,2M].

Soit f : [a,b] — R une fonction quelconque. On pose

(1.2) S= Y e(f(m)).
a<m<b

La tranformation A de Van der Corput, remaniée par Heath-Brown [3]
s’énonce comme

Lemme 1. Sous U’hypothése (1.1), et avec la notation (1.2), pour tout en-
tier H tel que 2 < H < M, nous avons :

(1.3) S« M(H‘l/2 + |Sl|1/2),
avec

H-1

1 h

(1.4) Si=% (1- E) Sh

h=1
et

1
(L5) Sh= 1z e(Anf(m)),
a+h<m<b-h

ot

Anf(m) = f(m+h) - f(m - h).

Démonstration. La majoration (1.3) découle de I'inégalité suivante (cf. [1,
Lemme 5.6.2]) :

(1.6) ISP? < M2(gH‘1 +6Re (1))
(
En utilisant une récurrence sur (1.6), on arrive au

Lemme 2 (Transformation A¥). Soit k un entier > 1. Sous Uhypothése
(1.1) et avec la notation (1.2), pour tout entier H tel que

(1.7) 2<H<M?™",
nous avons :

(1.8) S< M(H-l/2 + IS,CITk),
avec

H,-1 Hi-1

(1.9) Se=H"2Y .. ) (1——)5;“, .

h1=1 hi=1
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(1.10) Hi=H"" pour1<i<k
et
1
(111) Sh],...,hk = 'M Z e(Ahk s Ahlf(m)).

a+hy+-+hr<m<b—hy—--—hy

Remarque. En utilisant (1.6), on voit facilement que la constante sous-
entendue dans le symbole < de (1.8) peut étre choisie égale & 12/+/2.

1.2. Une modification de la transformation A*. Nous commencons
par ’analogue du Lemme 2.7 de [2].

Soient H un entier > 2, k un entier > 1, et hq,...,h; des entiers tels
que
(1.12) 1<h;<H” ' pour1<i<K.

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*¥** qui vérifie :

(1.13) |f*+9 ()] < Ak4a, pour z € [a, b,

ol Agy4 désigne un réel positif.

Lemme 3. Sous les hypothéses (1.12) et (1.13), on a pour tout m € [a +
hi+--++hg,b—hy —--- — hy]

(1.14) Ahk .. -Ahlf(m) = h1 .. -hk
1 1
x/ / F®(m +h-t)dt; - dty,
-1 -1

avec h-t = hyt; + - - - + hgty. En particulier on a :

(1.15) Ap, -~ Ap, f(m) = 28Ry - by f8) (m)
2k—1

+ Sgha e b (B + o+ B D) (m) +

avec
(1.16) E < H3¥ "4
Le lemme suivant est également un classique.

Lemme 4 (Sommation d’Abel multiple). Soient k un entier > 1 et M,
...y My des réels positifs > 1. Soit Q = [Ny, N{] x -+ x [Nk, N}] un pavé
de R* tel que

Qr C [M1,2M1] X oo X [Mk,2Mk].
Soit 1 : Q — C une fonction de classe C* qui vérifie :
Y T

1.17 _—
( ) "/’(1'1, 1‘7"k) < 1’ 3371'1 ) "f%ir (1‘1’ ,.’Ek) <
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pour tout (x1,...,zx) € Qi et tout sous-ensemble non vide {i1,...,i,} de
{1,...,k}, et ou T désigne un réel positif. Soit enfin (anl,...,nk)(nl,___’nk)eﬂk
une suite quelconque de nombres complezes. Alors il existe un pavé Q) =

[N1,N{] % -+« x [Ng, NJ'] de R¥ tel que Q, C Qx, pour lequel on ait

(118) Z anl,...,nk"p(nh fee ’nk)

(1, ng)EQ

< (+T)| Y ameml
(nl,...,nk)EQ;c

Désormais, dans ce qui suit, k£ désigne un entier > 2 ; I'intervalle [a, b]
de R est défini comme en (1.1).

On suppose que la fonction-phase f de (1.2) est de classe CF4, et qu’il
existe un réel A tel que

0< A< IfE@) <, 1FE @) < 2
(1.19)
et If(k+4)( )I < COMZ’

pour tout z € [a,b], ou Cy désigne une constante positive.
Soit enfin un entier H > 2 tel que

(1.20) H2! < mln( \/3Cy )M, H< M2\, H< \L/(1-3:2571)
Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 5. Sous les hypothéses (1.1), (1.19) et (1.20), et avec la notation

(1.2), il eziste cing entiers positifs Ly, Ly, L2, L} et by tels que :

oy L1SD1S Ly<HY 'L 1<L<Ly<HY™, a<bh <b
Ly <27y, Lj < 2L,

pour lesquels nous avons :

(122) S <en M(H-l/2 + Li(H) + MES};”’”), pour tout & > 0,

avec
2—k—1

(1.23) Ly(H) = B H;ﬂ)rk + H(F}/I—z) ,

(1.24) S = HQk — Z | Z Sivta

=Ly la=Ls
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et
1 ky 1 gk 261 s (ker2
(L25)  Suu=77 3. e(2 hlaf®m) + =Ll )(m)).
a<m<h

Démonstration. a) On commence par appliquer le Lemme 2 4 la somme S.
En vue du Lemme 3, en écrivant e(E) = 1+ O(E), on obtient :

(1.26) S <% M(H—1/2 +H3(H;42)2 k N Isklz—k)
avec
. B H?*-1-1
(1.27) Sk=Tmrg 2 2. Shihe
hi=1 he=1
(1.28) Shy,hy = —]\l/.f_ Z P(hi,...,hg,m)

a+hy+---+hg<m<b—hy—--—hy
X e(<p(h1, sy hk7m))7

ou on a posé :

1/}(h1,...,hk,m)=(1—ﬁgfj)

2t 2 2 (k+2)
(1.29) X e(—g-—h1 coohg(hS+---+hi_1)f (m))
@(h1,. .. hg,m) = 26hy - b f®) (m)
2kt 3 p(k+2)
t—5h1 hi—1hy fET (m).

b) On écrit :

Shy,hy = lef_< Z - Z - Z )

a<m<b a<m<a+hi+--+hr b—hi1+-—hr<m<bd
X "p(hla e ,hkam)e((p(h'la ceey hk’m))‘

Avec la sommation d’Abel pour sortir la fonction-poids ¥, suivie par I'iné-
galité de Van der Corput ([2, Théoréme 2.2]) sur les deux derniéres sommes,

sachant que sous I’hypothese H 2k-1 <4/3Cy 1M, ona
0?%¢

W(hl,---,hk,x) Xk hi---hg,

on obtient :
(1.30) S < M(H-l/2 + Li(H) + lSk|2_k)7
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avec Sy donnée par (1.27) et

1
(131) Sh.l,...,h;c = 'M Z ¢(h1a N m)e((p(hla cons Py m)) .
a<m<b
c) Transformation de Si. On commence par découper les intervalles de
sommation [1, H? '~1], 1 < i < k, en intervalles diadiques ; et on utilise
la sommation d’Abel multiple (Lemme 4) pour sortir la fonction-poids .

Sous I'hypothése H < AY/(1-32*"") 15 variation totale de 4 par rapport
aux k + 1 variables h;...,hg,m est < 1. On en déduit qu’il existe des
entiers [;, I} (1 <1 <k) et b; tels que

1< <U<HY, I<2ipourl<i<k, eta<b <b,

pour lesquels on ait

logH
(1.32) Sk <k | z Z Shuh
h1"‘l1 hk—lk
et
Shlr'whk =37 Z hl’ hk7m))'
a<m<b

Finalement on pose l; = h; - - hx_1, lo = hg, et on écrit :
A I Bl

I
Z Z Sh],.-.,hk = Z X(ll) Z Sll,lza

hi=l hi =l hy=ly-lk—1 lo=l
avec x(l1) =1sik =2, x(l1) = Xop,.p,_,=t, L S1 k>3, et

1 ok~
Sl = i Z 6(2klll2f(k)(m) + —3—l1l§’f('“+2)(m)).

a<m<b
Nous avons la majoratlon x(l1) €ex M. En maJorant logH par M€ aussi
et en posant L; =l -+~ lx_1, L = l’ lk_l, Lo =1, Ly = lk, on arrive a
LI

ME
(1.33) Sk Kep iy IIZL
1=41

xy 2 S e(2larOm) + Enig )|

=L3 a<m<b

En remplacant Sy dans (1.30) par le membre de droite de (1.33), on arrive
a (1.22). O
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1.3. Le Lemme A*B. Dans la somme obtenue au Lemme 5 (i.e. le
Lemme A*) nous devons maintenant appliquer la transformation B par
rapport a la variable m. Pour formuler le résultat de fagon précise, nous
nous placons sous ’hypothése ou f est “semi-monomiale”.

Soit donc F : [1,2] — R une fonction de classe C¥*5 avec k > 2 entier
telle que

(1.34) FE=1(t) = Ct% + ug(t), pour 1 < ¢ < 2,

avec 0 € R\ {1,2} et avec la convention ¢t = logt si o = 0, ou C est un
réel strictement positif et ou on a

(1.35) [ (#)] < nl(CE7)D], pour 1<t <2et1<j<S5,

71 désignant un réel positif suffisamment petit.
Soient M et T deux réels positifs grands tels que

(1.36) M2 <7 < MR 2,
On pose
(1.37) f(z)= TF(J—:;—), pour z € [a,b], avec [a,b] C|M,2M].
Soit enfin un entier H > 2 tel que
(1.38) H<M?»" H<TM™*
et
T \1/(1-2%) T \1/(1-32*1)
(1.39) (37%1) <H < (37e3) :

Nous avons alors le

Lemme 6 (Lemme A*B). Sous les hypothéses (1.84) a (1.39), et avec la
notation (1.2), il existe deuz constantes positives non nulles Dy et Dy qui
dépendent uniquement de C et o telles que si

(1.40) H

alors on a pour tout € > 0

2k—l

SDI etUSD%

(141) S Kep oo MTE2
+ M1+E (H—1/2 + 'Clc,n(H) + (MkT—1)2’k—ISI%—k)’

avec
042 Lunt) = 1 (i)’ +H (qpzgers)
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(143) Sk 1/2 1/2 Z Z ISllm I7

2k -1
H L li=L; m* —Nll

L, Ly et Ly sont définis en (1.21) ; pour l; € [Ly, L}], Vintervalle [Nlan’l]
est contenu dans [D3ly LyTM %1, Dyl LyTM %71 ou D3 et D4 sont deuz
constantes dépendant uniquement de k, C et o vérifiant 0 < D3 < Dy, et

(1_44) Sll,m‘ — Z e(Clli/(i’—a)l;/(?—d)m*(1—0')/(2—0') + ¢(ll,l2,m*)),

lZGIlbm*

ot I, m+ est un intervalle contenu dans [Lg,2Ls)], pour tout l; € [L1,L}] et
tout m* € [N, N} |,

(1.45) (i1, la, m*) = Coly/ D=3/~ D 2 (2=5)/(0=2)
+ Cslilaug (04111_/(2“”)l;/(z"a)m*l/(a—z))

et
T 1/(2-0) T 1/(e—-2)
o= ) ™, Grm ()
(1.46) " )
C3 =D TM™%, Cy = Ds(‘M—H—I) ,

ot Ds, D¢, D7 et Dg sont des constantes non nulles qui dépendent unique-
ment de k, C et o.

Démonstration. a) On commence par appliquer le Lemme 5 a la somme
S ; la formule (1.22) s’écrit ici

(1.47) S Kepco M(HV? + Lo(H) + M2 ST),
avec
T 2—k T 2—k—1
— 3
a9) o) = () +H(ggme)
Sk est donnée par (1.24) et Sy, 1, = 3 cmep €(Glr 1 (m)), olt on a posé
2k—1

G, 1 (z) = 25010 ) (z) + Tzlzg f&+2(z), pour z € [a, b1].

b) Pour fixer les idées, on suppose f**2)(z) > 0 pour z € [a, by]. Il existe
alors une constante positive non nulle D;; dépendant uniquement de C
et o telle que H™ < Dy M implique G, | (z) <k,c,0 l1leTM =2 pour
tout = € [a,by]. Sous les hypotheses (1.36) et (1.39), 15T M ~%~2 est petit
devant 'unité ; on peut appliquer la transformation B par rapport a la
variable m.

Nous rappelons brieévement ’énoncé et les notations relatifs a la trans-
formation B de Van der Corput.
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Soit G : [a,b] — R une fonction de classe C3 avec [a,b] CRet b—a > 2.
On suppose qu'’il existe deux réels positifs X et M, avec M > b — a, tels
qu’on ait

X X X

el < G”(:II) < m et G”’(.’L‘) < m, pour T € [a, b]
On pose [a, 8] = G'([a, b]), de sorte que G' : [a,b] — [, ] soit une bijection.
Soit alors Z : [a, ] — [a,b] la fonction réciproque de G’'. On introduit la
fonction

G* : [a, f] = R, définie par G*(y) = G(Z(y)) — yZ(y).

Dans ces conditions, le Théoréme 1’ de [7] s’écrit :

Y e(f(m) =t Y G"(2(m*) TV 2e(GH(m")) + B

a<m<b a<m*<p
avec v M
E< (1+3(—)10g(M+X)+—)—(—1/—2.

Si on applique ce résultat a la situation qui nous intéresse, on obtient

(1.49) Sy, = /4 > (Gl 1o (Zty g (m*))) 12

G, 1,(@<m* <G} 1 (b1)
X e(G;;,lz (m*)) + Ell,IZ’

ol Zy, 1, désigne la fonction réciproque de Gy ,,,

Gl 1Y) = Gu 1,(Z1, 1, (y)) — Y21, 1, (y)

et

k+1

M ME+2\1/2
(1.50) B ko (” l1l2T)logM+ (ZIZZT ) '

c) Calcul de Gj ;. Si on peut écrire G(z) = g(z) + u(z), ol g est
un terme dominant (en un sens & préciser), on s’attend & ce qu’on ait
G*(y) = g*(y) + v(y), ou g* est également “dominant”. La formulation
précise de cette phrase est démontrée au Théoréme 3 de [7].

Sous les hypotheses (1.34), (1.35) et (1.37), Gy, 4, s’écrit
(1'51) Gh,lz(m) = g(a:) + u(x)v pour z € [a'a bl]a

avec

g(z) = TyCo(zM 1)}
et

u(z) = %Tlca(o —1)(o = 2)(laM )2 (e ML) 3

+Tiuhz M~ + %Tl(zzM—l)Zugf‘"’ (zM™1),
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(si o =0, il faut remplacer Co par C) o1 on a posé T} = 251, L, TM~%. 1l
existe alors (cf. [7, Théoréme 3]) deux constantes strictement positives D o
et D, dépendant uniquement de C et o telles les conditions H 2+t <DioM
et n < D, impliquent

(1.52) Gl 1,(m*) = g*(m*) +u(z(m*)) + E*, pour m* € Jy, 1,,
avec
(1.53) E* <k co (77 + (M Y)Y lLTMF,

z désignant la fonction réciproque de ¢ et
(1'54) Jll 2 = [g bl)] n [Gll,lz( ll,lg bl)]

On pose Jj ;, = [Gll,lz(a)’Glx,lz( ]\ [¢'(a), g'(b1)] et on écrit

S = S 4+ Y ) (GChn(Gunm*) T e(G gy (m"))

m*€Jj 1, m* e.],1 s

+ Ell,lz'

En majorant trivialement la somme sur Jl’1 1> Sachant que

#Jp, 1, <1+ (a)] + [/ (1)),

on obtient
. * —_— 2
(1.55) Sip, =€™* D" (Gl 1, (2, 1,(m"))) Y
m*€Jy, 1,
x e(g*(m*) + u(z(m*)) + E*) + Ey, 1, + Fiy 1y,
avec

(1.56) F, 1, <kco (1+ (n+ (eM™1)?)ll,TMF1)
% (Mk+2l1_1lé—1T_1)1/2-
Le calcul explicite de g*(m*) + u(z(m*)) (cf. [7, Lemme 9]) donne

(1.57) g*(m*) +u(z(m*)) = Cyl/ @=L/ (=9 (L) (1=0)/(2-0)
+ ¢(l1, l2’ :‘:m*)’

ou C; et ¢ sont donnés par (1.45) et (1.46) et ou le signe * signifie + si
c—-1>0et—-5si0c—-1<0.

On sort le terme e(E*) en écrivant e(E*) = 1 + O(E™) ; en rassemblant
(1.57), (1.56), (1.55), (1.53) et (1.50), la majoration (1.47) s’écrit

(158) 8 Kepco MU 4 M (HV2 4 Ly (B) + M2 STT),
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avec

2—k—1

(1.59) Lin(H) = HY(TH M4 4 g(TH- 1M+
+ H/? (n2TH—1M—k—2)2"‘ + H3/? (174T3H—3M—3k-2)
+ B2 (TH- M8 g2 (a1 )2
+ HY2(TH- M-8 | g2 (73 -3 p-3k-10)27

9—k-1

Si, est donnée par (1.24) et
(160) Suiy= Y (Gf (s Em*)) "
m*€J11‘12
X e(Cll%/@“")l;/@"”)m*(l‘”)/(z"a) + ¢(l1, 12, m*))

d) Fin de la démonstration. On permute dans Sy, la somme sur m* avec
celle sur l9, on utilise la sommation d’Abel sur Iy pour sortir la fonction-

poids (G, ’lz(le,lz(:tm*)))—lﬂ, on obtient alors

L N
- —9k -1/2 -1/2
(1.61) Sk koo (MMAT-Y)2E-2HLT2LI2 S N g ),
=L, m‘=N11

ou Ny, Ny, et S}, m+ sont donnés en (1.43) et (1.44).

En remplagant dans (1.58) S par le membre de droite de (1.61) et en re-
marquant que sous les hypothéses (1.36), (1.38) et (1.39) les quatre derniers
termes du membre de droite de (1.59) sont dominés par les quatre premiers,
on arrive & (1.41). On choisit D; = min(Dy,1, D1 2). O

2. La transformation AD de Fouvry et Iwaniec

Le but de cette section est d’établir une majoration de la somme triple
d’exponentielles S; définie en (1.43). La méthode est celle de Fouvry et
Iwaniec (plus précisément le Théoréme 3 de [1]) que nous devons étendre
& des situations ou la somme & phase monotone est perturbée par une
fonction-poids a faible oscillation.

La démonstration du Théoréme 3 de [1] consiste en une application de
la transformation A de Weyl et Van der Corput, d’un lemme d’espacement
(qui est le ceeur de la méthode), suivi du double grand crible que nous
notons D. Nous reprenons ce scénario en demandant en outre a la trans-
formation A d’éliminer ’oscillation de notre fonction-poids.

Ce probléme d’élimination se produit dans de nombreuses situations par-
fois plus compliquées qu’ici ; en prévision d’autres applications ultérieures,
nous commencons cette section par une formulation de la “transformation
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A avec élimination” beaucoup plus générale que ce dont nous avons besoin
ici.

2.1. Transformation A avec élimination. On veut appliquer la trans-
formation A & la somme

(2.1) S=3 3 Xna Y Emdna(mle(fa(m)),

neENdeE, mel, 4

avec les notations suivantes : {2 est un ensemble fini non vide quelconque
dont le nombre d’éléments est noté N ; pour chaque n € Q, E,, désigne une
ensemble fini non vide quelconque (’exemple que nous avons en téte est
celui ou (2 est un sous-ensemble de N et ou E, est une partie de ’ensemble
des diviseurs de n) ; pour chaque n € et chaque d € E,, xp4 désigne
un nombre complexe de module au plus un, I, 4 désigne un intervalle de
Z contenu dans un intervalle fixe [a,b] de R de longueur au moins un,
¥n 4 désigne une fonction de [a,b] dans C de classe C!. Pour chaque m €
[a,b] N Z, &, désigne un nombre complexe de module au plus un. Enfin,
pour chaque n € Q, f, : [a,b] = R est une fonction quelconque.

Pour chaque n € Q et chaque d € E,, soient oy 4 et 8, 4 deux nombres
positifs tels que

22) [0l < ang et W ula)] < 2L, pour tout z ¢ [o,b].
On pose
1/2 1 o\ 1/2
(23 a_( Z(Zand)> et,B:(N‘Z(Zﬁn,d)) .
neQ dekE, neQ) deE,

On a alors le

Lemme 7. Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout entier Q tel que 2 <
Q<b-a,ona

(24) SK (a + -b?—aﬂ)N(b — a)log(b —a+1)(Q~Y2 + §"/?),

avec

Q-1

I e M DI D = (WAL

=1 neQat+g<m<b—q

Démonstration. Pour alléger les écritures on suppose &,, = 1 pour tout m.
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a) On commence par appliquer la formule classique du prolongement de
l'intervalle de sommation (cf. [5, Lemme 5.2.3]) :

1/2
(2.6) Z "/)n,d(m)e(fn(m)) :[.1/2( Z "»bn,d(m)

mely, 4 a<m<b
X e(fn0(m)) ) Tna(6)do,
avec
(2.7) fro(m) = fo(m) —0m, Tng0)= > e(6m).
mel, 4

En reportant (2.6) dans (2.1), on a
1/2

(28) S1< [ 5 S ISndlTua(®)les
~1/2 ne deEn

ol on a posé

(2.9) Snd = Z "/)n,d(m)e(fn,o(m))'

a<m<b

b) Décalage de Weyl et sommation d’Abel. Si Q est un entier tel que
2 < @ < b— a, le principe du décalage de Weyl s’écrit

Q
(210)  Spa= %Z S Gnalm+20)e(fas(m +20)),

g=1 a—2¢<m<b-2¢q
ou encore, en posant

)1 sia <m+2q<b,
pm.q = 0 sinon,

Q
|Sn,al < é > \ > Omq¥n,a(m +2q)e(fn,o(m + 29)) |
q=1

m

ou "/;n,d est un prolongement de classe C! de la fonction v, 4 & l'intervalle
[a,b + 2Q)] et vérifiant

:Bn,d

b—a’

(211) W a@)] < @ng + 5 oefa ot [ a(0)] < 124, 3 € a,b+2Q)
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On fait une sommation d’Abel sur la variable ¢ pour éliminer le facteur
"/}n,d (m + 2Q) :

(2.12) lSndISGZZIA ,q”'ﬂbnd(m'*‘z‘n ¢nd(m+2Q+2)|

m g=1

+o Z |Am,@l[%n,a(m + 2Q)|,

avec la notation Amg=3,_; qom,se(fro(m + 2s)).
On obtient ainsi

(2°13) ISn,d| < ,Bn,dSn,l + (an,d + Q ﬂn d) n,2y

avec

(2.14) Sn.1 Z > |Amgl et Spy = ZIA al-
q—l m Q

Alors Sy, 1 et Sp 2 ne dépendent plus du parameétre d et la majoration(2.8)
s’écrit
1/2

(2.15) S<</ ((Sn1+ Q nz)Zﬂnlend (0)]

1/2 deEy,

neqN

+ Sn,2 Z an,len,d(o)l)de'

deE,
A Daide de l'inégalité évidente
(2.16) T,.4(6) < T(0), o on a posé T(8) = min(b — a, |0| ")

et de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on arrive a

(2.17) S <« N1/2 /1/2 (ﬂ(zsﬁg)m

-1/2 neQ
+(a+—ﬁ)(Zs§2) ) )d6

c) De maniéres similaires on établit les deux majorations suivantes

2
(2.18) sz, <Goap ) Y Sk, S,
nef neN
avec

(2.19) Si=Nb-a)2Qt+8",
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ou S’ est donnée en (2.5). On fait la preuve pour S, :
Grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

(2.20) S =) Z Yo Al
q-'la, 2q<m<b

ou on a rajouté des termes positifs du coté de b.
De maniére similaire & la preuve du Lemme 5.6.2 de [5] on arrive &

1

2

(221) S <K<Q+ ——Q(b ~a)
- q-1
X ZRe( (g—r) Z e(Ar fn(m) —201")).
g=1 r=1 a+r<m<b-r
On a alors
1
2

(2.22) Z S; 1<K NQ+ m

neN

Q-1q-1
X (g—r)Re ( Z Z e(Ar fn(m) — 20r))

=1 r=1 ne€Q a+r<m<b—r

L)

Dans le second membre de (2.22) on remplace la partie réelle par le module
pour éliminer les termes e(—20r), la majoration devient ainsi indépendante
de 6. On prolonge la somme sur r pour qu’elle devienne indépendante de
q, on obtient alors

(2.23) Z 52 1 LK NQ@ + e Z ‘ E Z (Arfn(m))la

neN r=1 neQat+r<m<b-r

et la premiére majoration de (2.18) en découle.
d) Fin de la démonstration. On reporte les deux majorations de (2.18)

dans (2.17) et comme [Y2 T T(6)dd < log(b — a + 1), on arrive & (2.4). O
-1/2

2.2. Le Lemme AD pour les sommes triples & phase presque
monomiale. Nous allons dans ce paragraphe, en application du para-
graphe précédent, donner un analogue du Théoréme 3 de [1]. Nous I'appel-
lerons Lemme AD, en référence & la transformation A suivie de l'inégalité
du double grand crible.
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Soit la somme
(2.24) S = Z Z Xmi,ma Z §m¢m1,m2(m)
mi~Mi; ma~My mEIml,m2
Xm*m*mg?
< e(3erreaier):
ol My, Mz et M désigne des réels positifs > 1, xm,m, et & sont des

nombres complexes de module au plus un ; X, a, a; et as désignent des
nombres réels tels que

(2.25) X2>1, a#1etamay#0.

La notation m; ~ M signifie m; € [M;,2M;]. On suppose en outre que
pour chaque m; ~ M; et mg ~ My
(2.26) I'm, m, est un intervalle de R tel que Iy, m, C [M,2M],

Ymyms ¢ [M,2M] — C est une fonction de classe C1. On notera aym, m,
et Bm,,m, deux réels positifs tels que

(2-27) |'¢m1,m2('~"‘)| < 0y ma,s |¢;n;,m2(z)| < ﬁm];lﬂa M<z<2M.

On pose enfin

1 , 1/2
a:(M1M2 Z Z am”m2>

m1~M1 m2~M2

1 , 1/2
5= (ina5 5, L Fhum) -

m1~M; ma~Ms

(2.28)

Nous avons alors le

Lemme 8 (Lemme AD). Sous les hypothéses (2.25) a (2.27), et avec les
notations (2.24) et (2.28), on a

(229) S < (a+ M3 (XYM M ME* + M7/ My M,
+ MMM 4 MO0, My X 14) (log(2M My Mz))? log(2M).

Démonstration. On commence par appliquer le Lemme 7 & la somme S
avec Q = [My,2M;] x [M2,2M>] ; les ensembles E, n’interviennent pas ici
(on prend par exemple E,, = {n}). On a alors pour tout entier Q tel que
2<Q<M

(2.30) 8% < (a+QM'8)%(log(2M))*(Q~' M M, My(M M, M,
+ 5(Qo) log Q)),
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avec Qo entier < Q et
23) SQ)=3 | X X Y tnrda
g~Qo mi1~Mi ma~Mz M+q<m<2M—q

(Xt(m, g)mtmg? )
MaME M

’

ou on a posé t(m,q) = (m +¢)* — (m - ¢)®. On pose

(2.32) S(Qo) =) ISl et xg =

q~Qo !S l

On a alors

EURETIED 95 9 3 il L

qNQO m m3 m2

Le reste de la démonstration est identique & la démonstration du Théoréme
3 de [1]. Le choix final Q = M?/5/3 donne (2.29). O

3. Le Théoréeme A*BAD

Le but de cet article est d’établir le Théoréme A* BAD pour les sommes
simples d’exponentielles & phase “presque monomiale”. Le résultat formulé
au §3.1 est difficile & manier & cause de la présence du terme u(z) dans
Pécriture (0.2) de la phase, qui fait apparaitre un parameétre n dans notre
majoration (3.6). Toutefois notre application principale revient & majorer
((o + t) pour certaines valeurs de o, auquel cas on peut prendre n = 0, et
la majoration (3.6) s’en trouve simplifiée.

La démonstration se scinde en deux parties : le Lemme A*B qui est
exposé au Lemme 6 et le Lemme AD qui est exposé au Lemme 8 ; le reste
de la démonstration exposé au §3.2 revient essentiellement & justifier la
taille des parameétres.

Enfin, au §3.3, nous formulons nos résultats a la maniere du Tableau
17.1 de [5].

3.1. Enoncé du Théoréme A¥BAD. Nous rappelons les hypotheses et
les notations de notre théoréme :

Soit F : [1,2] — R une fonction de classe C¥*5, avec k entier > 2 telle
que
(3.1) F¥*=1() = Ct + u(t), pour 1 <t < 2,

avec 0 € R\ {1,2} et avec la convention t° = logt si 0 = 0, ol C est un
réel strictement positif et ou on a

(3:2) [u@ () < n|(Ct7)D|, pour 1 <t < 2et 1< <5,

1 désignant un réel positif suffisamment petit.
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Soient T" et M deux réels positifs grands tels que
(3.3) M2 <7 < MR,
On pose
(3.4) f(z) = TF(z/M), pour z € [a,b], avec [a,b] C]M,2M]
et

(3.5) §= > e(f(m).

a<m<b

Théoréme 1. Sous les hypothéses (3.1) a (3.3) et avec les notations (3.4)
et (3.5), il existe une constante strictement positive D¢ , dépendant unique-
ment de C et o, telle que n < D¢, implique que pour tout € > 0 on a

. T 2/(5K—2) T \5/(18K-10)
(36) § <emoo M ((W) (377)

+ (MT’C) i + (———Mki/z)l/m + £k(n))

ot nous avons posé K =2 et

2/3 | 30/(57K—50) 2/37 | 3/2K
(" n
(67 Lxtn) = (37em) (37wi72)

T \ (37K—50)/40(1-K)K 4 A n1/2K 23T \5/(11K-10)
X <1+(Mk+1) )+(77 MY +(Mk+2/3)

4/37 | 3/(8K—6) T 1/20(K~-1)
n 1/K
( Mk+2/3) +1/ ( M7k-3+10/K) :

3.2. Démonstration du Théoréme 1. On commence par appliquer le
Lemme 6 a la somme S de (3.5).
a) Majoration de Si. On traite d’abord la somme

N
(3'8) Sk = Z Z ISh,m“I,
L=L; m*:Nzl

ol Sy, m+ est donnée en (1.44).
On prolonge le domaine de sommation de m* :

L, LT L LT
ME+T MFE+L

1 siN, <m*< Nl’1
et X1me = 0 sinon
1)

(3.9) M*=Dj3 M"™* =2FD,
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ou IVy,, Nllu D3 et Dy sont donnés en (1.43). On pose également

Sty m*
(3'10) X2,l1,m* = Sll,:* et X1,,m* = X1,l1,m* X X2,l;,m*-
1,
On a donc
~ Lll M
B11) S=Y. > xume D Yum(a)
ly=L1 m*=M* l2€Ill,m"‘

y (Xl;/(Q-U)li/@—”)m*(l—a)/(z—”) )
€ L;/@*“)Li/(2—U)M*(1—a)/(2—¢7) ’

avec

(312) wll,m* (12) = €(¢(l]_, l27 m*))) X xIG:,C,G L1L2M—ka

ou ¢ est la fonction définie en (1.45).
Pour tout (Iy,,m*) € [L1,L}] x [M*,M*], on a

(3.13) [ me (2)] S 1, 9], e (12)] k00 BLZ Y,
pour tout ly € [Lg,2Ls], ou on a posé
(3.14) B=LiL3TM %2 ¢ nLiL,TM*.

ug et ug sont définies & extérieur de l'intervalle [1,2] par leurs polynémes
de Taylor en 1 (ou en 2) & l'ordre 1.
On suppose que 'on a

(3.15) DL L3TM %1 > 1,

On peut ainsi appliquer le Lemme 8 3 la somme S, de (3.11), et on obtient
la majoration suivante

(3.16) S <bco (1+ LI TM 2 L LTI )
x (LI/ Ap3/2ppp-k-3/4 4 [2LN/ 0 -k-L oy 32T/ g3k 1)/
+ L/ LT3 M) (10g M.
On en déduit pour S la majoration suivante
(3.17) S <kco H™? (1 + LLPTM ™2 4 Ly LY T M)
% (L?/4L2TM_k_3/4 4 Li»/ing/sTM—k—l n L1L3/4T3/4M“3(’°+1)/4

20 — -
+ LY L3P M 34T (10g MR,
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Dans (3.17) on fait le choix
(3.18) Li=H¥""let L, = H* .

La condition (1.39) implique alors que (3.15) est satisfaite. Dans la suite
de la démonstration, on suppose de plus que

T \5/(5-92%)
(3.19) H< (W) ,

ce qui assure que le terme L1L;3/ STM—k-2 de (3.17) est inférieur & 1. De
méme sous ’hypothése (1.38) les deux derniers termes du membre de droite
de (3.17) sont dominés par les deux termes qui les précédent. On obtient
finalement

(3:20) Sk <k,c0 (1 + nH2k+2/5‘1TM"°) (sz’3—1/4TM—k—3/4
+ HT2? /51 2TM—’°-1) (log M)3.

b) Fin de la démonstration. On reporte la majoration (3.20) dans (1.41)
et on obtient

(3.21) S Kepco M2 4 MU (H™V2 4 £4(H, 7)),

avec
(3:22) Lu(Hm) = H3(TH M4 ¢ H(TE M4
+ H(TH 1 MF-2)

4 F37/40 (772T3 H-5/2 M—3k—3/2)

2—k—1

2—k—l 2—k—1

+ H1/8 (TH—1/2M—k—3/2)
+ H3/2 (,,74T3H—3M—3k—2)

2—k—l 2—k—1

+ H23/20 (7’2T3H—3M—3k—2)

2—k—1

Sous la condition (1.38), le terme HY/2(n?TH 1M ~*-2) est dominé

par le terme H?23/20 (7)2T3H‘3M*3"°‘2)2_k'1 de (3.22).

Pour optimiser le choix de H, on utilise le Lemme 2.4 de [2], et sous les
hypotheses (3.3), (1.38), (1.39), (1.40) et (3.19) on arrive & (3.6). Un choix
possible pour D¢, est D¢, = D3, la constante définie dans le Lemme 6.

3.3. Application : Sommes avec 7' grand. Comme application du
Théoréme 1, nous allons compléter le bas du Tableau 17.1 de la page 369
de [5]. En effet notre théoréme donne de bons résultats & partir de k£ > 3,
mais nous obtenons de réelles améliorations par rapport a la méthode de
Huxley avec k > 4.

Nous allons reprendre le Théoréme 1, et nous allons exprimer les deux
parameétres M et 7 en fonction du parameétre 7T'. Pour cela on pose

(3.23) M =T% n=T7" avec a et 6 deux réels strictement positifs.
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La condition (3.3) s’écrit alors
1 K
—  <a< —
kr2 - kK +1
Pour exprimer la majoration (3.6) en fonction de 7', on pose

5K — 2k —5)a+2 (18K — 5k —20)a +5

(3.24) , ou K = 2%,

(3.25) B(a) = max ((

5K — 2 ’ 18K — 10 ’
(k+2)a—1 (4K—2k—3)a+2)
2 4K ’

qui correspond aux quatre premiers termes du membre de droite de (3.6)
et

(326)  Pu(e, 0) = DK — 30k — 65)a + (30 — 206)

57K — 50
_ (4K — 6k — 3)a + (6 — 46)
(3:27)  Ba(a,0) = 4K ’
_ (40K? — 23kK — 33K + 10k — 20)a + (23K — 10)
(3.28)  Bs(a,0) = 40K (K — 1)
0
'E’
(329)  fBa(a,0) = LS +2112ra —
_ (33K — 15k — 40)a + (15 — 106)
(330)  fs(a,0) = 33K — 30 ’
_ (8K — 3k —8)ar+ (3 — 46)
(3.31) Bs(c,0) = 8K — 6 ’
_ (20K? - TkK — 17K —10)a + 7K _ 8
(3.32) Br(e,0) = 20K (K — 1) K’

qui correspondent aux sept termes du membre de droite (3.7).
On considere les réels 0;(a) (1 < ¢ < 7) donnés par les relations

(3.33) Bi(a,0i(a)) = Ble), 1<i<T.
On pose enfin
(3.34) Oo(a) = Ipax 0:(c).

Nous avons alors le

Corollaire 1. Avec les notations (3.4), (3.5), (3.23),(3.25), (3.34) et sous
les hypothéses (3.1), (3.2), (3.24), si le paramétre T est assez grand par
rapport a C et o, et si 0 > 0y(c), on a pour tout € > 0

(3.35) S Kepco TPOTE
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Nous pouvons maintenant présenter nos résultats.

Corollaire 2. Avec les notations (3.4), (3.5), (3.23), (3.34) et sous les
hypothéses (3.1), (3.2), si le paramétre T est assez grand par rapport @ C
et o, et si 0 > 6y(a), on a pour tout € >0

(3.36) S e 0,0 TP,
avec
(3.37)
B(a) = {(5 + 248a) /278  si 83/359 < a < 1012/4265 = 0.2372...
(2+670)/78 i 144/725 < a < 83/359 = 0.2311...

(3.38)
Bla) = (5+531)/566 si 171/914 < o < 144/725 = 0.1986 . ..
" | (2+1450)/158 si1/6 < o < 171/914 = 0.1870. ..
(

st a > 1012/4265, S() est donné par le Tableau 17.1 de [5].

Démonstration. Découle du Corollaire 1 avec k = 4 pour (3.37), k = 5 pour
(3.38). a

Remarques

1. Avec k = 3, le Corollaire donne un bon résultat pour a« = 3/10.
Ainsi nous avons 3(3/10) = 107/380 = 0.2815..., 6p(3/10) = 142/475 =
0.2989..., alors que le Tableau 17.1 de [5] donne (§(3/10) = 103/365 =
0.2821... Dans un article récent [8], Sargos donne 3(3/10) = 1283/4560 =
0.2813...

2. Avec k > 4, notre méthode prend le relais du Tableau 17.1 de [5]
a partir de a = 1012/4265. Par exemple pour la derniére valeur du
Tableau 17.1 de [5] a = 2848/12173 = 0.2339. .., nous avons par le Corol-
laire 2 : (3(2848/12173) = 767169/3384094 = 0.2266... 6,(2848/12173) =
1582103/6768188 = 0.2337..., alors que Tableau 17.1 de [5] corrigé par
Tableau 17.2 de [5] donne 5(2848/12173) = 5527/24346 = 0.2270...

3. On trouve certaines valeurs de a extérieures au Tableau 17.1 dans le
Tableau 17.2 de [5]. Par exemple en prenant la derniére quantité du Tableau
17.2 avec k = 4, on trouve o = 5696/29873 = 0.1906 ... Pour cette valeur,
le Corollaire 2 ci-dessus donne (3(5696/29873) = 0.1877... alors que le
Tableau 17.1 de [5] donne 3(5696/29873) = 0.1878...

4. Pour la derniére valeur de 5(c) dans (3.37) nous apportons la précision
suivante : si 144/725 < o < 23/161 = 0.1987..., le Corollaire 1 donne en
fait B(a) = (—1+47a)/2, un résultat trés légérement meilleur que (3.37), du
moins lorsque a est dans le petit intervalle indiqué. Pour les mémes raisons
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que celles données a la page 370 de [5], nous préférons ne pas alourdir le
Corollaire 2 avec des améliorations aussi minimes.
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