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Classes logarithmiques signées des corps de
nombres

par JEAN-FRANGOIS JAULENT

A Jacques Martinet, a l’occasion de son soizantiéme anniversaire

REsuME. Nous définissons le 2-groupe des classes logarithmiques
signées d’'un corps de nombres par analogie avec le groupe des
classes d’idéaux au sens restreint et nous établissons les résultats
de base de l'arithmétique des classes logarithmiques signées.

ABSTRACT. We introduce the signed logarithmic 2-class group of

a number field as a cyclotomic analogue of the restricted ideal class

group and we establish the fundamental results of the arithmetic
- of signed logaritmic classes.

Introduction

Le £-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres a été in-
troduit dans [J1] en liaison avec les noyaux des £-symboles sauvages de
la K-théorie. On peut dire schématiquement que son interprétation via la
théorie ¢-adique du corps de classes (cf. [J2]) revient, par rapport & celle
classique du ¢-groupe des classes d’idéaux, a substituer la notion d’extension
(localement) cyclotomique & celle d’extension (localement) non ramifiée :
pour chaque place finie p du corps de nombre K considéré, le complété
K, de K en p admet entre autres deux Z,-extensions remarquables, la non
ramifiée K" et la cyclotomique K, qui se trouvent coincider lorsque p
ne divise pas ¢, mais different substantiellement dans le cas contraire; et
le passage du cas classique au cas logarithmique revient & échanger leurs
roles respectifs. En d’autres termes, la définition des groupes de classes au
sens logarithmique consiste & remplacer la valuation habituelle v, définie
sur le compactifié R, de K & valeurs dans Z, qui induit le plongement
naturel de R = Zy ®z K* dans le f-groupe des idéaux T = @ p?¢, par
son analogue logarithmique v, défini & partir du logarithme de la valeur
absolue ¢- adique attachée a la place finie p.

Manuscrit regu le 6 juin 2000.
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Lorsque £ vaut 2, il est possible d’affiner cette définition pour prendre en
compte la contribution des places réelles : on tombe alors sur la notion de
classes logarithmiques au sens restreint introduite dans [S2] par analogie
avec la notion habituelle de classes d’idéaux au sens restreint. Tout bien
considéré, il apparait cependant que cette derniere notion n’est pas tota-
lement aboutie : 8’il est vrai que c’est le concept d’extension localement
cyclotomique qui est au coeur de la théorie, il faut considérer que la notion
de “signe” ne concerne pas seulement alors les places réelles . Pour ¢ = 2,
en effet, la pro-f-extension cyclotomique Kj[(2e0] d’un corps local K, n’est
pas toujours une Zg-extension : cela est clair pour les places réelles, pour
lesquelles Ky[(2] = C est de degré 2 sur K, = R; mais cela se produit
aussi pour les places 2-adiques, ou il peut arriver que la Zg-extension cy-
clotomique K de K, ne contienne pas les racines quatritmes de l'unité,
auquel cas K[i] est encore de degré 2 sur K3, ce qui se traduit par lexis-
tence d’une fonction “signe” aux places 2-adiques. D’ou l'intérét , a I'image
de ce qui a été fait dans [AJ] pour les corps de fonctions, de généraliser
proprement le concept de classes logarithmiques signées en cohérence avec
les correspondances données par la théorie 2-adique du corps de classes.

1. Fonction signe attachée 4 une place non complexe

Le nombre premier ¢ = 2 étant désormais fixé, nous utilisons dans ce qui
suit le formalisme de la théorie f-adique du corps de classes tel qu’exposé
dans [J3].

Rappelons qu’en chaque place non complexe p d’un corps de nombres
K est défini sur le compactifié 2-adique R, = lim K /K;@n du groupe
multiplicatif K du complété de K en p une valeur absolue 2-adique, &
valeurs dans ZJ = 1 + 2Zy, donnée par la formule :

sg, () si p est réelle,
lz |, = Ny~ @ pour p { 200,
NKp/Qz(x)NP—v”(z) enfin, pour p | 2.

Dans celle-ci, sg, () est la fonction signe attachée au plongement réel cor-
respondant & la place p; Np est la norme absolue de I'idéal p; et v, est la
valuation p-adique attachée & p.

La famille (| |,), des valeurs absolues 2-adiques lorsque p parcourt l’en-
semble des places non complexes de K peut ainsi étre regardée comme un
morphisme sur le 2-groupe des idéles Jx = [[;*°R, & valeurs dans Z; ;
et il est bien connu (cf. [J3], prop. 1.8.) que les idéles principaux, i.e. les
éléments du tensorisé 2-adique R = Zo®7z K * regardé comme sous-groupe
de Jk, vérifient la formule du produit :
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Vz€Rk H|m[p= 1.
p

Maintenant, la décomposition canonique Z5 =~ {£1}x(14+4Z;) ~ Fo®
Z, permet d’écrire tout élément z de ZJ' comme produit de son signe e(z) €
{£1} et de sa composante “positive” e(x)z € 1 + 4Zs. Cette observation
naive conduit & étendre comme suit la notion de signe aux places non
réelles :

Définition 1. Nous appelons fonction signe attachée a une place non com-
pleze p de K lapplication & valeurs dans {£1} définie sur le compactifié
2-adique R, = lim K /K;‘2" du groupe KX par la formule :

sgy(z) = e(| z |p),
ou € est la fonction signe canonique sur Z; .

Il est commode de dire qu’une place est signée lorsque la fonction signe
attachée est non trivale. Les places réelles sont évidemment signées. Plus
généralement :

Proposition 2. Soit PlS l’ensemble des places signées du corps K. On a :
p€ PIS < i¢ K,.

Preuve. 1l s’agit de vérifier que la fonction signe sg, est triviale si et seule-

ment si le complété K, contient les racines 4-iémes de l'unité; ce qui est

bien évident pour les places & I'infini. Pour les places finies, distinguons :
Si p est impaire (i.e. p 1 2), il vient directement :

p¢ PIS & Np=1[mod4] & icK,.

Si p est paire (i.e. p | 2), introduisons la 2-sous-extension maximale K,
de K, abélienne sur Q, et observons que le groupe de normes (dans le
compactifié profini Ry de Q3) associé a 1'extension abélienne Q3[i]/Q2 par
la théorie ¢-adique locale du corps de classes est (1+4Z2) 222 Nous obtenons
donc :

i€ K, & Qu(i) CK, & (1+4Z5)2% D Ng, /q,(R;)
Aad Sgp(RP) = {+1}a
comine annoncé.

Corollaire 3. Nous disons que le corps K est signé lorsqu’il existe au
moins une place p de K qui est signée; ce qui a lieu si et seulement si
onait g K.
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Preuve. Le théoréme de Cebotarev montre qu’un corps signé admet une
infinité de places signées : ce sont celles qui ne se décomposent pas dans
P’extension quadratique K[i]/K.

Nous supposerons implicitement dans tout ce qui suit que K est signé.
En fait, nous allons méme faire apparaitre une condition plus forte, celle
de corps logarithmiquement signé, en dehors de laquelle la définition des
classes signées est de peu d’intérét. Nous avons besoin pour cela d’introduire
la notion d’élément totalement positif (au sens logarithmique).

Définition 4. Nous appelons sous-groupe des éléments positifs de R, et
nous notons 72;,", le noyau dans R, de la fonction signe sg,. Le 2-groupe
R;,'" est donc d’indice 2 dans R, sip est signée; il coincide avec R, sinon.

Le sous-groupe Ut = U, N R} (ou Uy, = {x, € Ry| |zp], = £1}) est
le groupe des unités logarithmiques positives dans R, ; c’est aussi le noyau
dans R, de la valeur absolue p-adique | |,.

Enfin, le produit Uz = I1, U est ainsi le sous-groupe de Uk =[], Uy
formé des unités logarithmiques (locales) positives.

Remarque. Aux places finies impaires, nous avons LZT = I;p; aux places
réelles, U, = R, = {£1} et U} = R} = 1; aux places paires mais non
signées, Llp+ = U, et ’R,;," = R, ; enfin, aux places signées paires, il faut
distinguer : N

(i) pour i € K¢, le groupe Gal(KS[i]/K,) ~ R,/US est procyclique,
isomorphe & Zy, ce qui permet d’écrire :

Ry =I:{;T 7’2 et RS =L7p+ 72 avec R,/RT ~TFa et I]p/ljlj ~1;

(ii) pour i ¢ K, le groupe Gal(Kg[i]/K,) ~ R, /I:l’p+ est bicyclique,

isomorphe a Zz ® 2, de sorte que 'on a : U, = < ¢ > U,;" , pour une unité
logarithmique €, ¢ L~{p+ dont le carré est dans Z:l;;" , puis :
Ry =U, 22 et R =L~1p+ 22 avec m, € RY et R,/R} :Z:?,,/LZ,+ ~F,.
Notons que lorsque [K}, : Q2] est impair, il vient sg,(~1) = | - 1|, = —1, ce
qui permet de choisir €, = —1 et donne R, = {£1} L7p+ w22 avec m, € R .
Ce choix est, bien entendu, impossible lorsque [K, : Q2] est pair.

Définition & Proposition 5. Nous appelons logarithmiquement signées
celles des places du corps K qui vérifient © ¢ K. L’ensemble PLSk des
places de K qui sont logarithmiquement signées est donc formé :

(i) des places réelles d’une part,

(i) et de celles des places 2-adiques pour lesquelles le groupe de Galois
Gal(K([i]/K,) n'est pas procyclique, d’autre part.



Classes logarithmiques signées des corps de nombres 459

Preuve. Pour chaque place p de K, notons K7 l'extension locale associée a
la Zs-extension cyclotomique de K. Il s’agit de caractériser les conditions
locales 7 € K. Or :

(i) pour p finie impaire, la condition 7 € K est automatiquement satis-
faite;

(ii) pour p infinie, nous avons K = K, et la condition précédente s’écrit
tout simplement K, = C;

(iii) pour p finje et paire, enfin, il peut arriver que le groupe |R,|, ~
Gal(K;[i]/K,) ne soit pas procyclique (i.e. que |R,|, contienne —1); ce cas
se produit si et seulement sion a i ¢ K .

Définition 6. Par groupe des signatures logarithmiques d’un corps de nom-
bres K, nous entendons le Fo-espace vectoriel défini par :

Sglyk = L?K/Zf{;g =@y Z:{vpﬂ;l:;{~ = @pePLSx R/ R;‘

qui a pour dimension le nombre sk de places de PLSk.

Lorsque s n’est pas nul, nous disons que le corps K est logarithmique-
ment signé; ce qui a lieu si et seulement si l’extension K€[i]/K¢ attachée
G la Zgo-extension cyclotomique K€ de K n’est pas localement triviale par-
tout , en d’autres termes si et seulement si I’élément i n’appartient pas a
la 2-extension abélienne localement cyclotomigue mazimale K le de K.

Il est alors commode de poser Uje = {(up)y €Uk | [, | up |p = +1} et

Sgly = Z]f(/azt = ép ZIp/u;T = e~51=€PL6‘1< R/ R;—
en indiquant par un tilde la restriction induite par la formule du produit.

Ezxemple. Les corps quadratiques logarithmiquement signés sont les corps
quadratiques réels et les corps quadratiques imaginaires Q[v/ —d] avec d #
1,2 [mod 8].

2. Construction du 2-groupe des classes logarithmiques signées

Rappelons que la valuation logarithmique v, attachée & une place finie p
est définie sur le compactifié 2-adique R, de K, par la formule :

Up(z) = — | = |p/ degp,

ol degp est choisi de telle sorte que U,(R;) soit égale a Zy (cf. [J1], Déf
1.1). Le noyau L?,, de v, est, par définition, le sous-groupe des unités loga-
rithmiques de R, ; il coincide avec le sous groupe de torsion U, = p, de R,
pour p { 200, mais en differe généralement sinon.

Introduisons maintenant le 2-adifié Jx = :es

de K ; écrivons jK le sous-groupe des ideles de degré nul (i.e. I'image

R, du groupe des ideles
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réciproque de {£1} par l'application [],| |;); et notons Uk = IL, ij le
sous- groupe des unités logarithmiques locales. Le quotient

Dk = Jx Uk = @p Za p

est le 2-groupe des diviseurs logarithmiques (de degré nul) du corps K ; on
peut le regarder comme P’ensemble des combinaisons linéaires E vy p de
places finies de K a coeﬁiments dans Z qui satisfont la condition de degré
Z vp, degp = 0. L’image Pl k dans DL k du 2-groupe des ideles principaux

Rk = Z2 ®z K* (considéré comme un sous-groupe de JK) est alors, par
définition, le 2-groupe des diviseurs logarithmiques principauz. La condition
de degré mise & part, le quotient

Clx = Dig/Plg

peut étre tenu comme ’analogue logarithmique du 2-groupe des classes
d’idéaux du corps K. C’est le 2-groupe des classes logarithmiques du corps
considéré. Il est d’ailleurs fini sous les conjectures ¢-adiques standard (cf.
[J1]) et s’interpréte par la théorie 2-adique du corps de classes comme
groupe de Galois Gal(K'/K¢) attaché & la 2-extension abélienne loca-
lement cyclotomique maximale K* de K relativement & la Zy-extension
cyclotomique K°.

Pour construire le 2-groupe des classes logarithmiques au sens restreint,
il est tentant de procéder par analogie avec le cas classique en Emplaant
simplement le sous-groupe principal P{g au dénominateur de C¢x par le
sous-groupe 73:%{ engendré par les seuls éléments totalement positifs (au
sens logarithmique). Malheureusement la formule du produit pour les va-
leurs absolues introduit ici une complication supplémentaire dont il est
indispensable de tenir compte scrupuleusement pour respecter la cohérence
avec les isomorphismes du corps de classes global. Précisons ce que nous
entendons par la :

Définition 7. Dans un corps logarithmiquement signé K, nous disons
qu’un idéle (z,), € Tk est (au sens logarithmique) :

(i) globalement positif, lorsqu’il satisfait la formule du produit pour les
fonctions signes sg, attachées auz places de K. Le groupe des idéles globa-
lement positifs est ainsi

T =1{(zp)p € Tx | [[58,(x) =+1} .
]

Son sous-groupe unité (au sens logarithmique) est de méme :

ﬁ;( =Z:iK ﬂj;*{ = {(up)p GL?K | HSgp(up) = +1}.
p
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(ii) totalement positif, lorsqu’il est globalement positif et d’image triviale
dans le groupe des signatures Sglx . Le sous-groupe de Jg formé des idéles
totalement positifs est ainsi :

Jg ={(zp)p € Tk | sg,(xy) =+1 Vp € PLSk} .
Son sous-groupe unité (au sens logarithmique) est de méme :
U =Ux N T¢ = {(up)y €Uk | sg,(up) = +1 Vp € PLSk}.

En particulier, le groupe des éléments globaux totalement positifs est le
noyau Ry = R N T % dans Rg du morphisme signature sgli d valeurs
dans Sglk.

On prendra garde que les idéles totalement positifs sont pris dans J; f
et qu’ils vérifient donc la condition de positivité globale [], sg,(z,) = +1.
Les ideles principaux sont, eux, globalement positifs en vertu de la formule
du produit pour les valeurs absolues.

Lemme 8. On a les égalités entre groupes d’idéles : jl'{" R = :7}’;' =
J, I}' Uy ; d’otu résultent les isomorphismes entre quotients :

TifUiRx ~ TE/UERE ~ T /UiR).

Preuve. La premiére égalité est une conséquence facile du théoreme d’ap-
proximation simultanée ; la seconde résulte de 1’identité :

jf; - jEHpGPLSK{il}’

ou le tilde sur le signe [] est induit par la formule du produit. Le passage
aux quotients est alors immédiat. _ 5

On observera toutefois qu’en général les deux groupes UI'ERK et Z/{I*{R}
ne coincident pas.

Définition & Proposition 9. Nous appelons groupe des classes logarith-
miques signées d’un corps de nombres K logarithmiquement signé le quo-
tient .
Clskg = j};/ Z:{v+ Ry =~ .57;}_/ Z:l}t R+ = jK/ Z:iK 'R+
(i) Définissant le 2-groupe des diviseurs logamthmzques signés (de degré
nul) comme le quotient Dlsg = JK/UK, notant Plsy son sous groupe

principal (i.e. I’ image canonique de Rg ), et écrivant de méme Pl K le sous-

groupe de DEK = jK/L{K formé des diviseurs logarithmiques principaux
(au sens ordinaire) engendrés par les éléments totalement positifs (au sens
logarithmique), on obtient l’isomorphisme :

&EK >~ 'Z/)\ZSK/WSK ~ ﬁ/eK/'];z;
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(ii) Et la théorie 2-adique du corps de classes interpréte ainsi le groupe
des classes logarithmiques signées comme groupe de Galois

Clsy ~ Gal(K's | K®)

de la plus grande pro-2-extension abélienne K de K complétement décomposée
sur K = K°[i] en chacune de ses places, relativement a la pro-2—eztension
cyclotomique globale K°° de K.

Preuve. Le seul point qui pose réellement probléme est 1’'isomorphisme
—~ ~ -+
Dlsk/Plsx ~ Dlg/Plg,

pujsque le premier groupe s’écrit ca,noniquement T Tk / ZIK R+ et le second
JK/ Uy R}. Et, comme on a banalement JK N (L{K R ) = UK R}, tout
revient donc a s’assurer de la trivialité du quotient JK / T, KUK Or, dans la
correspondance du corps de classes, celui-ci s’interpréte comme le groupe de
Galois Gal((K°[ijnK')/K®) : en effet, Jx fixe K¢ ; son sous-groupe J; % fixe

K¢ [7,] ; enfin Ux R fixe K. Et, le corps K étant réputé logarithmiquement
signé, la définition 6 nous dit précisément que l'extension K°[¢]/K¢ n’est
pas localement triviale ; d’ou le résultat.

Corollaire 10. Dans un corps logarithmiquement signé, diviseurs logarith-
miques signés et diviseurs au sens ordinaire sont liés par la suite exacte
courte :

1——’@K—"%K——>'BZK — 1

1 —— UL U —— T3 —— Jx Uy —— 1
En particulier, le noyau Sgé k de la formule du produit dans le 2-groupe des

signatures S, Sgl K _S’identifie au sous-groupe de torsion de D&SK, et DEK au
quotient Dlsy / Sg€ K, de sorte qu’on a (non canoniquement) :

Remarque. Méme lorsque les places 2-adiques ne sont pas signées, le 2-
groupe des classes signées EZ.;K ne coincide donc pas en général avec le
2-groupe des classes logarithmiques au sens restreint EZ",ES défini dans [S2],
du fait de la condition de positivité globale introduite dans la définition 9.

Comme dans le cas classique, le groupe des classes signées est un in-
variant arithmétique plus fin que son homologue au sens ordinaire. Plus
précisément, si £ = Rx NUK désigne le groupe des unités logarithmiques
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(globales) du corps K et £ = Ry N U son sous-groupe totalement positif
(au sens logarithmique), il existe une suite exacte canonique :

1—>§K/§;{'——>§g’e,{—+é\e§,<—»é‘é,(—+1.
En particulier, il suit :

Proposition 11. Sous la conjecture de Gross généralisée, le 2-groupe des
classes logarithmiques signées est un 2-groupe fini, d’ordre :

IClsk| = |Clx| (Sgly : sglx(Ek) )-
Et, pour tout corps logarithmiquement signé K, on a l’équivalence :

EZ k=1 et
Clsg =1 & ¢ K contient des unités logarithmiques de toutes
signatures & la formule du produit prés.

3. Formule des 2-classes logarithmiques signées ambiges

Comme pour les 2-classes logarithmiques au sens ordinaire, le probléme
de la propagation de la trivialité du 2-groupe des classes logarithmiques
signées se pose naturellement dans le cadre des 2-extensions (i.e. des exten-
sions galoisiennes L/K de degré une puissance de 2)/,\0’1‘1 I’on peut espérer
relier 'ordre du sous-groupe des points fixes dans C¢sy, pour I'action de
G = Gal(L/K) & celui de Clsk par une formule explicite ne faisant inter-
venir que des invariants arithmétiques simples de I’extension considérée, &
I’image du classique résultat de Chevalley sur les classes ambiges d’idéaux.

L’expérience montrant toutefois qu’une telle formule est rarement ex-
ploitable en dehors du cas cyclique, du fait de ’occurence de facteurs co-
homologiques difficilement calculables en toute généralité, et la formule du
produit venant apporter des complications supplémentaires par rapport
au cas des idéaux, nous n’hésitons pas dans cette section & faire quelques
hypotheses simplificatrices, quitte a renvoyer 1’étude générale a la section
suivante consacrée aux classes logarithmiques centrales, dont la définition
est plus directement reliée aux outils habituels de la théorie du corps de
classes.

Considérons donc une 2-extension galoisienne de corps de nombres lo-
garithmiquement signés L/K, et notons G = Gal(L/K) son groupe de
Galois. Sous ’hypothese de primitivité H'(G,DfL) = 0 (que nous discu-
terons plus loin), partant de la suite exacte courte qui définit le 2-groupe

e ~ ~+
Cls, = Dl /Pl prenant les points fixes par G, et comparant la suite
exacte obtenue avec celle définissant Clsg, nous obtenons le diagramme
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commutatif (ou les fleches verticales sont induites par les morphismes ca-
noniques d’extension) :

0 —— ﬁ; 5@}( EZEK _— 0
At Jaww @
—~4+G ~G —~G —
0 —— PI; , D, . Cls; —— HY(G,Pl) — 0.

Formant alors le diagramme du serpent, nous obtenons immédiatement
'identité entre ordres de groupes finis (avec | Ker pl;:/ kx| = |Kerdlp /x| =1):
|C0kercﬁL/K| _ ICoker;lI/Kl |Cokercfl\:sL/K| 1
|Kerdip/k|  |Kerply| |Kerclsykl |HY(G,PE;)

D’ou la formule (ou les deux membres sont simultanément finis ou infinis) :

(DY, : Dex)
30 =1
(Pe.” - Ply)

Cela étant, il vient successivement :

—G — —
IClsy| = |Clskl \HY(G, Per).

—_ ~G ~
Lemme 12. Sous la condition H'(G,Dlr) = 0, l'indice (D¥y, : Dlk), qui
mesure alors la ramification logarithmique, est donné par la formule :

(De;, : D) = ([[ & (L/K))/ILE : K¥]
p

ou €,(L/K) désigne Uindice de ramification logarithmique de la place finie
p dans Uextension L/ K.

Preuve. C’est le résultat établi dans [J1] (cf. Prop. 4.4), sous la condition
HY(G,D¢r) = 0, qui exprime en termes cohomologiques la primitivité de
la ramification logarithmique.

Lemme 13. Lorsque lextension galoisienne L/K est cyclique, les rela-
tions entre la cohomologie des diviseurs logarithmiques principauz totale-
ment positifs et celle des unités logarithmiques totalement positives four-
nissent l’identité :

HY(G, Ply)| _ (kN Nyw(RY)) : Nuyx(€F)) (ELC : E) |H'(G, R
(Pe;° : Ply) HY(@, &) (RS : RY)

. . Yo s —~+
Preuve. Partons de la suite exacte courte qui définit le groupe P¢; ; formons
la suite de cohomologie associée, et comparons la & la méme suite écrite pour
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55+ . N
PLy. Le diagramme obtenu commence ainsi :

0-—»5;5——»7%;;—%32}——» 0

! | |

~ ~+G ~
0 —— 5;6' —_— REG —— Pl —— HYG,EF) — ---
Et le lemme du serpent nous donne la suite exacte longue :

0 — EC/E — REC/RY — Py [Plyy — HY(G,EF) — -

.- — HY(G,R{) — H'(G,Ply) — H*(G,&})
— H*G,R}) — ---
Maintenant, si G est cyclique, il vient :
H%(G,&F) = EFC/Nyk(Ef) et HYG,RY) ~RiC/Nr/k(RE).
ce qui permet de remplacer la seconde partie de la suite exacte précédente
par :
- — HYG,R}) — H'(G,Ply)
— (EF9 N Nk (RE)) /N (EF) — 1
Et le résultat annoncé suit, compte tenu de ’égalité entre groupes de
normes : £ NNy x(RE) = EX° N N/ (RY).

Lemme 14. Toujours lorsque 'extension L/ K est cyclique, le quotient de
Herbrand attaché au 2-groupe des unités logarithmiques globales totalement
positives est donné, sous la conjecture de Gross généralisée, par la formule ;

9(G, &) = |HXG,ED/H G, D) = [ do(L/K),
pEPIP

ot dy(L/K) = |D,| désigne le degré local en p de Uextension L/K et p
parcourt l’ensemble Pl des places a Uinfini du corps K.

Preuve. Le groupe gzr étant d’indice fini dans & L, il a le méme quotient de
Herbrand. Le lemme résulte donc directement du calcul de ¢(G, &1,) effectué
dans [J1] (cf. cor. 3.7).
Lemme 15. Dans une 2-extension L/K de corps logarithmiquement signés,
on a légalité :
—aG
HYG,R)| _ 159yl
(RE®:R%)  |Sgt]
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Preuve. Partons du diagramme commutatif (oi nous avons remplacé par 0
le groupe de cohomologie H'(G,Rr) en vertu du théoréme 90 de Hilbert) :

0 — RE - Rk » Sl —— 0
L o
—~G
0 — R3¢ - R§ > Sg¢;, —— HY(G,R}) —— 0

Nous obtenons immédiatement les isomorphismes :
REC/Rf ~Kersglyx et H'(G,R}) = Cokersglyx,
d’ou ’identité attendue :

—~ —G
IHI(G,RZ)I _ |CokersglL/K| _ ISgeLI
(REC:RE)  |Kersgl x|  |Sglxl

Lemme 16. Convenons de dire qu’une place logarithmiquement signée du
corps K se dessigne dans l’extension L/K lorsqu’aucune des places au-
dessus n'est signée dans L. Ecrivons alors l’ensemble PLSk des places
logarithmiquement signées du corps K comme la réunion disjointe

du sous-ensemble formé des places p qui se déssignent dans L/K et du
sous-ensemble formé de celles qui restent logarithmiquement signées dans
L ( de sorte que PLSE = PLDF U PLSZ‘} K est la partition naturelle
de l’ensemble des places réelles de K entre celles qui se complezifient dans
L/K et celles qui se décomposent complétement). Cela étant, il vient :

59t % Byepss, FO/DL ot =

ou le tilde représente la formule du produit, D, est un sous-groupe de
décomposition de la place p dans Uextension L/K et l'indice 0y /x vaut
0 si 'un au moins des D, pour p € PLSyk est égal a G et 1 dans les
autres cas.

— 9lPLDp/k|-6p/k

Preuve. La définition du groupe des signatures logarithmiques nous donne :
Sgty = @ Fopr = @ @ Fopp =~ @ Fo[G/Dy] 5
pLEPLSL, pkEPLSL Kk pLlvK pEPLSL Kk

d’ou la premiere formule. Il suit :

—_—

= P7) i — o|PLS, —1446
Sgtp, =~ @pGPLSL/K]F2(Ea€G/DP p%) ; puis |Sgl;| = 2/PLSw/xl 1723
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puisque la formule du produit n’intervient que si I’'un au moins des D, est
égal & G. L’identité
|Sgty| = 2PHoKI=

donne alors le résultat annoncé.

En fin de compte, nous pouvons énoncer comme suit le théoréme fonda-
mental de cette section :

Théoréme 17. Dans une 2-extension cyclique primitivement ramifiée L/ K
de corps de nombres logarithmiquement signés, le nombre de 2-classes lo-
garithmiques signées invariantes par G = Gal(L/K) est donné par la for-
mule :

cin 155

—G
Cls; | = =+ . &
(Clsr | = JPL0E e (2o K9 (& &£ N Ny x(RE))

ot PLD? K (respectivement PLS? / i) est Uensemble des places 2-adiques
du corps K qui sont logarithmiquement signées dans K mais non dans L
(respectivement et qui le restent dans L), €,(L/K) est l’indice de ramifica-
tion logarithmique de la place p dans Uextension L/K, et 61,k est nul sauf
st les sous-groupes de décomposition D, des places de PLS% /K sont tous
distincts de G, auquel cas il vaut 1.

4. Formule des 2-classes logarithmiques signées centrales

Pour aborder maintenant le cas des 2-extensions (galoisiennes) en toute

généralité, nous allons nous intéresser non plus au plus grand sous-groupe
—~G
invariant Cls; du groupe des classes logarithmiques signées, mais plut6t
A son plus grand quotient “C¢sy, qui est invariant pour I’action du groupe
de Galois G de l'extension L/K considérée. Contrairement au sous-groupe
—Q —

ambige Cls; , le quotient GClsy, admet , en effet, une interprétation galoi-
sienne particulierement simple, ce qui le rend plus accessible aux techniques
classiques de la théorie du corps de classes.

Bien entendu, si G est cyclique (et C¢sy, fini), on a banalement :

— —~G
|9Cest| = |Clsg|,
ce qui redonne la formule du théoréme 17, mais en général ces deux quan-
tités ne coincident pas.
Il est commode d’introduire d’abord le genre logarithmique signé :

Définition 18. Le 2-corps des genres logarithmiques signés relatif a une
2-extension L/K de corps de nombres logarithmiquement signés est la plus
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grande pro-2-extension L'** N LK® de L qui est complétement décomposée
sur L% = L°[i] = LK*® et provient (par composition avec L) d’une pro-2-
extension abélienne de K.

Le groupe de Galois Glsy/x = Gal(L'** N LK®/L%®) est, par définition,
le 2-groupe des genres logarithmiques signés de l’extension L/K.

Comme expliqué plus haut, la détermination du genre logarithmique
signé d’une 2-extension L/K reléve des méthodes du corps de classes 2-
adique. Considérons, en effet, le schéma de corps :

L L chs Llcs NnL Kab Llcs
LN Kab Llcs N Kab
LN chs chs

K°s

Notons pour simplifier N la norme arithmétique Ny g attachée a 'exten-
sion L/K. Comme expliqué dans la section 2, la 2-extension cyclotomique
L% = LK®® de L est associée au 2-groupe d’ideles J 7, et la pro-2-extension
abélienne L au sous-groupe IIEL Rr.D’apres la théorie du corps de classes,
leurs sous-extensions maximales L N LK et L'** N LK% qui pro-
viennent (par composition avec L) d’une 2-extension abélienne de K sont

donc respectivement associées aux saturés pour la norme ~!N (N (j T)RK)
et " N(N(U;)Rk) des groupes précédents. En particulier, il vient ainsi :
Glsp ke ~ Gal(L'* N K®) /(LN K))

~ IN(N(TLRK)/ T N(NULRK),

et, par suite :
GlsL k| = (N(T7)Rk : NUF)Rk)
_ (Jk :UFRe) UERK - N(UF)R)
(Jk : N(IL)Rk)

Dans la formule obtenue le facteur (i fo ZJ};RK) n’est autre que Clsg ; le
dénominateur (7} : N(J;)Rk) est égal & [L® N K% : K°]; et le dernier
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facteur s’écrit encore :

Ui : NUT))
(Rxk N U : Rk N NU))
_ Hp(z:i:- : Ny /K, (1755))
(EE N Ny U))

UFRK : NUT)RK) =

puisque 'intersection de Rk avec N,/ (ZII“IL) est évidemment contenue dans
le sous-groupe 5;; des unités logarithmiques positives globales du corps K.

Lemme 19. Pour chaque place p du corps K, lindice normigue
et (L/K) = (LZ;’r : Np, /K, (Usy)) est donné par la formule suivante (ou
€% (L/K) désigne Vindice de ramification abélianisé de la place p dans l’ex-
tension L/K ) :
(1) E";b"‘(L/K) = 5‘;”(L/K) =1, lorsque p est réelle;
(ii) €@ (L/K)=e&®(L/K), lorsque p est finie impaire;

E’;b(L/K), pour p paire

3 égb(L/K), pour p paire contenue dans PLDy, k.

Preuve. Pour chaque place p de K et P arbitraire de L au-dessus de p,
désignons par L‘;b la sous-extension maximale de Ly qui est abélienne sur
Kp-

Si p et réelle, nous avons trivialement ZZ;* =1, dou égH(L/ K)=1;si
p est finie mais impaire nous avons ﬁ;" = U, et U;i'_{ = IZ,B, d’ou directe-
ment : U : Nk, Ust)) = Uy = Niy/x, Usp)) = Uy = Nypgoyx, Us")) =
E‘;b(L /K) par définition de Iindice de ramification logarithmique (cf. [J1]);
enfin, si p est paire, nous pouvons écrire (en abrégeant Ni, /i, par N) :
Uy : N(Usp)) (N (Us) : NU))

Uy :U,,+ )

Maintenant, l’indice (L?,, : I;{V;r ) au dénominateur est égal & 1 ou 2; et le
deuxieéme cas n’a lieu que si la place p est logarithmiquement signée dans
K. Dans cette hypothese, l'indice (N(Usyp) : N (Z,{%r )) au numérateur n’est
lui méme égal & 2 que si les places B au-dessus de p sont encore logarithmi-
quement signées dans L. En fin de compte le quotient (U, : U;") /(N (Us) :
N (U; )) vaut donc 2 si p est dans PLDp /i et 1 dans tous les autres cas.
Quant a l'indice (Z/~l,, Y (ﬁm)), c’est tout simplement ’égb(L/K ), comme
plus haut.

G (L/K) = Uy - NU)) =
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Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 20. Dans une 2-extension L/K de corps de nombres, le genre
logarithmique signé est donné par la formule :

Clox I1, e%(L/K)
5. PLD?, |, 5+ . & 7
Les N K9 : Kes] ol L/Kl(S;{'.:EI"{'ﬂNL/K(uf))

Dans celle-ci g}‘; désigne le 2-groupe des unités logarithmiques positives
de K et , pour chaque place p du corps de base, égb(L/K ) est Uindice de
ramification logarithmique de la sous-extension abélienne maximale Lgb /K,
associée d lextension locale Ly /K.

Remarques.

(i) Contrairement & la formule des classes ambiges qui ne vaut que dans
le cas cyclique, la formule des genres ne requiert aucune hypothese sur la
nature de I’extension L/K. Elle ne suppose pas non plus que K vérifie la
conjecture de Gross (pour le premier 2 : lorsque celle-ci est en défaut dans
K, la formule obtenue montre que G¢sp k est infini, et le corps L ne la
vérifie pas non plus. . _

(ii)) Pour K fixé (en particulier dés que Clsk et £k sont donnés), la
formule obtenue ne fait intervenir que les propriétés galoisiennes ou locales
de l'extension considérée, et non ses propriétés globales.

Corollaire 21. Dans une 2-extension abélienne L/K de corps de nombres
logaritmiquement signés, le genre logarithmique signé est donné par la for-
mule :

[Le: K€] olPLD/l (&F . g5 Nk (U))

@Z‘SL/K' =

Preuve. Seule reste & vérifier I'égalité [L®® : K| = [L¢ : K¢, qui résulte du
fait qu’on a 7 ¢ L€, puisque le corps L est réputé logarithmiquement signé.

Le corollaire 21 ci-dessus nous donne ainsi une condition nécessaire de tri-
vialité du 2-groupe des classes logarithmiques signées dans une 2-extension
abélienne de corps de nombres, qui généralise exactement celle obtenue dans
le cas cyclique a ’aide de la formule des classes ambiges. Pour obtenir en
retour un critére suffisant, il convient cependant de remplacer le quotient
des genres par un invariant plus fin, le 2-groupe des classes logarithmiques
signées centrales, que nous allons maintenant introduire :

Définition & Théoréme 22. Nous appelons 2-groupe des classes logarith-
miques signées centrales attaché a une 2-extension (galoisienne) L/K de
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corps de nombres le plus grand quotient
— — —, ~ o~y ~
GClsy, = Clsy [Clsy, = Tt /T U Ry,

du groupe Clsy, sur lequel le groupe de Galois G = Gal(L/K) opére trivia-
lement.
(i) La condition GClsy, = 0 caractérise les 2-extensions L de K qui ont un

2-groupe Cls 1, trivial. En d’autres termes, on a : C@sL =0 & GCESL =0.
(ii) Le nombre de classes logarithmiques centrales est donné, avec les
notations du théoréme préce’dent par la formule :

[L= N K : Ko 2|pLDL/K!(g+ N(RL)QN(Z,{+))

|GClsr| = CL/K

ot N lé"/cK est le sous-groupe de Ry formé des éléments qui sont normes
locales, kK /x = (Nloe LK : N L/KRL) désigne le nombre de noeuds de l'ex-

tension L/ K et lindice c,/x = (JL UZ’R : JEIGUE'RL) est induit par la
formule du produit pour les valeurs absolues.

Remarque. Comme expliqué dans [J1] et [AJ], le nombre de noeuds ky/k
est un invariant purement galoisien de 'extension L/K. Par exemple, si
G est abélien, il est égal & l'indice dans le carré extérieur G A G de G
du sous-groupe engendré par les Dy, A D, lorsque D, décrit les groupes de
décomposition des places de K. En particulier, il vaut 1 dans le cas cyclique.

Preuve du théoréme. L’assertion (i) est purement algébrique : si G est un
2-groupe fini, I'idéal d’augmentation I de l'algébre 2-adique Z3|G] est
topologiquement nilpotent, de sorte que pour tout Zs|G]-module noethérien
M, on a, en notations additives : M=0& M = Iz M, en vertu du
lemme de Nakayama. Et tout le probléme est donc d’évaluer le nombre de
classes centrales.

Ecrivons le pour cela comme produit de trois entiers sous la forme :

|6Clst| = (T} : THMUFRL) = abe

a=(J: "N(NULRK))
avec{ b= (TIN(NU;)Rk) : TFSUFRL)
¢ = (JiUF Ry : T °Uf Re) ;

et examinons successivement chacun des trois facteurs :

(a) Le premier facteur a n’est autre que le nombre de genres signés |G/sy, /2 Kl
puisque 1'égalité L = LK entraine " N(N(JF)Rk) = “'N(J3) = J}.
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(b) Transporté par la norme globale N = Ny, le second b s’écrit encore :

(NUF)(Rx N N(J1)) : NUF)N(RL))
_ (RkNN(JL) : N(Ryr)) ,
(Rxk NNUF)N(RL)) : N(Ry)) '

or :

Lemme 23. Soit N, /k = RkNNy/k(JL)- Alors, dans le quotient précédent,
(i) le numérateur (Rx N N(JL) : N(RL)) = Nk : N(RL)) est le
nombre de noeuds de lextension L/K,
(ii) et le dénominateur vaut (5?\; NN (Z:l}'f) :N(RL)NN (Z;I“JL))

Preuve. On a en effet :
(Rk N NUF)N(RL))/N(RL) ~ (RK N N(ﬁg)) / (N(RL) NN@U; )

(c) Enfin, il est intéressant de remarquer que le dernier facteur ¢ s’écrit :
c=crx = (JPPU Rk - TfCUF Ri)(TCU RK « T SUF R,

les deux indices étant induits par la formule du produit, le premier pour
les valuations logarithmiques, le second pour les signatures.

Corollaire 24. Sous les hypothéses du théoréme, le 2-groupe Cls L des clas-
ses logarithmiques signées du corps L est trivial si et seulement si les trois
conditions suivantes sont réalisées :

(i) a=1,de |Glsp x| =1;

(i) b=1, i.e. EENNUT) : NRp) N NUT)) = kp/k 5

(iii) ¢ = 1, i.e. JRCUF Ry = TCUF R = T U R L.

Remarque. En dehors du cas cyclique, ol s’applique le principe de Hasse,
le calcul de I'indice normique (£ : N, /xR N Np, /KUE’) ne reléve pas des
seules méthodes locales mais fait intervenir de faon effective I’arithmétique
globale de I’extension considérée.

Index des principales Notations
Notations attachées a un corps local K, :

Ry =1lim K/ Kp’<2n : le compactifié 2-adique du groupe multiplicatif K* ;
tp = R ™" : le 2-groupe des racines de 'unité dans K, ;

vp( ) : la valuation (au sens ordinaire) sur R, & valeurs dans Zs;

U, = Ker v, le sous-groupe unité de R, ;

Up( ) : la valuation logarithmique sur R, & valeurs dans Zs ;
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Z{; = Ker 7, : le sous-groupe des unités logarithmiques dans R, ;

| |p : la valeur absolue 2-adique sur R, & valeurs dans ZJ ;

U =Ker | |, : le sous-groupe des unités logarithmiques positives de R, ;
sg,( ) = &(| |p) : la fonction signe sur R, & valeurs dans +1;

’R;‘ = Ker sg, : le sous-groupe des éléments positifs de R,.

Notations attachées a un corps de nombres K :

= [1;*° Ry : le 2-adifié du groupe des idéles de K ;
Rk = Z2 ®z K™ : le sous-groupe des idéles principaux ;
Ux = [1, YUy : le groupe des unités logarithmiques locales ;
Ex =Rg N UK le groupe des unités logarithmiques globales ;
Dig ~ Ik /L{ k : le groupe des diviseurs logarithmiques (au sens ordinaire) ;
I, Tk le sous-module des éléments de degré nul dans Jk ;
DZ K J K /Ll i : le groupe des diviseurs logarithmiques de degré nul ;
'Pé K~R Rk / & °K : le sous-groupe des diviseurs logarithmiques principaux ;
Clx = Dik / Pl : le groupe des classes logarithmiques (au sens ordinaire) ;
T, I*{ :le > noyau dans Jx de la formule du produit pour les valeurs absolues;
us K =U KN T % : le sous-groupe unité de TE ol
T+ K :le sous-groupe logarithmiquement positif de T %
R K = RK NnJt % ° le sous-groupe logarlthmlquement positif de R ;
L{K = LIK nJ, ;{' le sous-groupe unité de JK ;
EE=ExnTE « - le sous-groupe logarithmiquement positif de & K ;
'Pé K R} /€% EF ¢ le sous-groupe principal totalement positif de DI K

CE Clg = =Dt K / Pé K : le groupe des classes logarithmiques positives;

Dis K~ T o /LlJr le groupe des diviseurs loga,rlthmlques signés;;

Pis K~ RK / 5 : le sous-groupe principal de Des K

Cls Clsk = Des K / Pls K : le groupe des classes logarithmiques signées ;

Sgé K~ TIr %/ Tt % : le groupe des signatures logarithmiques du corps K ;

Notations attachées & une 2-extension L/K de corps de nombres :

PLSy i : ensemble des places logarithmiquement signées dans L/K ;
PLDy k : 'ensemble des places logarithmiquement dessignées dans L/K ;

KLJK = (Njéo/cK : NpgkRr) : le nombre de noeuds de ’extension L/K.
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