
JOURNAL DE THÉORIE DES NOMBRES DE BORDEAUX

SERGE PERRINE
Un arbre de constantes d’approximation analogue à
celui de l’équation diophantienne de Markoff
Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux, tome 10, no 2 (1998),
p. 321-353
<http://www.numdam.org/item?id=JTNB_1998__10_2_321_0>

© Université Bordeaux 1, 1998, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux » (http://jtnb.cedram.org/) implique l’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=JTNB_1998__10_2_321_0
http://jtnb.cedram.org/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


321-

Un arbre de constantes d’approximation analogue
à celui de l’équation diophantienne de Markoff

par SERGE PERRINE

RÉSUMÉ. La théorie de Markoff classique, construite autour de
l’équation diophantienne x2 + y2 + z2 = 3xyz donne les cons-
tantes d’approximation des nombres irrationnels supérieures à
(1/3). Dans le présent article, on explicite une théorie équivalente
autour de la valeur (1/4). Elle est intimement liée à l’équation
diophantienne x2 + y2 + z2 = 4xyz - x pour laquelle on construit
explicitement un arbre associé.

ABSTRACT The classical Markoff theory related to the diophan-
tine equation x2+y2 +z2 = 3xyz gives the constants of approxi-
mation greater than (1/3) for irrational numbers.

In the present article is explicitly given a similar theory near
(1/4). It is intimately connected with the diophantine equation
x2 + y2 + z2 = 4xyz-x for which an associated tree is explicitly
built.

1. INTRODUCTION

Dans deux articles [4] qu’il a publiés en 1879 et 1880, A.A. Markoff a
établi un lien remarquable entre les solutions de l’équation diophantienne :

et les constantes d’approximation de nombres irrationnels supérieures à
(1/3), cette valeur étant leur point d’accumulation.

Ces travaux originaux ont été remis en forme par J. W. S. Cassels [1].
Différentes tentatives plus ou moins satisfaisantes ont été faites pour les
généraliser ([4]-[7]-[9]).

Dans un précédent document [7], l’auteur du présent article a introduit
une notion de (a, r, e)-théorie de Markoff où a e N - {0,1}, e = ~1, et
r~Qn]-!,+![.

Celle-ci donne des constantes d’approximation autour de la valeur

(1~(a + r + 1)). Ceci a permis la production de différents exemples reliés
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aux solutions de deux équations diophantiennes où u 

Pour le cas où r = 0, l’équation (Ml ) a été complètement résolue dans
[6]. On a aussi vu que toute solution de l’équation (Mt), avec cette fois
r E Q7] - 1 + 1[ quelconque est également solution d’une équation (Mt).
De sorte que l’étude de cette derniére équation paraît plus générale.

Dans le cas r = 0, l’équation (Mt) a elle même été complétement résolue
dans [3] et [8]. De sorte que l’on peut ici examiner, en sens inverse, comment
les solutions d’une telle équation donnent lieu à une structure arborescente
équivalente à celle de l’équation originale de la théorie de Markoff ([1]-[5]).

Dans la suite, en application de ces remarques préliminaires, on ne
considère pas une (a, r, £)-théorie particulière comme dans [7]. Celle ci

correspondrait d’ailleurs, par les observations déjà faites dans ce précédent
travail, à différentes possibilités pour le nombre u.
Au contraire, dans la perspective de [8], on fixe une valeur u et on exa-

mine la structure arborescente qui correspond à l’équation (Mt) associée.
Pour bien éclaircir la situation et être à même de l’expliciter numé-

riquement, on concentre l’attention sur ce qui résulte de l’équation
diophantienne suivante, où L = a + 1 = 4, r = 0, et u = 1 :

Bien entendu, comme décrit à la fin du présent article, certains des résultats
obtenus se généralisent aux cas où L, r et u prennent d’autres valeurs.

2. NOTATIONS ET ÉNONCÉ DES RÉSULTATS

2.1. Définitions. Les notations sont identiques à celles utilisées dans [7].
Les définitions générales sont celles de [1].
A toute suite S = (ao, al, ... , an ) où V i = 0, ... , n, ai E N*
On associe la matrice :

et le nombre :

On fait la convention que M0 est la matrice unité.
On associe à S sa suite réciproque S* = (a~, ... , a1, ao) et la matrice

correspondante MS* transposée de Ms.
Ceci permet de définir le nombre algébrique ea (s) de degré 2, dit nombre

de Markoff de période (S*, a), dont le développement en fraction continue
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s’écrit, en mettant en évidence sa période :

L’expression algébrique de ce nombre est facilement calculable.
En notant : Aa (S) = (a + r + 1)Zm2 + 4e
Et en définissant l’écart d’antiréciprocité de S : r = (KI - K2)/m
Elle s’écrit :

De sorte que ce nombre est également associé à la forme de Markoff définie
par S et a :

où l’on note :

C’est l’algébrique de degré 2 conjugué du nombre 0a (S)
On pose aussi :

C’est une forme quadratique binaire entière dont la constante de Markoff
s’écrit comme la constante d’approximation de la racine 0a(S) qui lui est
associée : 

____

Le nombre est le minimum arithmétique de la forme fo, c’est à

dire la valeur absolue minimale des entiers représentés par fe(x, y) avec
(~c, ~) E 7G2- {(0, 0)~. Par construction, on a bien entendu 0  m.

Et lorsque la situation est simple, comme par exemple dans le cas de la
théorie de Markoff classique, on a seulement :

2.2. Propriétés générales. On a vu dans [7] comment se généralisent les
propriétés utilisées par Cassels [1] dans sa présentation de la théorie de
Markoff. Les relations essentielles sont rappelées dans ce paragraphe, avec
d’abord :

Ces deux relations se relient aisément par le groupe des rotations hyper-
boliques associées à Fo, groupe déterminable avec :
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Par ailleurs, si A est un nombre représenté par Fo :

Et si l’on introduit et m2 tels que :

On trouve aussi les relations :

où l’on pose, ce qui définit E2 puis k2 : i

Une vérification complémentaire montre aussi que l’on a : -.

En posant alors z = mx - K1y, on peut considérer la forme quadratique :

Elle vérifie :

Avec la relation (al), on a alors par cette dernière expression :

Dans le cas où l’on peut écrire el = E2 = 1 et A = -((m + u)/m), il reste

ainsi

A partir de la relation (Fl ), on voit que les calculs précédents s’avèrent par-
ticulièrement intéressants lorsque [0, an, ... , est une réduite
du nombre rationnel Ki /m = [0, an , ... , ao] .
On peut alors convenir d’écrire la suite ,S’* sous la forme décomposée

suivante, où Xi et X2 suites d’entiers positifs et b E 
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Et si l’on note alors :

On peut exprimer MS* en fonction de ces deux matrices. On retrouve ainsi
des relations comparables à (al) (a2) (a3) (a4).

Mais on trouve aussi :

Cette dernière égalité diffère de (a5 ) même si elle lui ressemble beaucoup.
De façon générale, si l’on veut indiquer que l’on a :

On note, avec ai = b :

Une telle expression donne les développements en fraction continue sui-
vants, découlant des expressions M xi et MX2 :

La suite S’* même donne quant à elle :

Avec le fait que l’écart d’antiréciprocité r permette d’écrire :

En particulier, on dit que la suite S est antiréciproque, si et seulement si
r = 0, c’est à dire K2.

Cette propriété s’interprète bien pour :

En convenant de noter :
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On trouve alors sans difficulté :

De sorte que l’antiréciprocité de ,S’ (ou de ,S’*, ce qui est équivalent) est
équivalente à la réciprocité de S‘* (ou de S’, ce qui est équivalent).

Ceci conduit à introduire l’écart de réciprocité p de la suite ,5’ avec :

On voit que p = 0 si et seulement si S est réciproque.
L’expression donnée pour p peut aussi être écrite en convenant de noter :

On a en effet : (Ê)* = (~*).
Les écarts de réciprocité des deux suites X1 et XZ sont importants pour

la suite, et sont directement reliés aux deux nombres suivants :

Avec ceux-ci, en combinant les relations (a5) et (Cl), on trouve :

De sorte que dans le cas où el = E2 = 1, A = -((m + u) /m), a = b, il reste

seulement :

Dans le cas de la théorie de Markoff classique (cf [1]-[5]), on a en réalité
u = 0, et comme alors pgcd(ml,m2) = 1 (cf [1] p. 28), il vient aussi

Tl = T2 = 0. Ces égalités permettent le raisonnement original fait par A.
A. Markoff dans la seconde partie de ~5).

Dans des cas plus généraux, on a montré dans [7] que l’on peut bien
avoir u # 0. De sorte que le raisonnement original de Markoff n’est pas
transposable directement. Mais on va voir maintenant que, malgré tout,
beaucoup se conserve.

2.3. Les résultats. On considère ici l’équation diophantienne suivante, à
la base de la théorie de Markoff nouvelle que l’on va présenter :

La résolution complète de cette équation a été traitée dans [3] et [8]. Il en
résulte l’existence d’une solution fondamentale unique (1,1,1) à partir de
laquelle tous les triplets de solutions (m, ml, m2) peuvent être construits
par le procédé donné dans [8].

Ceci permet la production d’un arbre de formes de Markoff Fo.
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On considère maintenant les formes quadratiques indéfinies plus généra-
les :

Leur minimum arithmétique est :

Leur discriminant vaut :

Sur celles-ci on fait agir le groupe SL(2, 7~), en disant que f (x, y) et f’(x, y)
sont équivalentes si et seulement s’il existe des entiers a, b, c, d dans Z tels
que :

On peut alors énoncer (comparer à [1] p. 39) :

Théorème 1. a) Pour toutes les formes f (x, y) équivalentes à un mul-
tiple des formes de Markoff Fo, on a :

b) Il existe un nombre non dénombrable de formes, non deux à deux
équivalentes à un multiple l’une de l’autre, telles que :

Ce résultat concerne en fait la constante de Markoff de f dans des cas
où elle est supérieure à (1/4) :

Considérons aussi les constantes d’approximation des nombres réels irra-
tionnels 9 :

L’action du groupe SL(2, Z) se traduit en disant que 0 et 9’ sont équivalents
si et seulement s’il existe des entiers a, b, c, d, dans Z tels que :

On a alors (comparer à [1], p. 41) :
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Théorème 2.

a) Si 0 est équivalent à une racine de l’équation. Fo (x, 1) = 0 où Fo
associée au triplet (m, ml, m2) de solutions de (Mi), alors :

et il existe une infinité de valeurs 0 telles que :  C(B). Pour
m &#x3E; 2 les deux racines de F()(x, 1) = 0 ne sont pas équivalentes entres
elles.

b) Il existe un norrabre non dénombrable d’irrationnels 0 non équivalents
tels que :

Par contre, à la différence de la théorie de Markoff classique, les constan-
tes supérieures à (1/4) ne peuvent être caractérisées au moyen des formes
FB. La situation est en effet beaucoup plus riche qu’au dessus de (1/3). En
particulier les formes Fo n’atteignent plus positivement et négativement
leur minimum arithmétique :

Théorème 3.

a) Pour toute forme Fo construite à partir d’un triplet de solutions
(m, ml, m2) de l’équation (Mi) on a :

L’équation diophantienne 1 ((x, y) E Z2 ) admet une
infinité de solutions.

b) Par contre l’équation diophantienne -1 ((x, y) E 7G2~
n’admet aucune solution.

Il en résulte en particulier que le théorème d’isolation de Remak et Rogers
([1] p. 25) ne s’applique plus, empêchant une généralisation directe des
méthodes de [1].

3. LA THÉORIE DE MARKOFF NOUVELLE

3.1. L’arbre complet des solutions de l’équation (Mi). A partir de
la solution fondamentale (1,1,1), tous les triplets de solutions de l’équation
diophantienne (Ml ) sont donnés en utilisant les trois transformations :
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On trouve ainsi l’arbre complet des triplets de solutions de l’équation

figure 1

Au niveau 0 de la solution fondamentale, cet arbre possède trois branches
étiquetées par les lettres X, Y ou Z.

Ensuite, il n’y a aux autres niveaux que deux branches liées au fait que
l’on a :

Le niveau d’un triplet est ainsi égal au nombre de lettres X , Y, ou Z
composant le mot décrivant le chemin reliant ce triplet à la solution fonda-
mentale.

Ce mot en X, Y, ou Z désignant le chemin, détermine également la
transformation composée de X , Y, et Z envoyant la solution fondamentale
sur le triplet extrémité du chemin considéré.

Par exemple, sur la figure 1 :

Cette transformation permet à son tour d’associer à chaque triplet différents
nombres k2, k21 vérifiant les relations (ai ) (a3) et (a5) vues avant,
avec de plus les conditions suivantes, cohérentes avec l’équation dont on
traite :

Il est en effet très facile dans ces conditions d’établir que l’on a:
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Lemme 1. Les relations données par la transf ormation Y peuvent être
écrites sous la f orme suivante, telle que : cr = .c1 = c2 =1:

On a de plus avec ces expressions : .’

Lemme 2. Les relations données par la transformation Z peuvent être
écrites sous la forme suivante, telle que Ez =:Ez =El=:E2=1 :

On de plus avec ces 
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Lemme 3. Les relations données par la transf ormation X peuvent être
écrites sous la f orme suivante, telle que sf = s?f = s~ = S2 = 1 :

On a de plus avec ces expressions :

Les expressions que l’on vient de donner sont par certains aspects
insatisfaisantes  0 ou kf  0), mais elles suffisent pour la suite.
Leur lacune résulte de la méthode les démontrant, qui consiste seulement
à comparer des équations de Bezout issues de (al ), (a3 ) et (~5), avant et
après transformation par X, Y ou Z.

Par exemple, en considérant (ar) :

On peut l’écrire sous la forme :

En comparant à (a3 ), on est conduit à poser, avec À E Z :

En se limitant à À = 1 de façon à avoir 0  K2  m, on trouve certaines
des expressions du lemme 1. Les autres égalités s’établissent de même.

Il suffit alors, pour les triplets du niveau 1 de considérer la table 1

suivante.

On en déduit par récurrence des valeurs possibles pour tous les paramètres
ki , k2, kl2, Il, 12, Ki = .K2, I, à chaque niveau de l’arbre.
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table 1 : Paramètres au niveau de l’arbre

3.2. Les suites associées et leur classement. Les valeurs Ki = K2
étant identifiées par ce qui précède, il est facile d’en déduire les suites S

possibles, grâce aux développements en fraction continue de m/Ki = [S*]
et m/(m - K2) = 

Ceci permet, niveau par niveau, et en fonction du chemin considéré de
donner la suite S correspondante.
On donne ci-après, dans la table 2, les suites S* obtenues au niveau 2 :

table 2 : Suite S* du niveau 2

On observe alors aisément que, dans la colonne des suites s*, certaines
suites se reproduisent à différents niveaux.

Par exemple la suite S* = (2) apparaît au niveau 1, associée au triplet
(2,1,1). La table 2 montre qu’elle apparaît au niveau 2 associée aux triplets
(2, 7,1) et (2, l, 7). Au niveau 3, elle est associée à (2, 7, 55) et (2,55,7), au
niveau 4 à (2, 433, 55) et (2, 55, 433), etc...

Ceci permet de grouper les triplets de l’arbre de la figure 1 en classes
d’équivalence : deux triplets sont dans la même classe si et seulement si les
suites associées S‘* sont identiques.

Ceci implique en particulier que les valeurs m, Kl, et K2 sont les mêmes
pour tous les triplets d’une même classe. Pour tous ces triplets, les valeurs
ml et m2 varient, mais restent liées par :
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Cette relation peut également être écrite sous la forme :

Elle conduit à considérer le groupe des rotations hyperboliques associé à la
forme 00, groupe composé de matrices qui s’écrivent :

Avec ce groupe on a de façon évidente :

Propriété 1. Deux triplets (m, ml, m2) et (m’, m1, m2) sont dans la même
classe d’équivalence si et seulement si on a les deux conditions suivantes :

Dans ce cas les formes de associées sont identiques.

Mais au delà de cette propriété, il est facile de voir que toute classe

d’équivalence possède deux triplets sur chaque niveau de l’arbre strictement
plus grand qu’un niveau minimum où l’on ne trouve qu’un seul triplet. On
dit que cet unique triplet, que l’on peut prendre comme représentatif de
la classe d’équivalence considérée, est un triplet de Cassels. Aux niveaux
inférieurs à ce niveau minimum, la classe d’équivalence ne possède aucun
représentant.

Il est alors facile d’établir la caractérisation suivante des triplets de Cas-
sels :

Propriété 2. Pour tout triplet de solutions de l’équation (Mi) de niveau
non nul, on a équivalence des propriétés suivantes :

( 1 ): (m, ml, m2 ) est un triplet de Cassels
(2): le triplet (m, ml, m2) est donné par une transformation X à partir

d’un triplet de niveau inférieur.
(3): m = max(m, ml, m2).

Ainsi, un décompte précis par niveau des triplets de Cassels peut être
fait : 

..
a au niveau 0 :
On ne trouve que le triplet (1,1,1) qui est de Cassels.
a au niveau 1 :

On trouve deux triplets ( 1, 3,1 ) et ( 1,1, 3) qui sont dans la classe de ( 1, l,1 ),
ainsi que le triplet de Cassels (2, 1, 1)
a au niveau 2 :
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On trouve deux triplets ( 1, 3,11 ) et ( 1,11, 3) dans la classe de ( 1,1,1 ) . On
trouve deux triplets (2, 7,1) et (2,1, 7) dans la classe de (2,1,1). On trouve
enfin deux triplets de Cassels ( 10, 3,1 ) et ( 10,1, 3) .

Ainsi de suite par récurrence.
e au niveau n :

On trouve un total de 3 x 2n-1 triplets dont :
2 se déduisent du triplet de Cassels de niveau 0
2 se déduisent du triplet de Cassels de niveau 1
2 x 2 se déduisent des 2 triplets de Cassels de niveau 2
etc...

2 x 2’~-2 se déduisent de 2n-2 triplets de Cassels de niveau n - 1.
Il reste donc au niveau n le nombre de triplets de Cassels suivant :

Ces triplets peuvent d’ailleurs être groupés par paires en utilisant la trans-
formation :

Elle conserve le niveau.
De la sorte, au delà du niveau 2, on identifie dans chaque paire un unique

triplet vérifiant m &#x3E; ml &#x3E; m2.

On dit qu’il s’agit d’un triplet de Cohn, sachant qu’aux niveaux 0 et 1,
les triplets ( 1,1,1 ) et (2,1,1 ) sont également considérés comme triplets de
Cohn.

Le raisonnement que l’on vient de faire donne :

Propriété 3. A chaque niveau n &#x3E; 2 de l’arbre des solutions de l’équation
(Mi) on trouve 2n-1 triplets de Cassels et 2n-2 triplets de Cohn.
Aux niveaux 0 et 1, on ne trouve respectivement qu’un triplet de Cassels

et qu’un triplet de Cohn.

Par ailleurs, comme on avait caractérisé les triplets de Cassels, on peut
caractériser ceux de Cohn de façon évidente :

Propriété 4. Pour tout triplet de solution de l’équation (M1 ) de niveau
supérieur ou égal à 2, on a équivalence des propriétés suivantes :

(1) : (m, ml, m2) est un triplet de Cohn
(2) : le triplet (m, ml, m2) est donné par une transformation XY à partir

d’un triplet de nzveau inférieur.
(3) : m &#x3E; m1 &#x3E; m2

En fait, de façon générale, si un triplet de Cohn (777,777i, m2) correspond à
la suite ,S’*, il est également de Cassels. Il définit par ailleurs un autre triplet
de Cassels (m, m2, m1) = P(m, ml, m2). Ce dernier correspond quant à lui
à la suite S, et est donné par une transformation XZ à partir d’un triplet
de niveau inférieur.
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Aux niveaux 0 ou 1, on a ,S’ = ,S’*, mais cette situation ne se reproduit
pas aux niveaux supérieurs.

3.3. L’arbre des triplets de Cohn. On va maintenant voir qu’il est
possible de définir un nouvel arbre avec les triplets de Cohn.

Pour cela on considère d’abord la figure suivante :
Il 1 1 

figure 2

A partir de tout triplet de Cohn (m, ml, m2) de niveau n, ceci définit,
au niveau n + 1 un triplet qui est de Cohn par la propriété 4. Il est appelé
le transformé à gauche de (777,7771,7772).
On le note aussi 
Par construction on voit que l’on a : m2 = mi
On peut d’autre part considérer deux figures. La plus simple est :

figure 3a

Une variante plus générale est la figure 3 donnée après.
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figure 3

Dans cette dernière figure, on ne voit apparaître sur la première colonne
que des transformations X ou Y qui alternent, jusqu’au niveau n - t où
apparaît une transformation Z. On redescend sur la seconde colonne avec
des transformations X ou Y encore alternant, et ceci jusqu’au niveau n ~- l.
Cette figure n’est considérée que si t &#x3E; 2.

Pour t = 2, on retrouve la figure (3a), mais celle ci présente la par-
ticularité que (m, ml , m2 ) est alors un transformé à gauche. Ceci se voit
facilement en comparant à la figure 2, du fait de la position de la transfor-
mation Z.
Au contraire, pour t &#x3E; 2, le triplet (m, ml , m2 ) n’est pas un transformé

à gauche, et ceci pour les mêmes raisons.
Au moyen de ces deux figures, tout triplet de Cohn (m, rrz2 ) de niveau

n &#x3E; 3, permet grâce à la propriété 4, la définition d’un autre triplet de Cohn
( v, vl , m2 ) de niveau n + 1.

Il est appelé le transformé à droite de (m, ml, m2).
On le note aussi 
Par construction même, on voit que l’on a : m2.
En complétant les figures précédentes par la suivante :
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figure 4

On voit que les triplets de Cohn s’organisent en un arbre possédant deux
branches à chaque niveau supérieur ou égal à 2. La propriété 3 garantit
que cet arbre contient à chaque niveau tous les triplets de Cohn du même
niveau, situés dans l’arbre complet défini avant.
On dit que l’arbre que l’on vient de construire est l’arbre des triplets de

Cohn.
En fait, on peut systématiser la construction précédente en raisonnant

sur les mots en X, Y ou Z décrivant tout chemin d’origine ( 1,1,1 ) dans
l’arbre complet.
On utilise la propriété : X 2 = y2 = Z2 = identité.
De sorte que ces mots sont des mots réduits : chaque lettre ne peut

être encadrée que de deux lettres différentes (une seule pour les lettres
extrêmes) . Ces mots commencent pour les triplets de Cohn par un préfixe
X Y du fait de la propriété 4.

Sur les 2n-2 mots de longueur n, on peut appliquer alors les deux trans-
formations suivantes :

A gauche :
En écrivant le mot considéré sous la forme XM, on fabrique M’ avec M

en permutant Y et Z. Puis on définit X YM’ comme étant le transformé à
gauche de X M. Il est évident que X YM’ est de longueur n + 1 et commence
par le préfixe X YZ. Il est aussi facile de voir que la transformation XM -
XYM’ est injective. Elle donne donc 2n-2 mots de longueur n + 1.

A droite :
En écrivant le mot considéré sous la forme NM, où N ne contient que

des lettres X et Y, et où M commence par Z ou est éventuellement vide,
on fabrique N’ avec N en permutant X et Y. Puis on définit X N’M
comme étant le transformé à droite de NM. Il est évident que X N’M est
de longueur n + 1 et commence par le préfixe X YX . Il est aussi facile de
voir que la transformation NM -~ X N’M est injective. Elle donne donc
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également 2n-2 mots de longueur n + 1, mais différents de ceux trouvés à
gauche à cause des préfixes X YX et X YZ différents.
Au total, en combinant les deux transformations précédentes, on obtient

2’-l mots de longueur n + 1. Il est facile de voir que ces transformations
recouvrent bien les figures 2 et 3. Avec la propriété 3, on est donc certain
d’organiser tous les triplets de Cohn en un arbre grâce à ces constructions.

Par un procédé comparable, mais prenant également en compte les mots
commençant par XZ, on pourrait construire un arbre des triplets de Cas-
sels. On n’insiste pas sur ce point car l’utilisation de la transformation P
suffit à ce qu’on veut faire dans la suite.
On remarquera que la même construction que ci-dessus est possible pour

la théorie de Markoff classique. Mais elle ne donne pas l’arbre utilisé dans
1
3.4. Structure des suites associées. En se limitant ici aux suites S*
données par l’arbre des triplets de Cohn, sachant que par réciprocité cette
propriété se généralise aux suites S* données par l’arbre des triplets de
Cassels, on peut énoncer :

Propriété 5. Toute suite S* associée à un triplet de Cohn (m, ml, m2) de
niveau n &#x3E; 2 se décompose sous la forme :

où Xl et X2 sont des suites finies, éventuellement vides, contenant des
entiers égaux à 1, 2 ou 3.

La démonstration se fait par récurrence sur le niveau.

e La table 2 fournit le résultat au niveau 2 avec le triplet ( 10, 3,1 ) qui
donne :

On voit facilement que l’on peut prendre Xl = ( 1, 2) et X2 = 0
e Si l’on suppose le résultat vrai au niveau n, il faut pouvoir passer au
niveau n + 1. Pour cela il suffit d’utiliser les figures 2, 3a et 3, en
traduisant sur les suites ce que donnent les lemmes 1, 2 et 3.

Pour le faire commodément, on convient de pouvoir noter ai dans une suite
S* l’existence à la même place, dans le produit des matrices correspondant
égal à du terme :

Ceci signifie que la suite (u - a + v) peut être remplacée par (u, cx2, v) .
Plus généralement, lorsque l’on a :
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On pose :

Avec cette convention : Mri = M£1 .
On trouve alors la traduction évidente du lemme 1 :

Lemme 4. Pour S* = (~1,3,~2); ~ transformations Y donne :

Le lemme 2 donne quant à lui :

Lemme 5. Pour S* = (Xi,3,X2); ~ transformations Z donne :

Ces deux derniers résultats montrent que S* se transforme en S par Y
et Z. Mais ils contiennent plus d’information en traduisant comment se
transforment les valeurs k1, kl2, k2 et k2l. De même, le lemme 3 donne :

Lemme 6. Pour S* = (X l, 3, ~ ~, la transformation X donne : .’

Où pour :

On convient de noter :

Il suffit alors de combiner ces trois derniers lemmes, et surtout de simplifier
les expressions lorsqu’un terme de forme ai apparaît dans la suite. La

structure au niveau + 1 en résulte, d’où par récurrence la propriété 5.

8 A gauche particulièrement la figure 2 conduit à considérer la chaîne
suivante :
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figure 5

Cette dernière expression se simplifie sous la forme :

Où de façon évidente :

Par contre, le calcul de XG est un peu plus délicat. Il s’appuie sur l’obser-
vation démontrable par récurrence que l’on peut écrire à chaque niveau :

où T suite réciproque, éventuellement vide.
(On doit poser par convention (3, (0)*) = (2,1) et aussi (0,3) = (1, 2).)
Ceci donne :

Les expressions trouvées pour XG et X2 permettent de faire fonctionner à
gauche le raisonnement par récurrence.

e A droite, la situation est un peu plus délicate car le passage de

(m,mi,m2) à (mD,mp,mf) se fait au travers d’un nombre impair
de transformations X ou Y.



341

L’application des lemmes 4 et 6 à S~ = (~1,3,~2) donne à l’arrivée une
expression : 

-~ 1_- .

où XD est de forme (32, X2, 3’) ou (3i (X2*)’, 3i)
En fait, le paradoxe se résoud en constatant que les décompositions

données par les lemmes ne sont pas uniques. On a par exemple :

Lemme 7. Pour toute décomposition : .’

On a également, pour tout À E Z

Pour simplifier l’étude de ce cas on note que la figure 3 impose que le
passage de deux niveaux à droite se fait par la transformation X Y.

. Passage à droite de deux niveaux en deux niveaux:
Pour les triplets correspondant, ce passage donne :

(4m2 (4r12m2 - ml) - m - l, 4m2m - m2)
(On peut comparer au théorème de [7] et comprendre maintenant son
caractère insatisfaisant.)
De sorte que l’on doit aussi considérer la chaîne suivante :

figure 6

Cette expression se simplifie sous la forme :

Avec de façon évidente :



342

Et la mise en évidence de la suite réciproque :

Cette remarque permet un raisonnement par récurrence dans l’arbre pourvu
qu’au premier niveau à droite après un passage à gauche le résultat soit
également établi.

· Premier passage à droite après un passage à gauche :
En combinant les figures 2 et 3a et les résultats déjà disponibles, on

construit la figure 7 suivante.

figure 7

Les expressions se simplifient sous la forme :

La connaissance de (SG)* permet ainsi de reconstruire Xl et X2, et donc
la suite (SDG ) * du transformé à droite du triplet associé à ( SG ) * . Ceci

permet de faire fonctionner au premier niveau à droite le raisonnement par
récurrence. 

~_~

On remarque qu’avec : X DG = Xi et X DG = ( (Xl ), 3, TDG )
On trouve : TDG = (X2, 3, (Xi )) = (X2’, 3, T, 3, X2)
Ceci met encore en évidence la suite réciproque identifiée avant au milieu

des suites étudiées. De sorte que les développements qui précèdent ont aussi
permis d’établir par récurrence :
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Propriété 6. Toute suite S* associée à un triplet de Cohn (m, ml, m2) de
niveau n &#x3E; 2 se décompose sous la forme :

où les suites d’entiers Xi et X2 sont telles que l’on puisse écrire :

avec T suite réciproque.

Ce résultat explique d’ailleurs comment se structure l’antiréciprocité de
la suite ,S’* et pourquoi les triplets de Cohn vérifient m &#x3E; ml &#x3E; m2.

Il suppose encore que les conventions vues avant (avec a = 3) pour le cas
des suites vides soient prises en compte :

On donne dans la table 3 la structure des suites ~S’* associées aux triplets
de Cohn pour les niveaux 2 à 5 de l’arbre.

Sur cette table, on vérifie sans peine que les expressions données avant à
droite et à gauche conviennent. On s’assure aussi facilement par récurrence
que ces expressions font que les termes de suite S* restent inférieurs ou
égaux à 3.

La table 3 permet aussi de faire l’observation que seule les suites S’* qui
correspondent à des chemins s’écrivant ou (Xy)tx, avec t E I~’’‘ ,
ne possédent qu’une valeur égale à 3, qui est d’ailleurs ao = 3. Toutes les
autres en possèdent plusieurs.

Dans le cas considéré, on a toujours: X2 = 0. Et il est facile de s’assurer
que la transformation X Y agit sur X 1 comme suit :

De sorte que l’on a toujours :

Mais aussi : Ti = 1~1 + 1~12 - ml = 1
Avec mi et I~1 racines de l’équation diophantienne :

Et facilement :
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table 3 : Suites S* associées aux triplets de Cohn

3.5. Propriété des formes de Markoff associées. Les expressions
obtenues pour les suites ,S’* donnent alors directement, pour les formes
de Markoff associées :
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Lemme 8.

En effet, les relations (Fi), (F2) et (F3) ont été établies avant. Avec la
forme ~B, on a :

Ceci permet de faire le lien avec [1] dont certain résultats se transposent :

Corollaire 1. Soit f (x, y) = x2 + + yy2 une forme quadratique où {3
et -y réels, telle que :

On a aussi :

Lemme 9.

Il n’y a en effet aucune difficulté à voir que cette relation est vraie. Elle
s’écrit aussi :

Corollaire 2. Les racines 93(S) et 03 (S) de Fo (x, 1) = 0 ne sont pas
équivalentes si m &#x3E; 2.



346

En effet, par la relation (Fa), on obtient en spécialisant avec a = 3 :

Mais ici le nombre X n’est pas en général dans Z, mais dans Q. Il apparait
donc dans cette relation un facteur rationnel non entier qui empêche de
conclure à l’équivalence de 93(S) et 03(S), au contraire de ce qui se passait
dans la théorie de Markoff classique. Ceci se vérifie bien avec les suites
données dans la table 3.

Le corollaire peut être établi directement en appliquant un théorème de
Serret ([6], III, p. 4) sur les développements en fractions continues de 83(S)
et 03 (S) qui s’écrivent avec les suites S et S*.

Le résultat essentiel transposé de [1] est alors le suivant :

Lemme 10. Pour tous les entiers (x, y) 54 (0, 0) on a :

ou : .’

Supposons d’abord que v soit la plus grande valeur négative F()(x, y)
obtenue pour tous les entiers (x, y) E Z2 - {(0,0)}.
Comme a des coefficients entiers, on peut trouver des entiers xo, yo

tels que :

où par construction u entier strictement inférieur à m.
Avec la même méthode que dans le paragraphe 2.2, ceci conduit à

considérer une équation diophantienne où ml - yo et m2 - -zo entiers
nécessairement positifs :

On voit facilement avec un calcul analogue à celui de [3] que cette équation
n’a pas de solution pour u positif ou nul. La seule possibilité pour que l’on
puisse trouver xo et yo est donc que l’on ait u  -1. D’où avec le second
énoncé du lemme 10.
On peut démontrer le premier énoncé de ce lemme de la même façon.

On va plutôt utiliser ici la méthode de Cassels [1].
Supposons que p soit la plus petite valeur positive FB (x, y) obtenue pour

tous les entiers (x, y) E 7G~ - {(0, 0)}.
Comme a des coefficients entiers, on peut trouver des entiers xo, yo

tels que :

Une condition nécessaire suffisante pour que des entiers (z, y) se déduisent
d’entiers (x, y) avec :
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est que l’on ait :

On choisit une solution de (F~), s’il y en a plus d’une, de sorte que :

e Supposons d’abord, si cela est possible que l’on ait :

"’
On pose y, = 4myo + zo et z, = -yo de sorte que l’on a, avec

K2 m 1 (mod m) :

Alors :

D’où:

La seconde inégalité résulte de la première condition de (Hi). Et la
seconde condition impose alors :

Mais on aurait :

d’où une contradiction.

e De même, si l’on suppose que l’on a :

On pose : -zo et zi = yo + 4mzo. De sorte que l’on a aussi :

En effet, on utilise encore :

Alors :

Puisque mFo est à coefficients entiers, on obtient ainsi :

Enfin la condition :
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donne :

Il reste donc :

C’est à dire avec Yo "1 0 :

Compte tenu de l’expression de yl, il vient :

D’où encore une contradiction.

e Le cas suivant :

donne zo = -yo et une contradiction car :

. On doit donc avoir :

Mais en posant :
Ainsi :

- Le cas où il y a égalité impose yo = 0 ou zo = 0. Dans ces deux cas, on
voit facilement que fi &#x3E; 1 :

Si yo = 0, alors m2jj = 0) = zô &#x3E; m2 car m divise zo.
Si zo = 0, alors m2jj = ~e (o, yo ) = yo &#x3E; m2 car m divise yo.

- Dans les autres cas, on a par définition de M :

C’est à dire avec la première partie démontrée du lemme 10 :

Ceci donne :

D’où :

Soit
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On trouve une contradiction avec le lemme 8 qui montre que ces autres
cas ne sont pas possibles. Ainsi reste-t-il nécessairement avec ce même

lemme,y =1. La seconde partie du lemme 10 s’en déduit.
Une conséquence immédiate du dernier résultat obtenu est bien entendu

que l’on a, du fait du lemme 8 :

Propriété 7.

a) .Le minimum arithmétique de ta forme Fo vaut m(Fo) = 1. Sa con-
stante de a pour expression :

b) La constante d’approximation de tout nombre 03 (S), où S* suite

construite comme avant avec l’équation (M1 ), vaut :

Une autre conséquence évidente est l’impossibilité d’utiliser le théorème
d’isolation de Remak et Rogers (cf [1] p. 25) pour caractériser les formes
Fo que l’on vient de construire par un résultat analogue au théorème II ([1]
p. 39). En effet, l’équation diophantienne F’B(x, y) _ -1 n’admet aucune
solution d’après ce qui précède, ce qui introduit une asymétrie dans la façon
dont le minimum arithmétique est atteint par la forme de Markoff Fo. Ceci
empêche de transposer l’approche de Cassels [1].

3.6. Application à la démonstration des théorèmes 1 et 2. On note
que la partie (a) de la propriété 7 correspond à la partie (a) du théorème
1. Sa partie (b) découle du fait que l’arbre de Cohn donne à la limite
sur chacune de ses branches une forme quadratique dont la constante vaut
(1/4). Les démonstrations détaillées se font comme dans [1].
De même, la partie (b) de la propriété 7 correspond à l’énoncé principal

de la partie (a) du théorème 2.
L’existence d’une infinité de valeurs q telle que qllq911  0 s’établit en

écrivant :

On fait d’abord en sorte que ~(p?~) = 2013(?7t + 1)/m, ce qui est possible
d’une infinité de façons, avec aussi proche de 0 que souhaité, et q &#x3E; 0.
En utilisant :

On obtient : q(p - 9q) ~ -C(Fo). Cette condition s’écrit aussi :



350

On fait ensuite en sorte que = 1, ce qui est aussi possible d’une
infinité de façons avec p - 6q aussi proche de 0 que souhaité, et q &#x3E; 0.
Alors :

Ceci s’écrit cette fois :

Le fait que les deux racines de Fe (x,1 ) = 0 ne soient pas équivalentes entre
elles n’est autre que le corollaire du lemme 9. Ceci établit complètement la
partie (a) du théorème 2.

Sa partie (b) provient du fait que par le théorème 1 on trouve un nombre
non dénombrable de nombres 0 issus de l’arbre construit, avec C(8) &#x3E; (1/4).
Mais comme ceux qui sont tels que C(O) &#x3E; (1/4) peuvent être dénombrés
sur ce même arbre, l’énoncé en résulte pour ceux tels que C(O) = (1/4).

4. REMARQUES FINALES

Les développements qui précèdent ont montré comment adapter l’appro-
che de Cassels [1] de la théorie de Markoff. Ils en illustrent la force et les

faiblesses, mais montrent aussi comment traiter des cas plus généraux.

4.1. Possibilités de généralisation. L’auteur du présent article a donné
dans [8] des résultats généraux pour les équations suivantes où r = 0,
notées ici :

Il est à partir de là possible de construire d’autres arbres comparables à
celui que l’on vient de présenter pour l’équation (M1 ), qui n’est autre que
l’équation M+ (3,1 ) . Pour les suites associées S‘* = (Xi, a, X;) on a encore1

la propriété d’antiréciprocité, et la possibilité d’écrire :

On obtient aussi des règles analogues à celles vues avant, et dont on vérifie
facilement qu’elles conviennent aussi pour la théorie de Markoff classique,
obtenue avec a = 2 et u = 0 :

Ce qui est déterminant est alors ce qui se passe en haut de ces arbres,
et là, la situation peut être diverse. Dans certains cas, comme celui des

équations 3) ou Mt(3, 6) , il n’est même pas possible de calculer les
suites S’* par la méthode présentée avant.

Néanmoins, les méthodes développées permettent de produire de nom-
breuses structures arborescentes derrière les constantes d’approximations
des nombres irrationnels ou les constantes de Markoff des formes.
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table 4 : Règles de construction des suites S*

4.2. Richesse du spectre des constantes. Les constantes issues de la
théorie faite avant avec (Ml) peuvent être explicitées aux plus bas niveaux :

table 5 : Constantes de Markoff des formes Fe
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On vérifie facilement que la situation est différente de celle de la théorie
de Markoff classique, en observant qu’entre les valeurs indiquées dans cette
table existent d’autres constantes.

Entre les deux premières, on trouve par exemple 1/VÏ3 qui correspond
à 71 = [3]. Beaucoup d’autres constantes peuvent être exhibées entre ces
deux valeurs, avec la remarque particulière qu’il n’en existe aucune dans
l’intervalle ] 1 /ùÔ, 1 /ùi[.

Par contre, entre (1/vl-5) et (1/B/Ï3) il y en a un nombre non dénombra-
ble correspondant aux irrationnels de degré 2 dont la période du développe-
ment en fraction continue ne contient que des 3 et des 2. 

__

Entre (1/B/15) et (10/ 1596), on trouve par exemple 3/ 136 qui cor-
respond à q2 = [3,3,1,1,1,1]. On trouve de nombreuses autres constantes
correspondant aux nombres irrationnels -y = (3, 3, (1)n] comprenant une
suite de n valeurs consécutives égales à 1 dans leur développement, avec
n &#x3E; 3.

Entre (10/B/1596) et (25/v9996), on trouve aussi 13/V2700 qui corre-
spond à q3 = [3,2,1,1,1,1].

Ainsi de suite, les constantes que l’on a mises en avant ne sont pas
séparées par des intervalles vides de constantes, comme dans la théorie de
Markoff classique.
On peut d’ailleurs remarquer que la théorie classique a fourni des

constantes proches de (1/3), issues d’égalités que l’on peut écrire sous la
forme :

Une telle égalité donne aussi :

Ceci permet de trouver d’autres constantes au voisinage de (1/4), situées
dans des intervalles séparant des constantes de notre nouvelle théorie, et ceci
aussi près que voulu de (1/4). Cette demière valeur est donc approchable
par des constantes données par deux arbres distincts, l’un correspondant
à notre théorie construite avec l’équation (Ml ), l’autre se déduisant de la
théorie de Markoff classique.

4.3. Surface d’équation (Ml). Les méthodes de [10] permettent de con-
struire une représentation birationnelle du plan (À, p) e sur la surface

algébrique réelle d’équation (Ml). Cette transformation birationnelle à
coefficients rationnels donne tous les points rationnels de cette surface avec
(À, Il) e QI -
La surface possède trois nappes :

(N) correspondant à un quart de plan À &#x3E; 0 et p &#x3E; 0.

(N’) correspondant à un quart de plan À &#x3E; 0 et p  0.

(N-) correspondant à un demi plan À  0.
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On peut par ailleurs déterminer complètement tous ses points entiers par
la méthode développée dans ~8~. Celle ci donne en effet tous les points de
la nappe (N).

Avec la transformation :

On trouve tous les points de la nappe (N’).
Enfin la même méthode permet de vérifier que la nappe (N- ) ne possède

que les deux points entiers (O, 0, 0) et ( -1, 0, 0) .
Hors ces deux derniers points entiers, on notera que la condition (u) vue

avant ,garantit que l’on a, pour tout point entier (m, m1, m2 ) de la surface
considérée, la condition :

= 1.

La situation est comparable à ce que l’on a dans la théorie de Markoff
classique, mais résulte ici du fait que l’on a u = 1. Dans les cas les plus
généraux d’autres équations que (Ml ), on n’a plus nécessairement de telles
égalités pour ces plus grands communs diviseurs.

Avec la surface (Ml ), on dispose ainsi d’une surface cubique réelle dont
tous les points entiers, et respectivement rationnels, sont identifiés. La
situation peut être comparée à ce qui est connu sur les variétés de
Brauer-Severi de dimension 2 sur R (voir par exemple [2]).
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