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Extensions cycliques de degré ¢
de corps de nombres /-réguliers.

par FLORENCE SORIANO

ABSTRACT. — We determine all cyclic extensions L of prime degree ¢ over
a f-regular number field K containing the ¢-roots of unity which are also I-
regular. We classify these extensions according to the ramification index of
the wild place £ in L/K and to the ¢-valuation of the relative class number
hr/k (which is the quotient Ay /hx of the ordinary class numbers of L and
K).

We study the case where the £ is odd prime, since the even case was
studien by R. BERGER. Our genus theory methods rely essentially on G.
GRraAs and J.-F JAULENT’s results.

1. Introduction

Soit £ un nombre premier impair et soit K un corps de nombres contenant
une racine primitive £**™¢ de 'unité (. D’aprés G. GRAS et J.-F JAULENT
(cf. [GJ]) nous avons :

1.1 DEFINITION. Le corps de nombres K est dit {-régulier lorsque la £-
partie Ro(K) du noyau des symboles réguliers dans Ko(K) est nulle.

En fait, comme nous avons supposé ici que K contient les racines £:¢™es
de I'unité, la notion de ¢-régularité se trouve coincider avec celle de la ¢-
rationnalité introduite par T. NGUYEN QUANG Do et H. MOVAHHEDI (cf.
[JN]). Plus précisément, d’aprés [GJ], nous avons :

1.2 THEOREME. Soit K un corps de nombres contenant (, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) Le groupe de Gal(M/K) de la {-extension abélienne - ramifiée oo-
décomposée mazimale de K est un Zg-module libre de rang cx + 1, ot ck
désigne le nombre de places complezes de K.

(12) Le corps K vérifie la conjecture de Leopoldt (pour le nombre premier
2), et le sous-module de torsion T de Gal(M/K) est nul.

Manuscrit regu le 15 Février 1994, version définitive le 20 Décembre 1994.
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(7i7) Le corps K posséde une unique place L au dessus de £, et son £-
groupe des £-classes Cl'i; d’idéauz est nul.

(v) Le corps de nombres K est £-régulier.

Les corps £-réguliers contenant les racines £4™¢° de 'unité forment une
classe de corps particulierement intéressants du point de vue de ’arithmé-
tique puisqu’ils vérifient simultanément les conjectures de Leopoldt et de
Gross pour des raisons purement algébriques alors méme qu’ils ne sont
nullement abéliens (en général) ni méme galoisiens sur Q.

Nous nous proposons ici de déterminer toutes les extensions L d’un corps
{-régulier K, cycliques et /-régulieéres, puis de les classifier en fonction de
I'indice de ramification de la place sauvage £ de K dans L et de la ¢-
valuation du nombre hy/x de classes relatives. Nous nous plagons ici dans
le cas ou £ est impair, le cas (/=2) ayant été traité par R. BERGER dans
[B]. Notre point de départ est le résultat suivant établi dans [GJ]:

1.3 THEOREME. Soit K un corps de nombres contenant (, et soit L une
{-extension galoisienne de K, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le corps L est £-régulier.

(i) Le corps K est L-régulier, et l’ensemble S des places de K qui se
ramifient modérément dans l’extension L/K est primitif (autrement dit les
logarithmes de Gras £g(p) des places de S forment une Z;-base d’un sous-
module pur du groupe de Galois de la composée Z des Z;-extensions de

Remarque. les places p de la caractérisation (i¢) ci-dessus sont donc néces-
sairement des places ultramétriques étrangeéres a £. Nous les appelons
modérées dans ce qui suit, par opposition avec la place sauvage L.

1.4 DEFINITION. Lorsque l’ensemble des places de K qui se ramifient mo-
dérément dans lextension L/K est primitif, on dit que L/K est primitive-
ment ramifiée.

Le théoréme de Cebotarev montre que tout ensemble primitif de places
de K de cardinal sy < 1+ ckx + 0k, ol Ok est le défaut de la conjecture
de Leopoldt, peut étre complété d’une infinité de fagons en un ensemble
S primitif maximal. Comme Gal(Z/K) est un Z,-module libre de rang
ckx + 1+ 6k, et que tout corps de nombres régulier vérifie la conjecture de
Leopoldt, le cardinal d’un tel S dans ce cas est toujours 1 + ck.

En résumé, on considére donc K un corps de nombres contenant ( et
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¢-régulier, et on retiendra qu’une extension L/K cyclique de degré £ est ¢-
réguliere si et seulement s’il existe un ensemble primitif maximal S tel que

. . ==S . ., . , . Py
L soit incluse dans la ¢-extension M~ {-élémentaire S-modérément ramifiée
oo-décomposée maximale de K.

2. Etude de la structure de gal(MS/K ) puis de Rad(_M_S /K)

2.1 STRUCTURE DU GROUPE DE GALOIS.

Désignons par M5 la {-extension S-modérément ramifiée (co-décomposée)
maximale du corps de nombres K; nous avons évidemment:

Gal(M° /K) ~ Gal(M5 /K)/Gal(MS /K’

D’apres (cf. [JN] Th 2.3), nous avons donc:

Gal(M° /i) = [[ (k3 /ity = [ (& /KX

peS peES

ol K désigne le £-adifié du groupe multiplicatif K du complété en p du
corps de nombres K.

Et la décomposition canonique K =~ ug x (1+p) x Wf ol g, est le groupe
des racines de 1'unité d’ordre (Np — 1) dans K, et mp une uniformisante
de K, nous donne alors l'isomorphisme :

gal(HS/K) ~ H(:ope N ((11:';3))3 x m,2/e2)

pes P
Ky VA 2(14ck)
~ [I( x %) = [T )
pesS Fo peS

puisque le terme médian %)z est trivial pour p { ¢, et que py contient

évidemment les racines £:¢™e* de I'unité dés qu’il en est de méme de K.

2.2 PROPOSITION. Si K est un corps de nombres £-régulier qui contient les
racines £*¥™e3 de l’unité, pour tout ensemble £-primitif mazimal S de places
modérées, le groupe de Galois gal(Ms /K) de la £-extension S-modérément
ramifiée mazimale de K est un Fe-espace vectoriel de dimension 2(1+ ck).
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2.3 STRUCTURE DE Rad('JT/.TS/K ).

Si E's/E’ s’ est le quotient du groupe Eg des S U {L}- unités au sens
ordinaire, par sa puissance £™¢, I'isomorphisme de dualité (cf. [GJ] Cor
4.2.) s’écrit aussi grace au §2.1:

E's/E's' ~ [[cx/Ks") ~ Gal(FT° /K).
peS

Lorsque z est un représentant du groupe quotient E’'g/E’ se, Pextension
K ({/E) est oo-décomposée (puisque K est totalement imaginaire) et non
ramifiée en dehors des places de S et de celles divisant ¢. Le quotient
E's/E Se est donc un sous-groupe du radical de I’extension HS /K. La
théorie de KUMMER établissant une dualité entre les groupes gal(_M—s /K)
et 'Rad(MS /K), de ’égalité des ordres nous obtenons enfin:

Rad(M° /K) ~ E's/E's".

2.4 THEOREME. Soient K un corps de nombres £-régulier contenant une

racine primitive £*°™¢ de l'unité, L sa place sauvage, S un ensemble primitif
. . . 2( +1) _

mazimal de places de K, il existe ezactement (f———=1

—1—— ) extensions non
triviales £-réguliéres de degré £.

Ce sont ezxactement les extensions de la forme K( %) ou o est un
représentant de l'une quelconque des (£3(°<+1) — 1) classes non triviales
de E/ELt.

Plus précisément, si L est la place sauvage de K, si les {nj;5=1,---,
ck + 2} sont les (cx + 2) uniformisantes associées auz places de S U {L}
de K, puis si {uj;j = 1,---,cx — 1} est un systéme de (cx — 1) unités
fondamentales de K, les extensions L cherchées sont les extensions de la
forme :

CK+2 CK—l )

L=K<€CiX(1—{ij)X(I-J; uy)
i= i=

ou les entiers i,k; et l; sont non simultanément multiples de ¢, et tels
qu’aucun (2ck + 2)-uplet (i;kj;1;) ne soit proportionnel ¢ un autre.
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3. Les extensions L/K non modérément ramifiées

Désormais, L/ K est une extension cyclique de degré ¢, non ramifiée en
les places modérées, de corps de nombres ¢-réguliers contenant une racine
primitive £%¢™¢ ¢ de 'unité. Le lemme d’approximation simultanée par les
S-unités (cf [JN], Cor. 4.3), nous donne 'isomorphisme :

KX /KX ~ Ey/EL"

ce qui nous permet de considérer le quotient du groupe des /-unités par le
sous groupe de ses puissances £:4™€* (soit EY./ E}(e) comme un sous-groupe
de K[ /Kze. Il existe ainsi une classe 8 = cl(7) de K} /Kze vérifiant :
L =K( {Z/F) Par suite, notons G le groupe de Galois de I’extension L/ K et
h§ V'ordre du ¢-groupe des classes ambiges de L. L’extension L/K étant £-
réguliere, les classes d’idéaux de L sont engendrées par la classe de la seule
place sauvage, et sont ainsi des classes ambiges. La formule des classes

ambiges:
[ ex(L/K) x [] dp(L/K)

ploo

)
[L:K] X (EK:EKHNL/K)

hS = hy x

ou ep(L/K) est I'indice de ramification de la place finie p dans L/K,
dy(I/K) est le degré de l’extension locale Ly/Kp associée a la place
infinie p de K,
Ek est le groupe des unités de K, et Ny i est le groupe des normes
dans L/ K,

devient donc:
ec(L/K)

hr = hg %
L K ¢ x (Ek : Ex ﬂNL/K)

3.1 LEMME. Les unités de K sont toutes normes globales dans l’extension
L/K.

Preuve. Sip est une place ultramétrique modérée, alors p est non ramifiée,
si bien que d’apres la théorie du corps de classes locale, les unités de K sont
normes locales en p. On déduit de la formule du produit que toute unité
est norme locale partout et donc norme globale de ’extension L/K.

La formule des classes ambiges devenue hy = hg X i(%, nous amene
a considérer deux cas :
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1¢7 cas : £} hg, de sorte que L est ramifiée dans I'extension L/K et on
a (h L= h K)-

2i€me cas : l|hg, le groupe de Galois Clk de la {-extension abélienne
maximale non ramifiée co-décomposée C de K n’est pas trivial. Ainsi,
puisque ’extension C n’est pas confondue avec le corps de nombres K, et
qu’elle est de plus contenue dans la Z-extension ¢-ramifiée maximale M de
K qui coincide avec la composée Z des Z,-extensions de K, elle contient
une unique sous-extension cyclique de degré ¢, non ramifiée et donc inerte
en L, et nous avons (hy = hg/f).

3.2 THEOREME. Soit L/K une extension cycliqgue de degré ¢, non ram-
ifiée en dehors de £, de corps de nombres £-réguliers, contenant une racine
primitive €™ de l'unité. Alors il existe une classe cl(T) non triviale de

E}(/E}{E, telle qu’on ait L = K( {/?) Deuz cas se présentent alors :
(i) Pour (£4 hk), la place sauvage L est toujours ramifiée dans L/ K et
on a (hy = hg) donc (£t hr).

(ii) Pour (¢|hk), il existe une unique extension L/K inerte en L. Les
autres telles extensions sont donc ramifiées en la place sauvage en L.

4. Les extensions L/K ramifiées en une place modérée

A présent, on suppose que L/K est une extension cyclique de degré ¢,
ramifiée en au moins une place modérée, de corps de nombres ¢-réguliers et
contenant une racine primitive £:4™¢ ¢ de 1'unité. Il existe donc une classe
cl(c) = B dans K[ /KEE\E}{/E}{Z telle que 'on ait L = K( %) Notons
que ’extension L/K étant ramifiée et de degré premier, ’ordre hx divise
hr, et le nombre relatif de classes hy/x est un entier.

4.1 LEMME. Sous ces hypothéses, sit désigne le nombre de places modérées
ramifiées dans l’extension L/K, lindice normique (Ex : Ex N Ny k) est
Aty

4.2 PROPOSITION. Toujours sous ces hypotheéses, l’'une des assertions sui-
vantes est vérifiée:

(i) La place sauvage L se ramifie dans L/K et (hp x = £).

(i) La place sauvage L est inerte dans Uextension L/K, et (hp/x = 1).
Deuzx cas sont alors a envisager :

e ou bien (¢|lhy), augquel cas (€| hr).
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e ou bien (£ 1 hk), auquel cas (£ | hy) si et seulement si L se ramifie
dans lextension L/K.

Preuve de la Proposition : le lemme 4.1 et la formule des classes ambiges
donnent I’égalité : hy = hx X ez(L/K), d’ou la proposition.

Preuve du Lemme 4.1 : dans I'isomorphisme E5/E%" ~ [] (Ky /K;‘e),
peS
ou S est un ensemble primitif maximal de places de K, toute classe d’unité

globale z de E/ E}(Z peut étre considéré comme un élément de [] (%).

pes "
Les places de S étant nécessairement modérées, dans la factorisation U, /Uf
du groupe des unités de K, 'élément z peut étre identifié & un élément de
[Tpes U, /Ut ~ HpES ug/,ugz. Or, par la théorie du corps de classes locale,
le groupe d’inertie de la place p de S est isomorphe au quotient du groupe
des unités U, de K, par le sous groupe de ses normes dans l’extension locale
Lp/K,. Par conséquent, I'indice (Up : Up N N, k,) est égal a £ dés que p
est ramifié dans L/K, auquel cas (U N Np,/x, = Ug). Par suite, il résulte
de 'isomorphisme entre radicaux kummeériens :

By /B = [ (we/u2h)
peS

et de sa propriété de compatibilité avec la norme, que I’'indice dans le groupe
des {-unités du sous-groupe des normes, est :

(E'x : E'x NNy k) = H (pp : #;e) = ¢
pese

ou S° est ’ensemble des places modérées de K, ramifiées dans 1’extension

L/K. -
En d’autres termes, le quotient E'x/E’x N Ny x est un sous-espace de

codimension t du F-espace vectoriel E' i /E’ Ke. Et son intersection (Ex N
Ny/k)/ Ex* avec I'’hyperplan Ex /Ex* est donc de codimension inférieure
ou égale a t + 1, de sorte que le F-espace vectoriel Ex/Ex N Ny x est de
dimension au moins égale & t — 1 i.e. (Ex : Ex NNy g) > €¢7 1.

C’est le monomorphisme 7 déduit des symboles de HASSE et établi dans
(J] (p. 211, Th II1.2.7) qui nous permet de conclure. En effet, si $I,(L/K)
désigne la somme restreinte (& la formule du produit) des sous-groupes
d’inertie de I’extension L/K, alors le monomorphisme induit par les sym-
boles de Hasse n: Ex/Ex NNy g — &I,(L/K), nous améne  considérer
les deux cas suivants:
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-ou bien la place sauvage L est inerte, auquel cas (Ex : Ex N Np/k) =
01,

-ou bien la place sauvage L est ramifiée, auquel cas (Ex : Ex N Ny k)
prend la valeur £t~! ou ¢¢. En tenant compte de la régularité de K et
L, la formule des classes ambiges nous permet d’écrire dans la seconde
situation hy,x = 1, si bien que les classes de la place sauvage de ces corps
de nombres sont de méme ordre; ce qui ne peut étre en vertu de I’hypothese
de ramification de L. Par suite, seule la premiére situation est envisageable.

5. Familles d’extensions de degrés ¢ de corps de nombres totale-
ment imaginaires et /-réguliers

De l'isomorphisme K} /K Ee ~ E's/E's%, il apparait que le groupe
E'k/E'k® peut étre considéré comme un sous-groupe de K /K ze.

5.1 DEFINITION. Soit K un corps de nombres £-régulier contenant une
racine primitive £™¢ de l'unité ( et soit 3 une classe de (K} /K Ze)\(E’ K/
E'kY.

Un corps de nombres L est dit “étre membre de la famille 3 ” (notée
Fam(pB)) si et seulement si L = K (%), ot o est un représentant de la

classe 8 dans K} | K 2‘2, est une extension de degré £ dans laquelle au moins
une place modérée p de K se ramifie.

5.2 THEOREME. Soit K un corps de nombres £-régulier et contenant une
racine primitive €™ de ’unité (. Pour chaque classe 8 de (K} /K Ze)\(E’ K/
E' K'“’), il existe une infinité de corps de nombres qui sont membres de la
famille Fam(G).

La clé de la preuve du résultat précédent est le théoréme suivant :

5.3 THEOREME. Soient K un corps de nombres £-régulier contenant une
racine primitive £*™¢ de l'unité (. Il eziste un épimorphisme ¢, de K /K Zl
dans le groupe de Galois de la ¢-extension M abélienne £-élémentaire £-
ramifiée mazimale. De plus, le noyau de ¢ est E' i /E’ k°. Autrement dit,
on a la suite exacte courte canonique:

¢
1 — E) /By’ — KX/KX" — Gal(MI/K) — 1
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Preuve. la théorie du corps de classes locale nous donne le morphisme

canonique de K} /K Ze dans le groupe de Galois de la f-extension M
abélienne /-élémentaire /-ramifiée maximale. Comme le groupe de Galois
de la ¢- extension M abélienne ¢-ramifiée maximale (cf [J], p. 29.Ex 1.1.17)
est isomorphe & Zx /(] uq)- Rk ot

ql¢

Ty est le {-adifié du groupe des idéles

®/iq est le groupe des unités dans le complété en q du corps de nombres
K

oR i est le groupe des idéles principaux de K,

nous obtenons par définition de M,
Gal(M/K) ~ Gal(M/K)/Gal(M/K)*

Gal(M/K) ~ Ix /(] | a) R Zx*
ql¢

Or nous avons ici : K N(I1 pe)ReZx’ = 35(5’)1(32[, ol &’ est le tensorisé
qi¢

du groupe des f-unités et s;(£’') sa projection sur le tensorisé K7, ce qui
nous permet d’établir I’isomorphisme suivant :

Gal(M/K) ~ K% /sc(€).Kx"E.

Le noyau de ¢ est clairement le quotient s, (&’ ).Klze / ICZg et est donc iso-
morphe & E’K/E'Ke.

Preuve du Théoréme 5.2. Soit 3 une classe du groupe quotient K / K} e; il
résulte de I'uniforme répartition des automorphismes de Frobenius @

dans le groupe de Galois de I’extension M /K, et de ’épimorphisme donné
par le théoréme 5.3, qu’a la classe ¢(3) correspond une infinité de places

modérées p. Si de plus B n’appartient pas & E'k/E’ Ke, son image dans
le groupe de Galois Gal(Z/K) = Gal(M/K) ~ K} /sdé”).lCZe n’est pas

triviale. Par suite, I’automorphisme de Frobenius Ep& ne fixe pas la

(-extension Z, si bien que le premier modéré p est £-primitif et peut étre
complété en un ensemble primitif maximal de K.
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6. Classification des extensions cycliques de degré ¢

On consideére & présent les extensions L/ K cycliques de degré ¢, de corps
de nombres {-réguliers contenant ¢ une racine primitive £**™¢ de l'unité,
ramifiées en au moins une place modérée de K.

6.1 PROPOSITION. Soit K un corps de nombres £-régulier contenant une
racine primitive £24™¢ de l’unité (,

e si ({1 hg), alors la place L est inerte dans les membres L de l'une de
ces familles, et se ramifie dans toute autre famille.

e st ({|hk), alors la place L se ramifie dans les membres de toutes les
familles d’extensions.

Preuve : Plagons nous d’abord dans le cas ou (£ t hg); en considérant
EZ/E 1'5;1 comme un hyperplan de I’espace vectoriel K /K Ze, nous sommes
assurés de l'existence de £ applications linéaires de K} /K 2(11, triviales sur

I'hyperplan Ej./ EIS{Z et & valeurs dans le groupe p, des racines £4™es de
l'unité. Par suite, si [.,.] ¢ désigne la puissance (m/£)—iéme du symbole de
Hilbert en la place sauvage £, m étant ’ordre du groupe p . des racines de
I'unité de K d’ordre une puissance de ¢, [3,.]. est 'une des £ applications
linéaires cherchées et est de plus, non partout triviale. Notons que la classe
3 ne peut appartenir au quotient E’x /E’ x°, puisque les extensions K ( \ly?),
ou T est un représentant d’une classe du groupe E'g /E’ k', sont ramifiées
en la place sauvage L. Les autres applications linéaires sont clairement les
symboles [3%, .], pour les i variant de 2 & £, d’ou1 'unicité et I’existence d’une

seule famille d’extensions dont les membres L = K( \Z/E), ou 3 est la classe

de o dans K} /K ée’ sont inertes en la place sauvage.

Supposons & présent, (€|hg); alors L est inerte dans une seule extension non
triviale de la forme L = K( {7’7) ou 7 est un représentant d’une classe de

E'k/FE k". Enraisonnant comme dans le cas précédent, on voit que la place
sauvage L est ramifiée dans les membres de toutes familles d’extensions.

6.2 THEOREME. Soit K un corps de nombres £-régulier contenant une
racine primitive £€™¢ de [’unité.

La liste compléte des extensions L cycliques €-réguliéres et de degré £ sur
K comprend:

LeK+1_q
-1

¢ . -
d’une classe du groupe E'x/E'k", dans lesquelles aucun premier modéré

e d’une part les extensions L = K ( {7?) ou T est un représentant
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de K se ramifie.

2cp+2_ peg+1 . . . .
o d’autre part LK—[_—_#(—— familles infinies d’extensions, dont les mem-

bres L se ramifient en au moins un premier modéré de K.

e Pour (£1 hg), les extensions L = K( \6/7_') ou T est un représentant
d’une classe du groupe E'k [E’ Ke sont telles que la place sauvage L est
ramifiée et que l'ordre hy du groupe des classes de L n’est pas divisible par
£. De plus, il n'existe qu’une seule famille d’extensions dont les membres
L sont inertes en L et de groupe de classes d’ordre hy non divisible par £.
Pour toute autre famille, l’ordre hy, associé auz membres est un multiple
de £ et la place sauvage est ramifiée.

e Pour ({|hk), il existe une unique extension non triviale et non
ramifiée L = K( {/’F) ot nécessairement T est un représentant d’une classe
du groupe E'i [E’ x°. Et lordre hy de son groupe des classes est divisible
par £ si et seulement si l'ordre hy l'est par £2. Les autres extensions cy-
cliques €-ramifiées de degré £, sont ramifiées en la place sauvage L et ont
pour ordre hy un multiple de £. Enfin, les membres de toutes les familles

se ramifient en la place sauvage L et euz aussi, ont pour ordre un multiple
hy de®.

Preuve : Sit désigne le nombre de diviseurs premiers modérés ramifiés dans
Vextension L/K, par la formule des classes ambiges, nous obtenons:

si (t>1), hy =hg xes(L/K)
hK X 65(L/K)

si (t=0), hy = 7

d’ou le théoréme.
7. L’exemple numérique (K = Q(/-3)) et ({ =3)

On sait dans ce cas que le corps de nombres K est 3-régulier (cf. [JN],
Cor. 1.3) et que son anneau des entiers Z[j] est euclidien de sorte que son
groupe des classes (au sens restreint comme au sens ordinaire) est trivial.
Le théoréme 6.2 nous permet alors de dresser les résultats suivants:

o il existe exactement 3 =1 = 4 extensions L cycliques 3-réguli¢res, de
degré 3 sur K et telles qu aucun premier modéré se ramifie. Il s’agit des
quatre extensions:

L= K(¥5), Ly = K(YV=3 V=3) =
L3=K(3Vj\/— et Ly = K(V
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ou j désigne une racine cubique non triviale de 1'unité. Elles sont de plus
ramifiées en la place sauvage et ’ordre de leur groupe des classes n’est pas
multiple de 3.

e D’écriture de la liste des représentants des familles d’extensions, dont
les membres L se ramifient en au moins un premier modéré de K, nous
conduit & déterminer un ensemble S primitif maximal de K (nécessairement
d’ordre 1+ cx =2, cf. [GJ] p. 346, Sco. 1.2). Pour cela, nous notons p et
q deux premiers modérés de K au dessus de 7 et 13, puis Dfk le tensorisé
multiplicatif Z3 ®z Dg du groupe des diviseurs Dg de K. L’ensemble S =
{p; q} est primitif si et seulement si les classes des logarithmes de GRAS des
uniformisantes globales associées 17 = 2++/—3 et m13 = 1+21/=3 sont Fa-
linéairement indépendantes dans le F3-espace vectoriel log Dlk /£ log Dik.
Ici, pour (z € L), le logarithme 3-adique vérifie la congruence :

2 8
log(l+z)=2— 3 t3 [mod L4

et les calculs modulo £* :
log 772 = log(1 + 4v/=3) = 4y/=3 + 24 — 64\/=3 = -3 — 3/=3
logmi3 = =3+ 3v/-3
nous montrent alors que ces logarithmes sont effectivement indépendants

dans £%/L* ~ F3 & F3.

7.1 THEOREME. Un systéme de représentants des extensions 3-réguliéres
cycliques de degré 3 du corps de nombres K = Q(v/—3) est donné par les :

L=K(V5#x3x 1+2v79) x 2+ v ),

ou les entiers i, k, I, m ne sont pas simultanément multiples de 3 et tels
qu’aucun 4-uplet (i,k,l,m) ne soit proportionnel a un autre.

Il s’agit donc a présent de déterminer la seule extension L non modérément
ramifiée, inerte en la place sauvage £ et dont ’existence est assurée par le
théoreme 6.2.

Puisque 1 — j est une uniformisante locale en 3, le groupe (U} =1+ £)
des unités principales de K apparait aussi comme le produit direct du
groupe des racines cubiques de 'unité par son sous-groupe (U2 =1+ £2).
Comme on a par ailleurs (UE)3 = U}, le radical de l'extension abélienne
maximale K2 de K est donc donné par l'isomorphisme :

3
x X2 Lo 2 /174 F.
K} /K7 ~<j>xUz/Uz x 3%
Nous sommes ainsi conduits & considérer les caractéres associés aux groupes
successifs < j >, 3Fs et UZ/U£ qui sont respectivement :
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e w le caractére cyclotomique (qui & tout générateur 7 de G associe la
racine -1),

e 1 le caractére unité (qui a 7 associe +1),
e 1 + w le caractere régulier.

Le radical non ramifié est donc ozKZ(3 /K 2‘3 ol « est une classe de
(U2/U}) satisfaisant (o7 = a~!) et que Pon peut imposer étre égal &

i+§‘/‘/: modulo Kz: 3.

Ainsi, @ = (1 + 3v=3)(1 - 3v=3)’ = (1 - 3v=3)(1 + 3v=3)" = 28(1 +
3v-3).

L’écriture (28 = 1 + 3% € U%) permet enfin d’obtenir le radical : a =
(1+ 3v=3)[mod KX°).

Il s’agit & présent de préciser pour lequel des quadruplets (i; k;/; m) nous
obtenons :

= ji x 3% x (1+2v=3)' x (1 +4v/=3)" [modKL]

Pour cela, nous écrivons modulo £* les congruences successives :
log E =6v-3=log (1 + 3\/—_3)2
si bien qu’il existe deux gntlers etk tels que :
(1+ 3\/-—_3)2 = 7T13 x jt x 3% [modK2].
L’entier k étant necessalrement nul7 le dernier calcul :

(1+3\/_)2 " =146V TE+ 4V E—2vF=1-v 3= 7,

montre que le ra.dlcal a est aussi congru a j2%¢% soit j2my3m7. En résumé,
il vient donc :

7.2 THEOREME. Les quatre extensions L non modérément ramifiées sont
les extensions L = K ( 3\/ jt 3k ) Elles sont ramifiées en la place sauvage
et ordre de leur groupe des classes n’est pas divisible par 3.

Parmi les trente siz autres extensions ramifiées en au moins une place
modérée, seule l'extension L = K( %/_7'2 x (1+2v=3) x (2+ V=3) ) est
inerte en L; de plus, l’ordre hy de son groupe des classes n’est pas divi-

sible par 3. Les trente cing extensions restantes sont ramifiées en la place
sauvage et l’ordre hy, de leur groupe des classes est un multiple de 3.
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