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Structure galoisienne des places
infinies d’un corps de nombres

par J. QUEYRUT

0. Introduction

Soit N un corps de nombres (i. e. une extension de degré fini n du
corps Q des nombres rationnels) et I' un groupe d’automorphismes de N.
Le corps des invariants de N est noté F. La fonction L d’Artin est un
homomorphisme sur le groupe des caractéres R(I') de I'. Elle satisfait une
équation fonctionnelle (voir [Tal] et [Ta2]). La démonstration, 1’équation
elle-méme ainsi que certaines propriétés des fonctions L font intervenir deux
types d’ingrédients :

- des homomorphismes de R(I') dans Z
- des homomorphismes de R(T') dans C*.
Par exemple, pour x caractére de I', posons au voisinage de s = 0
(resp. s =1)
L(3,X) = co(x)s™ ) + O(s700*1)

(resp. L(s,x) = e1(x)(1 - s)"'l(X) +0((1- 3)7‘1(x)+1)‘

Les fonctions. 79 et r; sont des homomorphismes de R(I') dans Z. Les
fonctions ¢o et ¢; sont des homomorphismes de R(I') dans C*. Avec ces
notations 1’équation fonctionnelle de la fonction L donne :

-C_O%'% (i) 22 (X)grarx(Dtai(x) = 7-(X)(dF)x(l)ﬂz-m.Fx(l),
c1lX

ou 7(x) est la somme de Gauss galoisienne et dr est le discriminant absolu
de F sur Q. Les exposants sont définis dans le paragraphe 2 et sont des
homorphismes de R(I') dans Z.

Les deux premiers groupes de K-théorie permettent de donner une in-
terprétation de ces homomorphismes en terme de classes de I'-modules
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et de classes d’automorphismes. Cet aspect est développé dans le para-
graphe 1. En particulier, c’est l'interprétation de 7 comme une classe
d’automorphismes qui est la clé des théorémes de structure des anneaux
d’entiers.

Une autre motivation vient des formules du nombre de classes.
Soit rr le caractére régulier de I', h le nombre de classes d’idéaux de N, R
le régulateur de N et w le nombre de racines de 1’unité contenues dans N :
hR 2"V (2m)™N hR
¢o(rr) = —— et ¢(rr) = ————— —.
o(rr) - 1(rr) i ”

Le probléme est d’exprimer chaque facteur comme un produit sur les ca-
racteres irréductibles de I'. Ceci est équivalent a les interpréter comme des
automorphismes définis sur des I'-modules convenables. Par exemple, la
décomposition de R se fait a I’aide du régulateur de Stark; celle de dr par
la “Fiihrerdiskriminantenproduktformel” d’Artin et Hasse. L’étude menée
ici montre que, pour certains de ces invariants, les I'-modules naturels qui
interviennent sont construits a partir de I’ensemble des plongements de N
dans C et des places infinies de V.

Le paragraphe 2 donne une interprétation d’un certain nombre d’homo-
morphismes de R(I') dans Z a I’aide de la structure galoisienne des plonge-
ments de NV dans C et de celle des places infinies de N. Le théoréme 3.1 du
paragraphe 3 donne une interprétation en terme d’automorphisme et un
calcul trés simple du facteur a l'infini de la fonction L d’Artin. La dualité
entre Z[Is(N)] et Map(Is(N),Z), rappelée dans le paragaphe 4, permet de
donner une description de la structure galoisienne additive de R ®g NV et
multiplicative de (R®q N )*. Enfin dans le dernier paragraphe, la structure
galoisienne des racines de 1’unité est décrite dans ce cadre.

Notations. Si X est un ensemble et A un anneau, on note A[X] le A-
module libre de base X. Si de plus X est un groupe, A[X] a une structure
de A-algébre pour la multiplication induite par la loi de composition dans
X.

Si A est un sous-groupe de I', on note I(I'/A) le Z[I'}]-module, noyau de
I’homomorphisme de Z[I'] sur Z[I'/A] induit par ’application qui & y € T
associe sa classe a droite modulo A.

0 — I(T'/A) — Z[I] — Z[T/A] — 0.

Les Z[I']-modules Z[I'/A] et I(I'/A) sont localement projectifs pour tout
nombre premier p ne divisant pas ’ordre de A.
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Si M est un Z-module, on note Map(X, M) I’ensemble des applications
de X dans M. Il est muni de la structure de Z-module induite par celle de
M. De plus Map(X, A) a une structure de A-algebre induite par celle de
A. L’application

fr ¥ fa)e
z€X
est un isomorphisme de A-module de Map (X, A) sur A[X]. Si I opére sur
X, on en déduit une action de I' sur A[X]par ¥ Y cx 2T = Y cx AzY2
et sur Map(X, A) par (7f)(z) = f(y"'z). L’isomorphisme précédent est
alors un isomorphisme de I'module. L’action de I' conserve la structure de
A-algebre de Map(X, A).

Soit r un élément non nul de A. On appelle module de Swan le sous

A-module de Map(X,A) formé des f tels que

AN, € A, Ig € Map(X,A), Ve € X, f(z) = As + rg(z).

On le note Sw(Map(X, A),r).

1. Classification de modules et d’automorphismes

Soit S un ensemble fini de nombres premiers. Soit K3 (Z[I]) le groupe
de Grothendieck de la catégorie des Z[I']-modules de type fini, localement
projectifs en dehors de S. Ce groupe classifie les Z[I'-modules précédents,
modulo les suites exactes localement scindées en dehors de S, voir [Q]. La
classe d’un module M dans ce groupe est notée [M]. Soit R(I') le groupe
des caractéres de I'. 11 classifie les C[I']-modules de type fini & isomorphisme
prés. Ces deux groupes sont reliés, en particulier, par la dualité suivante :

K3(ZIr) x B(T) — Z

qui, ala classe [M] d’un Z[I'}-module M et au caractére x d’un C[I'}-module
V, associe I’entier défini par :

< C®z M,V > = dime(Homey)(V,C @z M)).

On a

<C® MV >=<px>=I0"" Y enx(r™),
~€r

ou ¢ est le caractére du C[I'}-module C ®z M.
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Cette application est bilinéaire non dégénérée a gauche et induit un homo-
morphisme, noté Tr, de K§(Z[T]) sur Hom(R(T'),Z) :

Tr : Ko(Z[I']) — Hom(R(T),Z)
[M] — (x = Trx([M]))-
On a les propriétés suivantes.

Soit A un sous-groupe de I', et soit V un C[I'}-module de type fini et de
caractére x. On pose V4 = {z € V, Vé € A, §(z) = z} et on note x* son
caractére. Alors

dimc(V2) = < x,Indy(1a) > = < V,C[T/A] > = x*(1),
codimg(V2) = dime(V) — dime(V2) = x(1) - x*(2),
ot Indy (14) est le caractére de C[I'] ®¢ja) C ~ C[T'/A].

Soit K1(C[I']) le groupe de Whitehead de la catégorie des C[I']-modules
de type fini. Ce groupe classifie les couples (M, a) ou M est un C[I']-modu-
le de type fini et a est un C[I']-automorphisme de M ;la classe de (M, )
dans ce groupe est notée [M,a]. Comme précédemment ce groupe se décrit
par dualité a partir de la forme bilinéaire

K1(C[I']) x R(T) — C*

qui a la classe [M,a] et au caractére x d’un C[I']-module V associe le
déterminant de I’automorphisme f — f o a, de Homgjr)(V,C ®z M), noté
ay. Cette forme est bilinéaire non dégénérée et induit un isomorphisme,
noté Det, de K;(C[I']) sur Hom(R(T),C*) :

Det : K1(C[T]) — Hom(R(T'),C*)
[M,a] — (x — Det,([M,a])).
En particulier, soit A un nombre complexe non nul, et soit [M,A] 1’é1é-

ment de Ky(C[I']) o A désigne le C[I']-automorphisme de M défini par la
multiplication par A. Alors pour tout x de R(T),

Det, ([M,N]) = AT((MD)_

2. Structure galoisienne de Z[Is(N)] et Z[Sn oo)

Soit Is(NV) I’ensemble des isomorphismes de N dans le corps des nombres
complexes C. Le nombre d’éléments de Is(N) est égal a n, le degré de N
sur Q (voir par exemple [Sa], page 40). Le groupe T opére sur Is(N) par :

Vy €T, Vo € Is(N), (7,0)— ooy}
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LEMME 2.1. Le groupe T’ opére transitivement et fidélement sur l’ensemble
des isomorphismes de N dans C ayant la méme restriction ¢ F.

Démonstration. Soient o et ¢’ deux isomorphismes de N dans C, dont les
restrictions a F' coincident. Comme N est une extension séparable de F, il
existe £ € N tel que N = F[z] ; le polynéme minimal de z sur F est

Q(X) = [[(X - (2)) € FIX];

~€r

toutes ses racines sont simples. Le polynéme minimal de o(z) sur o(F) est

o(Q(X)) = [[(X - o(2(2))) € a(F)IX].

~€T

De méme o'(z) est racine de

[[(X - d'(r(2)) = o'(Q(X)).

Y€

Comme o et o' coincident sur F, o(Q(X)) = ¢'(Q(X)). 1l existe donc
v €T tel que o'(z) = a(y(z)).

Le groupe de Galois Gal(C/R) opére aussi sur Is(N) : si j désigne le
générateur de Gal(C/R), ’action est donnée par :

Vo € Is(N), (j,0)— (joo)=T.

L’ensemble des orbites pour cette action s’identifie & ’ensemble des places
infimies de N, classes d’équivalence de valeurs absolues archimédiennes de
N. Soit py Dapplication qui & o € Is(N) associe la classe de la valeur
absolue :

pn(g): N — R
z — |o(z)| = Vo(z)7(z).
Soit SN 0o (resp. SF,c0) ’ensemble des places infinies de N (resp. F'). Le

groupe I' opére sur Sn o par

V7 € I" Vw € SN,oo, (’)’,'U)) = wo 7_1
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de telle sorte que py commute avec I’action de I'. On obtient un diagram-
me commutatif, ol toutes les applications sont surjectives, les applications
Resp sont données par la restriction a F' :

Is(N) 2225, [s(F)

|7 lPr

Resyp
SN,oo — SF,oo

Pour toute place v de F, on choisit un relevement o, de v dans Is(F).
Pour tout o € Is(F), on choisit un relévement ox de o dans Is(N). Ainsi
pour toute place v de F, vy = pn(oy,nN) est une place de N dont la
restriction a F est égale a v ; vn ne dépend pas du choix de o, relevant v.

Si w est une place de N, on note I'y, le sous-groupe de I' d’isotropie de
w et f, Pordre de I',. Le groupe I' opére transitivement sur ’ensemble des
places dont la restriction est égale & v et Vy € T, I,y = 9T',y~. On note
plus simplement T', le groupe d’isotropie de vy et f, ’ordre de I', (il ne
dépend pas du choix de vy).

On note I's(NV,R) ’ensemble des isomorphismes de V dans R et Is(N,C)
son complémentaire dans I's(N). On pose Syw = pn(Is(N,R)) et de méme
Snec = pn(I8(N,C)). Le nombre d’éléments de Sy g (resp. Sy ) est noté
T1,N (resp. r2 N). Avec cette notation, on a donc

rN+2reN=[N:Q] et i r+2ror=[F:Q]

Ces ensembles sont stables par I'. L’ensemble 7s(N,C) se décompose en
deux sous-ensembles disjoints, stables par I' :

Is(N,C)o = {r € Is(N,C), Resp(r) € Is(F,C)}
Is(N,C); = {r € Is(N,C), Resp(r) € Is(F,R)}
Is(N,C) = Is(N,C)oUIs(N,C)y.

De méme, Sy ¢ se décompose en deux sous-ensembles disjoints, stables par
T:

SN,C,O = pN(Is(N, (C)o) = {v € SN,C, ResF(v) € SF,C}
Snve =pN(IS(N,C)) = {v € Snc, Resp(v) € Sk}
Sne =SncoUSnea-
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w=p(r) € SNcaUSnr & 7€ Is(N,C)UIs(N,R) & 3y €T, Toy=r.

w=p(t) € SNc1 & TEISN,C)y &Iyel, y#1,,Toy=17& T, est
d’ordre 2 engendré par ~.

w=p(r)eESng & TEIS(N,R)&T=r1.
w=p(T) € SNco & T E€IS(N,C)o & T #7 et Resp(T) # Resp(T).
w=p(t) € SNcoUSnr & 7€ Is(N,C)UIs(N,R) & Ty, est d’ordre 1.

Pour tout v € SF,, on note v, le générateur de Iy, ; donc

Yo # 14 vn €Sne-

On note S}r’m I’ensemble des places v de S telles que v, # 1, et ri, Fle
nombre d’éléments de S . On note Siy le complémentaire de Sk dans
S FR- '

Tous les ensembles SFr, Snc, Snco et Snc,1 sont stables par T'.

Si X est un sous-Z-module de C[Is(N)], on note X+ (resp. X ) le sous-
module propre correspondant a la valeur propre 1 (resp. —1) de j. Ainsi

X+ =Xn ly ClIs(N)] et X~ = X n =L c[rs(v)]

Avec ces notations, on a :

LEMME 2.2. L’application pn se prolonge en un Z[I'|-homomorphisme, en-
core noté pn, tel que la suite suivante soit exacte :

0 —— Z[Is(N)]- —— Z[Is(N)] 22— Z[SN o] — 0.
De plus Z[Is(N)]~ = Z[Is(N,C)]".

Le C-espace vectoriel C[Is(N)]™ a pour base I’ensemble des 0 — & pour
o dans Is(N,C). Sa dimension est donc r; n.

La proposition suivante donne la structure galoisienne des trois modules
introduits dans le lemme 2.2 :
ProPoSITION 2.3.
1) Le Z[T')-module Z[Is(N)] est isomorphe & Z[T'] ®z Z[Is(F)].

Pour tout x € R(T'), Tr,(Z[Is(N)])) = [F : Q]x(1).
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2) Le Z[T')-module Z[Sn, ] est localement projectif en dehors de 2. Il est
isomorphe & @ Z[I'/T))~ & Z[]®zr, Z.
‘UGSF,oo UesF,oo

Pour tout x € R(T), Try(Z[Snx)) = £ xT*(1).

‘UGSF,oa

8) Le Z[I']-module Z[Is(N )]~ est localement projectif en dehors de 2 et
isomorphe a (Z[T'] @z (Z[Is(F)]7)) & ( eg} I[T/Ty)).
v F,o00

Soit a; =Tr( 5, I[T'/T,]). Pour tout x € R(T),
vesF,co

)= Y, xO-x"@)= > ) -x"(Q).

VESF, uGS’F_oo
Soit a3 = Tr(Z[Is(N)]™). Pour tout x € R(T),
a3(x) = r2,rx(1) + a2(x).

Démonstration.
1) L’isomorphisme de Z[I'] ®z Z[Is(F')] sur Z[Is(N)] est donné par

1@ onoyl

L’isomorphisme réciproque est donné par
T — 7 Q Resp(T)
1 _

ou v est défini par Resp(T)Noy™" =T.

v

2) L’isomorphisme de g} Z[T] ®zr,) Z sur Z[SN,c] est donné par :
€ F,o00

(Z 1® )‘v,v) — Z Z Ay, UN © 71:—1-
VESF, 00

’YGP vE sF,oo ’YEF

Soit w € SN, et soit v la restriction de w a F ; il existe v, € T tel que
w = vy o7, ! ; application qui & w associe ’élément de

Z[r Z
‘Ueg.i",oo [ ]®Z[F"] ’
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dont la composante en v est v, ® 1 et les autres sont nulles, induit 1’isomor-
phisme réciproque.

3) De la suite exacte

0 —— Z[Is(F)]- —— Z[Is(F)] -2 Z[SFw] —— 0

on déduit un diagramme commutatif et exact :

Z[F) ®s (2[1s(F)]") ——— Z[[1®5 Z[Ix(F)) —— Z[[)®s Z[Spc] —— 0

! L !

0 Z(Is(N))- Z[Is(N)] il Z[Sn,00) _.

L’application de Z[I'|®zZ[SF,c0) dans Z[SN,c0], qui & Y®v associe vy 0771,

rend de plus le diagramme suivant commutatif et exact :

® I[r/r,] —— ® 2zf] ——— o Z[f/T)] —— 0

€SP - vESPwm €SP
0 ——— & I[[/T)] ——— Z[[1®z Z[Sp,] ———  Z[Sn,] ——— 0.

vESP -

Par le lemme du serpent, on a donc une suite exacte, scindée :

0 — 2T @ Z[Is(F)|” — Z[Is(N)]” — & I[T/Ts] —0.

La structure galoisienne des sous-modules de Z[Sn ] donnés par la par-
tition de Sy o décrite au début du paragraphe se déduit de la proposition
précédente :

COROLLAIRE 2.4.

1) Le Z[T')-module Z[Sn 1 U Sn ] est localement projectif en dehors de
2 ; il est isomorphe ¢ @ Z[I'/T,)~ & Z[T]Qzr, Z.
vESFR VESFR

Soit ay = Tr(Z[Snc,1 U Sng]). Pour tout x € R(T),

a()= Y x().

vESFR
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Soit a} = Tr(Z[SNnc,1]). Pour tout x € R(T),

g = Y, x" (.

vGS’FP

2) Pour tout x € R(T),

a) a1(x) + a2(x) = r1,rx(1),

b) Try(Z[SN,]) = 72,rX(1) + a1(x),

¢) Try(Z[Snca] = r1,rx(1) — a2(X),

d) Try(Z[Sncpo)) = r2,rx(1),

e) Try(Z[Snc]) = (r2,F + 71,7)X(1) — a2(x) = 72,rX(1) + a1(x),
f) Try(Z[Snp]) = (r1,F = r1,7)X(1) = a1(x) — a3(X)-

3) 1l existe des Z[I')-isomorphismes :
ZSncal~ & Z[T®zr, Z
vE€SkR

Z[Snco) ~ Z[T) ®z Z[SFc]
Z[SN'm] ~ Z[F] ®z Z[Sg-,m].

Donc Z[Snm] et Z[Sncpo] sont projectifs et Z[Sn c,1] est localement pro-
jectif en dehors de 2.

COROLLAIRE 2.5. Pour tout x € R(T),
a) Try(Z[Is(N)]) = (r1,F + 272,7)x(1),
b) Try(Z[Is(N,R)]) = (r1,F — 71,£)X(1),
c) Trx(Z[Is(N,C)]) = (r1,r + 272,7)x(1)-

En particulier, on retrouve le nombre de plongements réels et complexes
en spécifiant les formules précédentes a x = rr.

COROLLAIRE 2.6. Soit rr le caractére de C[T']. Alors
ri,N = (T1,F — r{,F)rr(l) et ro.n =12 Frr(l) + az(rr).

Soit hy ¢ le Z[T']-automorphisme de Z[Sn,o] qui & w € SN, associe
fuww.
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Remarque. Pour tout caractére x de I,

Dety ([C[SN,c0), ha,c]) = Dety (IC[Sn,c], 2])

— 9Trx(ZISnc]) — o(r2,r+7) p)x(1)=e2(x)

Pour terminer cette étude, le corollaire suivant donne la structure ga-
loisienne des sous-modules de Z[Is(N)] donnés par la partition de I's(N)
décrite au début du paragraphe :

COROLLAIRE 2.7.

1) L’application pn induit un isomorphisme de Z[Is(N)|t sur
ha,c(Z[SN,e])-

2) Z[Is(N)]* = Z[Is(N,R)] & Z[Is(N,C)]* et pn est un Z[T']-isomor-
phisme de Z[Is(N,R))]) sur Z[Snx], PN(Z[Is(N,C)|*) = 2Z[Snc].

3) Pour tout x € R(T), Try(Z[Is(N)]*) = r2,rx(1) + a1(x).
4) Pour tout x € R(T'),
a) Try(Z[Is(N,C)|*) = (2rs,F + 1 p)X(1) — a2(x)-
b) Try(Z[Is(N,C)o)) = 272, rx(1). Le Z[T]-module Z[Is(N,C)o] est

isomorphe a Z[I'] ®z Z[Is(F,C)], lVisomorphisme commutant avec
J, pour j opérant sur Z[Is(F,C)].

Try(Z[Is(N,C)o]") = Try(Z[Is(N,C)o]”) = 72,rx(1).

¢) Try(Z[Is(N,Ch]) =71 rx(1). Le Z[T']-module Z[Is(N,C),] est iso-
morphe a Z[T']| ®z Z[SF g], Iisomorphisme commutant avec j, pour
j opérant sur Z[T'] ®z Z[Skx] par (4,7 ® v) = 775 @ v.

Try(Z[Is(N,C)i]*) = 11 px(1) = a2(x)
Try(Z[Is(N,Ch]™) = a2(x)-

5) La suite de Z[I']-modules suivante est exacte :
0 — Z[Is(N)]* @ Z[Is(N)]~ — Z[Is(N)] — Z/2Z[Snc] — 0
3. Lien avec la partie a I’infini de la fonction L d’Artin

. s dy . .
Soit I'(s) = fe“yy"—y-. Elle vérifie la relation
0
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T($)T(54L) = T(s)2'~r/2.

Soit
Tg(s) = w~*/2T(s/2).

Cette fonction vérifie donc la relation : I'g(s) Tr(s + 1) = 217*T'g(2s).

Alors I'g(1) = 1 et 0 est un péle simple de résidu 2.

Le théoréme suivant donne une expression particuliérement simple de
la partie infinie de la fonction L d’Artin, en linterprétant a 1’aide d’un
C[I'}-automorphisme défini sur C[Is(N)].

THEOREME 3.1. Soit Lo(s) le C[[']-automorphisme de
C[Is(N)] = ClIs(N)J* & C[Is(N)]”

défini par la multiplication par Tr(s) sur C[Is(N)]* et la multiplication par
I'r(s+ 1) sur C[Is(N)]~. Pour chaque place v de F et tout caractére x de
T, soit L,(s,Xx) la fonction locale d’Artin (voir [Ta2], page 18).

AlorsVx € R(T)
Dety([CTs(N)], Loo(s)) =[] Lu(s:0).

VESF,00

Démonstration. Par définition de Lo (s) et en utilisant la formule de [Ta2]
page 18, on a, en posant n = [F: Q],

Det, ([CUs(N )}, Loo(s))
= FTR(S)TTX(C[IS(N)]+)Fm(3 + 1)Trx(C(Is(N)]-)
= I‘m(s)rz,rx(l)+a1(x)rm(s + l)TF,QX(])-:}-a?(X)

= g—[s(rr2x(1)+a1(x))+(s+1)(rF,2x(1)+a2(x))] /2 %

F(%)“‘"ﬂX(l)"'al(X)F(é%i)rr,zx(l)+u2(x)
= molm @)+t 2T () (OT (1) 2§ rax)

= 2TF,2x(1)(1—8)7r—[az(x)+snx(1)]/21‘(.;.)an(x)r(sz)ﬁ)az(x)[‘(s)rr,zx(l)
= I Lu(s,x)-

‘UGSF,oo
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4. Dualité

Soit Map(Is(N),Z) I’ensemble des applications de I’ensemble Is(N)
dans Z. Cet ensemble a une structure de Z[I']-module pour ’action définie
par

vf:iow f(oo7).

1l existe une forme bilinéaire invariante par 1’action de I', non dégénérée :
Z[Is(N)] x Map(Is(N),Z) — Z
(Y Ao N— Y ASf(o).

oc€Is(N) c€Is(N)
On en déduit donc un Z[I'}-isomorphisme de Z[Is(N)] sur

Hom(Map(Is(N),Z),Z).

De méme 1’ensemble Map(Sn,,Z) des applications de Sy, dans Z a
une structure de Z[I']-module.

Soit Map(Is(N),Z)* (resp. Map(Is(N),Z)~) I’ensemble des f dans
Map(Is(N),Z) tels que Vo € Is(N) f(o) = f(T) (resp. f(o) = —f(7)).

LEMME 4.1.

1) L’application transposée de pn donne une suite ezacte de Z[I']-modules :

0 — Map(Sn.co,Z) —22 Map(Is(N),Z) — Map(Is(N),Z)~ — 0

le deuziéme homomorphisme transforme f € Map(Is(N),Z) en lapplica-
tion o — f(o) — f(7).

2) L’application 'pn est un isomorphisme de Map(Snco,Z) sur
Map(Is(N),Z)*.

3) L’homomorphisme qui a f € Map(Is(N),Z) associe
(0= 1259 (100 4 1@), o+ f(0) - £2))

donne une suite exacte de Z[I']-modules :

0 — Map(Is(N),Z) — Map(Is(N),Z)* & Map(Is(N),Z)”
— Map(Snc,Z/2Z) — 0
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la deuziéme application étant induite par Uapplication qui a f dans len-
semble Map(Is(N),Z) associe ’application g : w —> Ea,pN(‘,:w) f(o).

Démonstration. L’application 'py est injective car pny est surjective. On
choisit un systéme de représentants de I's(N)/Gal(C,R). Si g appartient
a Map(Is(N),Z)~, alors 'application f définie par o — g(o), T — 0 est
un antécédent de g car f(G) — f(o) = —g(o) = g(7). 1l suffit de remarquer
que Map(SN,c0,Z)” = Map(Snc,Z)”. L’exactitude en Map(Is(N),Z)
équivaut & D’affirmation 2 qui est évidente. Pour la troisieme partie, il
suffit de remarquer que f,,(s) = 1 (resp. 2) si o appartient & I's(N,R)
(resp. Is(N,C)).

Remarque. Pour tout caractére x de T',

Det,([Map(Snc,C),2]) = oTrx(ZISNcl) — o(r2,F+71, F)x(1)=a2(x)

5. Structure galoisienne de R ®g N

Le produit tensoriel C®q N a une structure d’algebre et une structure de
C[T')-module pour I' opérant sur N. Cette action de I préserve la structure
d’algebre.

L’application Ty ¢ de C ®g N dans Map(Is(N),C) définie par
VYo € Is(N), Tnc(A® z)(0) = Ao(z)

est un C[I'}-isomorphisme. C’est de plus une isométrie lorsque 1’°on munit
C ®g N de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante par I

Trn:(A®z,n®y) — Ap trng(ey)

et Map(Is(N),C) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée inva-
riante par I', pour laquelle I’ensemble

Is(N)* = {65, 6,(c) =1, Vo' € Is(N), o # o', 6,(c') =0}
est une base orthonormée. Cette forme vérifie donc :

Hf)— > fo)f'(o).

o€Is(N)

L’application Ty ¢ est alors un isomorphisme d’algébre si Map(Is(N),C)
est muni de la multiplication définie par :

Vo € Is(N), (ff')(o) = f(o)f' (o).
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Les formes bilinéaires précédentes sont les formes déduites de la forme
trace des C-algébres C ®q N et Map(Is(N),C).

On fait agir Gal(C/R) sur Map(Is(N),C) (resp. Map(Sn,,C)) en
posant
Vo € Is(N), (1f)(0) = j(f(j o 0) = f(T))
Ainsi I’ensemble Map(Is(N),C)®*C/® des éléments fixés par Gal(C/R)
est une R[[']-algébre. Si on fait opérer j sur C g N par son action sur C,
alors Ty ¢ commute avec I’action de j.

Pour la suite, on pose tr¢/g = 14 j € Z[Gal(C/R)] ; ainsi pour f dans
Pensemble Map(Is(N),C), tr¢/m(f) est Papplication o — f(o) + (f(7)).

On a donc le résultat suivant :

THEOREME 5.1. La restriction Ty de Ty d RQqg N est un isomorphisme
de R[T]-module et d’algébre sur Map(Is(N),C)CHC/®) + c’est aussi une
isométrie pour les formes associées auzr formes traces.

La définition et la compatibilité des actions de Gal(C/R) et de I donnent
donc le diagramme commutatif de I'-modules suivant (les plongements étant
des homomorphismes d’algebre) :

C®eN —2, Map(Is(N),C)

el
RQqN e, Map(Is(N),C)GeUC/®)

La trace de Map(Is(N),C) en tant que R-algébre est la composée de
Papplication tr¢ g ci-dessus et de la trace de Map(Is(N ),C)GeHC/®) en
tant que R-algebre.

L’application try, s qui a f € Map(Is(N),C) associe
W —s Z f(o)
o,pn(0)=w

donhe une suite exacte scindée de Gal(C/R)- et de I'-modules :

0 — Ker(try,/s) — Map(Is(N),C) —2L% Map(S,00,C) — 0.
D’ou une suite exacte scindée de Imodules :

0— Ker(trpy)s)®*C/™ = Map(Is(N),C)* /™ — Map(SN,c0,R) —0.
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LEMME 5.2.

1) HY(Gal(C/R),Map(Is(N),C)) = 0, H(Gal(C/R), Ker(trrs;s)) = 0
et H(Gal(C/R), Map(Sy c,C)) = 0.

2) La multiplication par i induit un R[I']-isomorphisme de
Map(Is(N,C),R)~
sur

Map(Is(N,C),iR)%C/™ = Ker(trp, s)0*H M,

8) L’application ‘pN est un homomorphisme d’algébre de Map(SN,co,C)
dans Map(Is(N),C), injectif et qui commute avec l’action de Gal(C/R).
La restriction de 'pn ¢ Map(SN,0,R) est donc un R[I']-isomorphisme d’al-
gébre de Map(SN o0, R) sur Map(Is(N),R)G2C/®) = Map(Is(N),R)*.

Démonstration.

1) Le Gal(C/R)-module Map(Is(N),C) se décompose en somme directe
Map(Is(N,R),C) @ Map(Is(N,C),C). On a

H'(Gal(C/R), Map(Is(N,R),C)) =0

par le théoréme de la base normale. Comme Map(Is(N,C),C) est un
Gal(C/R)-module induit,

H'(Gal(C,R),Map(Is(N,C),C)) =0
par le lemme de Shapiro. Par le théoréme de la base normale,
H'(Gal(C/R),Map(Sn,0,C)) = 0.

Le dernier résultat s’en déduit par la suite exacte de cohomologie (qui est
ici scindée).

2) Les résultats 2 et 3 se démontrent par simple vérification.

Le diagramme suivant est donc commutatif et scindé :

i

0 ———  Map(Is(N,0),R)” ——s Rge N — 2 Map(S,em, B) —— 0

0 ——— Map(I5(N,C),iR)SXCI®) —_____, Map(Is(N),C)%XCIB)

1r1,/8

Map(SN,0,R) ——— 0
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ol I’on note TF , ’application qui 3 A® z € R ®q N associe
N,R Q
w — Z Ao(z);
o,pNn(0)=w

de méme on note Ty » la projection de R @g N sur Map(Is(N,C),R)™ ;
c’est ’application qui & A® z € R ®q N associe

o) -7(@)

g

Remarque. Pour tout caractere x de I',
Det,([Map(Is(N,C),C)™,i]) = (Trx(ZIIs(N)T) — yr2,rx(D)+a2(x) = jaa(x)

La définition et la compatibilité des actions de Gal(C,R) et de I' donnent
donc le diagramme commutatif de I-modules suivant (les plongements étant
des homomorphismes d’algebre) :

tr1s)s

M”‘p(SN,omC) - A[ap(Is(N),(C)
‘pN

e Lo
trIa/S

Map(SN 00, R) —— Map(Is(N),C)GeHC/®)
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6. Structure galoisienne de (R ®q N)*

La structure galoisienne de (R®q N )* est décrite en généralisant les deux
isomorphismes classiques suivants :

R x Z/2Z — R*
(Ae) — (-1)%e,
dont l’application réciproque est ¢ —— (In(|z|,sign(z)), ou pour z réel
sign(z) est défini par (—1)*9™(®) = z/|z|, et
R x R/27Z — C*

(a,0) — e“/2eia;

dont ’application réciproque est z — (In(2%), arg(z)).

Soit U le groupe des nombres complexes de module 1 ; il est isomorphe
a R/27Z ; cet isomorphisme conserve I’action de Gal(C,RR) si on fait opérer
J sur R/27Z par la multiplication par —1.

Si w est une place de N et o, tel que py(0y) = w, on pose
Ve eN ||2|w = |ow(z)| si wé€ Snw,
2]l = ow(2)Tuw(z) si weSnc-
Cette définition ne dépend pas du choix de o tel que py(0) = w.

Comme Ty est un isomorphisme d’algebre, Tn ¢ induit un Z[I']-iso-
morphisme de (C ®qg N )* sur Map(Is(N),C*).

Soit exp;, (respectivement expg) I’application de Map(fs(N),C) (res-
pectivement Map(Sn,c0,C)) dans Map(Is(N),C*) (resp. Map(Sn,c0,C*))
qui a f associe I’application définie par

o — exp(f(o)).
L’application ny,/s qui & f € Map(Is(N),C*) associe
w —s H f(o)
o,pn(0)=w

donne un diagramme exact et commutatif, o les homomorphismes préser-
vent a la fois ’action de I et celle de Gal(C,R) et o les suites verticales
sont scindées :
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~

0 — K ——  Ker(try,/s) P, Ker(nr,;s) —— 1

Map(Is(N),2%xZ) —— Map(Is(N),C) ——=2, Map(Is(N),C*) —— 1

11148 111478 Ri s

~ ~+ ~

Map(5N,00,2i%Z) ———— Map(Sn,e0,C) — >+ Map(Sn,00,C*) —— 1

~

0 0 1

Les suites horizontales ne sont pas scindées. Toutefois, 1’isomorphisme
réciproque défini par I’application exp;, (resp. expg) de Map(Is(N),C*)
(resp. Map(SN,00,C*)) dans Map(Is(N),C)/Map(Is(N),2irZ) (resp.
Map(SN,00,C)/Map(SN,c0,2inZ)) est noté Iny, (resp. Ing).

En notant expe = (Tnc)™! o exp;, oTn ¢, on déduit du diagramme
précédent la proposition :

ProPoOSITION 6.1.

La suite de Gal(C/R)- et I'-modules suivante est ezacte :
-1
0 — Map(Is(N),2irZ) 29, Coq N —Z*, (C@q N)* — 1.

LEMME 6.2.
1) Hl(Gal((C/IR)?Map(Is(N),(C*)).—.- HY(Gal(C/R),Map(Is(N),U))=0,
HY(Gal(C/R), Map(SN 00,C*)) = 0.

2) H'(Gal(C/R), Map(SN c0,2i7Z)) est isomorphe @ Map(SN o, Z/2Z),
et H'(Gal(C/R), Map(Is(N),2inZ)) est isomorphe ¢ Map(Snw,Z/2Z).

3) Ker(ngs/s)® /™ = Map(Is(N),U)GeHC/™),

4) La multiplication par 2ir induit un isomorphisme :

Map(Is(N),C),Z)~ =2, Map(Is(N),2irZ)CCM)
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Démonstration.

Pour M égal a C*, U ou 2inZ, le Gal(C/R)-module Map(Is(N), M) (resp.
Map(SN,00, M)) se décompose en somme directe

Map(Is(N,R), M) & Map(Is(N,C), M)

(resp. Map(Snw, M) ® Map(Snc,M)).

1) Comme Map(Is(N,C), M) est un Gal(C/R)-module induit, les groupes
de cohomologie H! correspondants sont nuls.

2) Les groupes
HY(Gal(C/R), Map(SN,c0,C*)),

H'(Gal(C/R), Map(Is(N,R),C*))

et
H! (Gal(C/R), Map(Is(N,R),U))

sont nuls par le théoreme 90 de Hilbert.
3) On part de la suite exacte :
0 — Map(SN,c0,2i7Z) X2, Map(SN, 00, 2iTZ) —>
Map(SN,c0,Z/2Z) — 0

ou la deuxiéme application est donnée par la division par 2iw.
Comme M ap(Sn, oo, 2inZ)C*HC/®) est nul, la suite de cohomologie donne
l’isomorphisme entre
HY(Gal(C/R), Map(Sn,00,2iTZ))
et
Map(SN o0, Z[2Z).
Donc
HY(Gal(C/R), Map(Is(N),2irZ))
= HY(Gal(C/R), Map(Is(N,R),2i7Z))

= H(Gal(C/R), Map(Snn,2i7Z))
~ Map(Snw,Z/[2Z).
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4) Soit f € Map(Is(N),C*) telle que Yo € Is(N,C), f(o) = f(7). Alors
f(0)f(T) = 1 si et seulement si f(o) € U.

5) Le dernier résultat se vérifie directement.

On obtient donc les deux suites exactes suivantes, ou les homomor-
phismes préservent ’action de I' :

0 — Map(Is(N),2ixZ)GC/®) — Map(Is(N),C)CGeHC/®) ZPL,
Map(Is(N),C*)%(C/™) 2, g1(Gal(C/R), Map(Is(N),2irZ)) — 0,

OéMap(SN,w,C)G”‘I(‘C/m) ﬁ_pi., MGP(SN,OQ,C*)GU'I(C/TR) _3)
H'(Gal(C/R), Map(SN,c0, 2i7Z)) — 0.

Du lemme 6.2 et en utilisant la suite exacte de cohomologie, on déduit
le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.3. Le diagramme de la page suivante est un diagramme
commutatif de T'-modules avec suites ezactes :
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0

I

0 —— (2¢/z O'Ng)dopy

[

0 ——— (28/z‘'*'Ng)doyy

I

0 «——— (22/z ‘¥'Ng)dopy

I

0

0

I

(ze/z*O'Ng)dopy ~ ———

[

(Y ‘'Ng)dopy e
n\:s.‘y

(/o) (D (N)SI)O W ——

[

@/ (N)sT)do W e

I

0

I

(4 ‘='Ng)dopy —_—

n\-tu»—

0

I

/oo (N} o e -(Z'(N)»sndoy — ¢

]

- ‘(O ‘N)sr)dop -z

0

I

O N)sTMdoy ——— ¢

I

0
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En notant expy g = (Ing) ™! oexpy, oTnw et signg le composé de T w
et de I’homomorphisme Map(Is(N),C*)C*C/®) — Map(Snm,Z/2Z) du
diagramme ci-dessus, on déduit du diagramme précédent la proposition :

THEOREME 6.4. La suite de I'-modules suivante est ezacte :

2in(Tyr) ! eXpy @
_

R@qN Py,
(R®q N)* 22, Map(Snx,Z/2Z) — 0.

0 — Map(Is(N),Z)~

Remarque. Pour tout caractere y de T',

Det, ([Map(Is(N),C)",2ix]) = (2im)T(ClI(ND”
= (2im)r2rx(WFea() = (2ir)s),
Det, ([Map(Snw,C),2]) = 2T(ClSy =)

= o(rLr—ry p)x(1)

La suite exacte :

0 — Map(SN 00, R) —25 Map(SN oo, R*) — Map(Sn oo, Z/2Z) — 0

est scindée par I’application Ins qui & f dans ’ensemble Map(Sn,c0,R*)
associe w — In(] f(w))).

THEOREME 5.3. Soit Lnyw (resp. signym) lapplication de (R ®qg N)*
dans Map(SN,c0,R) (resp. Map(SN,0,Z[2Z)) définie par

Inyg(A®@z):wr— ln(|A|f"-"||a:||w)
respectivement

signNR(A ® z) : w —> sign(Aow(T).
La suite suivante de I'-modules est ezacte :

expyro(Tvg)™?

0 — Map(Is(N,C),Z)~ -2, Map(Is(N,C),R)"
(R®q N)* —NEOIUWR, 01 4p(S 0o R) ® Map(Sn w,Z/2Z) — 0.

Remarque. Les conventions choisies entrainent que :

VA®z € (R®N)*, Y  Lnung(A®z)(w) =[N : Qln|A|l+in(|Nn/o(2)))

WESN, 0
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7. Structure galoisienne des racines de ’unité

Soit un le groupe des racines de 1’unité contenues dans N. L’ordre de
un est noté |un|, c’est un entier pair. On pose :

mn = |un|/2, si |pn]/2 est impair

my = |un| sinon.

En application des paragraphes précédents, la structure galoisienne du
groupe des unités peut étre décrite. Ce point de vue doit pouvoir permettre
d’aborder l’interprétation algébrique de 1’équation fonctionnelle des séries
L d’Artin d’une fagon nouvelle.

Soit o9 un automorphisme de N dans C et soit { une racine primitive
my-éme de 1’unité contenue dans N tels que oo(¢) = €*™/™¥. Pour tout
o dans Is(N), il existe un unique entier i, compris entre 0 et my — 1,
(inversible modulo my si my # 1) tel que :

a(¢) = ao(¢)".

L’entier i, ne dépend pas du choix de la racine ( ; si ¢/, est I’entier défini &
partir de ’automorphisme o}, alors il existe un entier k inversible modulo
mn, (kiss = 1 mod my), tel que Yo € Is(N), i, = ki, mod mny.
Comme 75({) = 00({) ™!, iz est congru & —i, modulo my, (iz = my — i0).

DEFINITION 7.1. Soit {z} la partie fractionnaire du nombre rationnel = ;
ainsiz—{z} €Z et 0 < {z} < 1. On appelle module de Stickelberger, noté
MS(N), le sous Z-module de Map(Is(N),Q) engendré par les applications

fr définies par :
1 irig
fT(G)_E_{mN}'

Ezemples.

1) Soit N = Q({m) ol (m est une racine primitive m-éme de l’unité.
Pour tout o dans Is(N), il existe 7, € Gal(N,Q) tel que o 0y, = 0.
L’isomorphisme de Z[Gal(N/Q)}-module

fe > floy

T7€Is(N)

de Map(Gal(N,Q),Q) sur Q[Gal(N/Q)] transforme M.S(N) en I'idéal en-
gendré par I’élément de Stickelberger 6o, (voir [W], page 95).
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2) Si un est d’ordre 2, { = 1 et pour tout o dans Is(N), o(¢) = o0o((),
donc i, = 0 ; MS(N) est le sous Z-module de Map(Is(N),Q) engendré
par les applications f, telles que Vo € Is(N), fr(o) = %

3) Si un est d’ordre supérieur a 2, alors I's(N,R) et Sy sont vides.

PROPOSITION 7.2. Supposons que un est d’ordre supérieur a 2. Le module
MS(N) est un Z[T')-module inclus dans Map(Is(N),Q)~. Soit

PN,oo = 2tm(MS(N)+ Map(Is(N),Z))".
La restriction de expy g o(Tng) ™" & pN,co transforme

F:ow 2ir Z AT(-;-—{;:})

T7€Is(N)

en

(—1)2" A'C-E" Arir
et donne une suite ezacte de Z[y]-modules :

X2imw

0 — Map(Is(N),Z)™ —— YN0 — pn — 0.

5 ; — = -3 1 __Jigig| — _1 irig
Démonstration. Comme iz = my — 5, OD 2 3 {mN } = -3+ { e }

Donc M S(N) est inclus dans Map(Is(N),Z)~.

Comme o(() = exp(%%'—) et que expy x o(Tngk) ™' =(Tnm) 'oexpy,, on a

(@)= opir 3 M- {22

rels(N) mN
. 1 iy,

= exp(2im Z Ar(s — )
rels(N) 2 my

= (-DE (TR

et cet élément est bien I'image par (Tngr)~! de (-1)E7A-¢ETAir . La
surjectivité vient du fait que par définition de {, —( engendre pn.

PROPOSITION 7.3. Supposons que un est d’ordre 2. Soit

BN, co = 2im(MS(N) + Map(Is(N),Z))~
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C’est le sous-module de Map(Is(N),R)~ formé des €léments f tels que
VYo € Is(N), f(o) - f(T) € irZ,
IA\f €Z,3g € Map(Is(N),Z), Yo € Is(N), f(o) =irAs + 2ing(o).
La restriction de eXpyNx o(TN,m)"1 4 N, transforme f € pun o en (—1)'\f
et donne une suite ezacte de Z[I']-modules :

X247 signNm
_—

0 — Map(Is(N),Z)™ —— KN = UN
S’U)(Map(SN,m,Z), 2)/2Map(SN,TR’Z) -0

Démonstration. On part de la suite exacte :

0 — Map(Is(N),2itZ) — 2im(MS(N) + Map(Is(N),Z)) —22
un — 0.

Puis on applique la suite exacte de cohomologie, I'image de signyw est
I’ensemble des f dans Map(Snmr,Z/2Z) qui sont constantes. En identifiant
Map(Sn®,Z/2Z) et Map(Snx,Z)/2Map(Sn®,Z), on obtient le résultat.

Remarque. Considérons la suite exacte de K-théorie pour S contenant 2
(voir [Q])
)
K1(C[T]) = K§ ra(Z[T]) — K5 (2Z[T]) — Ko(CIT)).

1) On suppose que pun est d’ordre supérieur ou égal a 2. Donc, dans

K:g,rel(z[r])’

[Map(Is(N),Z)~,2ir,(MS(N)+ Map(Is(N),Z))"]
= [Map(Is(N),Z)™,2ir,Map(Is(N),Z)7]
+ [Map(Is(N),Z)~,1d, MS(N) + Map(Is(N),Z)~]
= §([C[Is(N)]~,2i7]) + [MS(N)N Map(Is(N),Z)~,Id, MS(N)).

Soit fy le Q[I']-endomorphisme de Map(Is(N),C) défini par

Vf € Map(Is(N),Q), bon(f):7+— > (% ~ {zw}) (o).

m
o€Is(N) N

Alors MS(N) = 6p n(Map(Is(N),Z)).
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On a 90,N(7) = —6o,~(f), donc OO,N(Map(Is(N),(C)‘*) =0.
De plus

[MS(NYNMap(Is(N),Z)",Id,MS(N)] =
[MS(NYNMap(Is(N),Z)",1d, Map(Is(N),Z)~]
+ [Map(Is(N),Z)~,Id, MS(N)).

Alors [Map(Is(N),Z)~,1d,MS(N)] = §((Map(Is(N),C)~, 00 n]).

2) On suppose que puy est d’ordre 2. Si Map(Sn g, Z) est non vide, alors
pour tout f dans pn o, le coefficient Ay est nul. La multiplication par 2ix
est donc un isomorphisme de Map(Is(N),Z)~ sur N 0. Le Z[I'l-module
MS(N) + Map(Is(N),Z) est isomorphe & Sw(Map(Is(N),Z),2). Si T
est d’ordre impair, ce Z[I'l-module est localement libre, stablement libre
sur tout Ordre maximal contenant Z[[']. On a le diagramme commutatif
suivant

0 ——— Z@ Map(Ix(N), Z)y —22!!

voul 1% l il

Map(IfN),Z) ——s Sw(Map(Is(N),Z),2) pw 0

Z @ Map(Is(N), Z)o BN 0

0

ol hy désigne la multliplication par 2 et Map(Is(N),Z), désigne le noyau
de ’application T'r de Map(Is(N),Z) dans Z qui & f associe 3, ¢ ryn) f(0)
et ¢ applique z € Z en ’application f telle que Vo € Is(N), f(o) = 2.

Soit la suite exacte de K-théorie pour S contenant 2 :
K1(QIT]) = K ra(Z[T)) — K5 (Z[T]) — Ko(Q[T))-
Donc dans ICOSN,(Z[I‘])

[Map(Is(N),Z), ha, MS(N) + Map(Is(N),Z)] =
[Z® Map(Is(N),Z)o,he ® Id,Z & Map(Is(N),Z)o] = 6([Q, h2}).

Par application Det, on a un isomophisme entre

K1(Q[r])

et .
Hom}, (R(T),Q) ;
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alors Det,([Q,h2]) = 2<%1> = Det,([Q[[],2¢ + 1 — €]) ol e désigne
lidempotent |T'|~? > ~er 7- Pour tout nombre premier p ne divisant pas
2|T|, 2¢ + 1 — e € Z,[I']*. Pour tout nombre premier p different de 2,
2e + 1 — e est une unité de tout ordre maximal contenant Z,[I'].

Les deux propositions précédentes se résument en le théoreme :
THEOREME 7.4. La suite de Z[T']-modules suivante est ezacte
X2im SignN g
_—

0 — Map(Is(N),Z)™ —— [N, = UN
Sw(Map(SN,m,Z),2)/2Map(SN,m,Z) — 0.
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