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Fonction ¢ de Carlitz et automates

par VALERIE BERTHE

ABsTRACT. Carlitz a défini sur F,; une fonction { et une série formelle II,
analogues respectivement a la fonction ¢ de Riemann et au réel 7. Yu a
montré, en utilisant les modules de Drinfeld, que {(s)/II® est transcendant
pour tout s non divisible par ¢ — 1. Nous donnons ici une preuve “automa-
tique” de la transcendance de ¢(s)/II®* pour 1 < s < ¢ — 2, en utilisant le
théoreme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy.

Introduction

Soient p un nombre premier, ¢ une puissance entiére strictement positive
de p et F, le corps & ¢ éléments. On note F,[z] I’anneau des polynomes &
une indéterminée sur F, et Fy(z) le corps des fractions rationnelles en z.
On définit sur Fy(z) une valeur absolue ultramétrique par :

| E |= ¢* pour E € Fy(z) et d°F = k.
La valuation associée est v(E) = —d°E. Le complété de Fy(z), pour cette
valuation, est le corps Fy((1/z)) des séries formelles de Laurent, c’est-a-dire

+ o0
F,((1/2)) = E %; an € Fy et les (an)n<o presque tous nuls

n=-—oo
On définit la fonction { de Carlitz, a valeurs dans Fy((1/z)), par :
¢(m) = E 1/G™, m>1.
GE€L, [z] et G unitaire

La fonction ¢ de Carlitz est ’analogue en caractéristique finie de la fonction
(¢ de Riemann. Carlitz a ainsi établi dans [2] que, pour s divisible par (¢—1),
((s)/II? € Fy(z), avec

i 2? —z
n=[[\1- =
7=0

Manuscrit recu le 15 décembre 1991.
Les résultats contenus dans cet article ont été exposés au colloque “Thémate”,
(CIRM, Luminy, Mai 1991).
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Cette propriété est ’équivalent du résultat d’Euler sur les valeurs paires de
la fonction ¢ de Riemann, 3 savoir {(2n)/n%" est rationnel pour n non nul.

En 1941, Wade prouve dans [9] la transcendance de II sur Fy(z). On en
déduit la transcendance de ((s) pour s = 0 (¢ — 1). En 1986-87, Thakur
établit dans [8] des résultats d’irrationalité pour 1 < s < ¢* alors que
Damamme montre lirrationalité de ((s) pour 1 < s < ¢, ([4]). En 1988,
Damamme et Hellegouarch prouvent la transcendance de ((s) pour 1 <
s < ¢? par la méthode de Wade, ([6]). Enfin, en 1989, Damamme établit
dans [5], voir aussi 7], la preuve de la transcendance de ((s) pour tout s.
Parallélement, Yu prouve en 1988, par une méthode utilisant les modules
de Drinfeld, que pour tout entier s non nul, {(s) est transcendant, et que
pour tout entier s non divisible par ¢ — 1, {(s)/II° est transcendant, (la
preuve est parue dans [10]).

Par ailleurs, en 1989, Allouche donne dans [1] une preuve élémentaire
de la transcendance de II par les automates, c’est-a-dire en utilisant le
théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy, (voir [3]), énoncé
ci-dessous :

THEOREME 1 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy). Soit (u(n))nen
une suite & valeurs dans F,. Il y a équivalence entre les deux conditions
suivantes :

1) la série formelle }°, -, u(n)z™" est algébrique sur Fy(z),

2) ’ensemble E des sous-suites de la suite (u(n))nen défini par
E = {(u(¢*n + 1))nen; k> 0; 0< 7 < g* —1}

est fini.

Allouche étudie, en fait, le quotient a/II, avec

+o0 :l:qj
a:H 1-—;—(11-—_“- .

=0

Notons que « est algébrique sur Fy(z), il suffit de considérer a? pour s’en
convaincre.

M’inspirant de D’article d’Allouche, je donne ici une preuve “automa-
tique” de la transcendance de {(s)/II° pour 1 < s < g — 2. 1l est, en effet,
intéressant de multiplier {(s)/II° par a®. On obtient ainsi une expres-

sion simple des coefficients du développement en série formelle de %as.
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L’étude des sous-suites de la forme (u(g*n +1+ (g +¢% + ... + ¢5 1)) )nen,
avec (u(n))nen définie par

£-(—‘—gl(,lzs_—- w(n)z™"
n;()

montre qu’il existe un nombre infini de telles suites. On déduit alors du
théoreme de Christol, Kamae, Mendeés France et Rauzy, les transcendances
de %f_,las et de ((s)/II®, o étant algébrique sur Fy(z).

Je vais dans une premiere partie de cet article me restreindre au cas ou
s = 1, puis je généraliserai la méthode employée au cas o 1 < s < g — 2.

2. Preuve de la transcendance de ((1)/1I
L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. Pour q # 2, ((1)/1I est transcendant sur Fy(z).

Thakur a établi dans [8] que, pour 1 < s< g,

+00 k °
C(s)=1+ ;(—1)’“ II (xqfl_ x) '

j=1

On a, en particulier, pour s =1:

+o0 k
c=1+3 0] ().
k=1 j=1

Il en résulte que

8| =

) gt+..+g* &
<(1)=1+§(—1)k )" ' 11(:717—1)

+o00 .’Eqi +o00 wqj_x
a—_—H 1——(13111._,_1 et II = 1—;?'1*_—— .

§=0

On obtient alors
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Multiplions ¢(1) par a/II :

&= 2y f;}-m () R (1 _ (;)“) |

j=k+1

2.1 Développements en série formelle de F((1) et de F(¢(1)—-1)

Pour appliquer le théoréme de Christol, Kamae, Mendés France et Rau-
zy, nous avons besoin du développement en série formelle de ((1). Con-
sidérons, pour commencer, le développement de a/II. On note que, si n
s’écrit sous la forme

+ o0
n= Zek(qk — 1) avec ¢ = 0 ou 1, 5 = 0 pour k assez grand,
k=1

une telle décomposition est unique. On a, en effet :
T
Vr € N*, Z(qk ~D<gt—1.
k=1

I suffit alors de comparer les indices des plus grands termes non nuls de
chacune de deux telles décompositions. Ils sont nécessairement égaux. On
en déduit, par une récurrence simple, le résultat souhaité.

Il en résulte la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Soit (a(n))nen la suite définie par

0= Z a(n)z™"

n>0

Sin s’écrit n = 755 ex(q¢* — 1) avec ex = 0 ou 1, €5 = 0 pour k assez

grand, alors a(n) = (_1)2:31 % sinon a(n) = 0.
Nous allons en déduire la proposition 2 :

PROPOSITION 2. Soit (b(n))nen la suite définie par

() =1) =Y b(n)e™

n>0
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On a b(n) # 0 si et seulement si n s’écrit sous la forme
. +m .
n=gq+..+q+ Y, e(d -1),
j=it1
avect>1,e;=0o0ul, et ¢; = 0 pour j assez grand.

Preuve de la proposition 2 : soit k € N*. On définit (ax(n))nen par

ﬁo (1 - (%)qj_l) =Y ai(n)a

j=k+1 n>0
+00 ,
Sinsécritn= 3, €i(¢"—1)avece; =0o0ul,e; =0 pour ¢ assez grand,
i=k+1

+o0
> e
alors ax(n) = (—=1)*=F+* | sinon ax(n) = 0.

On a, par ailleurs :
o +o00 X 1 q+-.-+q’° 1 n
sew-0=Y (1) Yam (1)
k=1 n>0
Par conséquent,

%(C(l) -)=) (%) Y (DFar(n—(g+ ..+ ¢")).

n20 E>1
q+...+qkSn

La proposition 2 découle alors du lemme suivant :

LEMME 1. Si n s’écrit sous la forme

+o00
(1) n=q+..+q+ Y, &g 1),
j=itl
avec t > 1, ¢; = 0 ou 1, ¢; = 0 pour j assez grand, alors une telle

décomposition est unique.

Preuve du lemme 1 : on a

T
Vr € N, qu <qgtt-1.
k=1
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Les indices des plus grands termes non nuls en “¢? —1” de chacune de deux
telles décompositions, s’ils existent, sont donc nécessairement égaux. On
est alors ramené au cas ou :

141

avect > 1,1> 1,8 =0oul,é =0 pour t assez grand. L’indice du plus
grand coefficient non nul de (6;);en, s'il existe, est nécessairement ¢ et donc
6; = 1. On obtient alors que l = 1et V¢ > 1+ 1, 6§ = 0. On en déduit
’unicité de la décomposition de n sous forme (1).

2.2 Schéma de la preuve du théoréme 2

Soit (¢(n))nen définie par

—a—C 1) = c(n)z™"
0= et
On a

(e(n))nen = (a(n))nen + (b(n))nen-

Nous allons considérer les sous-suites (¢(¢*n + 14+ ¢ + ... + ¢¥™1))nen
pour k > 3 et démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3. Soit k > 3. Soit f(k) = ¢* —1—(14+q+...+¢*71). L’indice
du premier terme non nul de la sous-suite (¢(¢*n+ 1+ g+ ... + ¢*71))nen
estn=q+¢ + ..+ ¢/®.

Pour cela, nous allons successivement étudier, aux paragraphes 2.3 et 2.4,

les sous-suites (a(¢*n+14g+...4+¢* " ))nen et (B(¢" n+1+g+...4¢51))nen,
puis établir les lemmes 2 et 3, énoncés ci-dessous :

LEMME 2. Soit k > 2. Soit f(k) =¢* —1— (1 + ¢+ ...+ ¢*1). L’indice
du premier terme non nul de la sous-suite (a(¢*n + 1+ g+ ... + ¢* 1)) nen
estn=q+¢>+ ...+ ¢/,

LEMME 3. Soit k > 3. Soit g(k) = ¢* — 2 — (¢* + ... + ¢* ). L’indice du
premier terme non nul de la sous-suite (b(¢*n + 1+ ¢+ ... + ¢" 1)) ey est
n=q+¢ +..+ g9k,

Ona f(k) < g(k),Vk > 3. Onrappelle, de plus, que la suite (¢(n))nen est
définie comme la somme des suites (a(n))nen €t (8(n))ren. La proposition
3 résulte donc des lemmes 2 et 3.
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Pour g # 2, la suite ( f(k))x>3 est strictement croissante, ce qui implique
que les sous-suites (¢(¢¥n + 14 g+ ... + ¢*71)) ey different par I'indice de
leur premier terme non nul. Elles sont donc distinctes et ’ensemble

{(c(dn+ 1+ g+ o+ ¢ V)new; k> 3}
est infini. L’ensemble
{(e(g*n + 1))nexn; £>0; 0< 7 < g5 —1}

P’est a fortiori aussi. Selon le théoréme de Christol, Kamae, Mendes France
et Rauzy, on en déduit la transcendance de f{((1) sur F,(z) pour q # 2 et,

par conséquent, celle de Q%l, ce qui achéve la preuve du théoréme 2.

Remarque : notons que les lemmes 2 et 3 permettent, de méme, d’établir
les transcendances de f et de F(¢(1) — 1) pour ¢ # 2. Nous sommes alors
confrontés a3 une somme de deux transcendants. Le fait de considérer les
sous-suites, par le biais du théoreme de Christol, Kamae, Mendés France
et Rauzy, permet néanmoins de lever cet obstacle.

2.3 Preuve du lemme 2
On note (ax(n))nen la suite définie par :
VneN, ap(n) =a(¢*n+1+q+ ...+ ¢ ).
Soit k£ > 2. Soit n € N tel que ax(n) # 0. Selon la proposition 1, 3 (&;)en
avec €; = 0 ou 1, ¢; = 0 pour j assez grand, tels que

+ o0
Fntltqt..+¢1= Eej(qj -1).
j=1

On pose 0 = j:;’ gj. On a

Fn+l14+q+..+¢ 1= Z €jqj+281ql —o.
1<j<k—1 1>k

Par conséquent, IA > 1 tel que 0 = A\g¥ + 37, _1(6;—1)¢/ — 1. On en
déduit que T

n=(=Xter)+ Z g ".
ket Yy, a=0-3 x5
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Autrement dit,

(2) n=(=-A4ex)+ > e1q*,
IDket 3o, a=8

avec

k-1
Szo——Zej=>\qk+Z(5j—1)qj—Ze:j—1.
j=1

i<k i<k
Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous la forme (2). On a

qkn-{—l-l—q-}—...—{—qk_l
:qk(Ek—)\)—i-Zqul——281+U——28]’+1+...+qk_1

>k I>k i<k
=ex(d" -1+ D ald - D+ Y il - D).
>k i<k

Selon la proposition 1, on obtient bien ax(n) # 0.

On vérifie, de plus, que

M-2—qg—..—¢FT<S <N -1,
avec
k-1 .
S ="+ Z(sj -1)¢’ - zej -1
i=1 i<k

Par conséquent, la différence entre deux valeurs de S correspondant res-
pectivement & A + 1 et A est supérieure 3 ¢* — 1 — ¢ — ... — ¢*~1. On
en déduit alors que le plus petit n pouvant s’écrire sous la forme (2) est
nécessairement obtenu pour A = 1.

Soit m(k) le plus petit m tel que ax(m) # 0, c’est-a-dire le plus petit m
pouvant s’écrire sous la forme (2). On a vu que A = 1. On vérifie alors que
m(k) est obtenu pour

gj=0pour 1<j<k—1,

e =1,

g=1lpourk+1<I<k+¢" —1-(1+..4+¢,
gg=0pour I>k+¢" —1-(14..4¢ D).
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On a alors m(k) = ¢ + ... + ¢/®) avec f(k) = ¢¥ = 1= (1 + ...+ ¢¥71), ce
qui acheve la preuve du lemme 2.

Remarque : on a vu que, pour ¢ # 2, le lemme 2 permet d’établir que a/II
et donc II sont transcendants. Mais, pour ¢ = 2, f(k) est stationnaire. Dans
ce cas, il suffit de reprendre les sous-suites de la forme (a(g*n +¢* — k))nen
avec k > 2, considérées par Allouche dans [1]. La méthode employée ci-
dessus permet de retrouver le résultat suivant énoncé par Allouche dans le
méme article :

PRroOPOSITION 4. Soit k > 2. L’indice du premier terme non nul de la suite
(a(g* n+ ¢* — k))nen est n =g+ ...+ ¢

I n’y a plus risque de stationnarité pour ¢ = 2. Cet ensemble de sous-
suites permet donc d’établir, aussi bien pour ¢ = 2 que pour toute puissance
entiére strictement positive de p premier, la transcendance de II sur Fy(z).

2.4 Preuve du lemme 3
On note (Br(n))nen la suite définie par :
Vn €N, B(n) =b(¢"n+14+ g+ ...+ ¢ ).

Soit k > 3. Soit n € N tel que Bi(n) # 0. Selon la proposition 2, 3 ¢ > 1,
3 (¢j)jen avec €; = 0 ou 1, £; = 0 pour j assez grand, tels que

+ 00
Frntltgt .+ =g+ +d+ ) e 1)
i+l
+ 00

On pose 0 = 3 757 €.

Nous allons distinguer trois cas suivant la position de ¢ par rapport a k.
Cas1l:sii>k,ona
+oco
Fn+l=¢"+.+¢+ Z €jq’ —o.
Jjzi+l

Par conséquent, 3\ > 1 tel que 0 = —1 + A¢*. On en déduit que

n=-A+ E ql+ Z 5jqj_k.

0<i<i—k j>iet 3. ei=0



62 Valérie BERTHE

Autrement dit,

n=-A+ Z ¢ + Z ejqj"k.

0<iLi—k J>iet 3. ei=Agk~1

On vérifie réciproquement qu’un tel n convient.

On vérifie, comme au paragraphe précédent, que le plus petit entier nq (k)
de cette forme est obtenu pour A = 1, puis pour

i=kK,
g=1lpourk+1<Ii<k+¢" -1,
sI:Opourl>k+q’“—1.

On a alors ny(k) = ¢+ ... + ¢91®) avec gy(k) = ¢* — 1.
Cas2:sit=k—1,ona
+ oo )
Fn+1= Zajqj - 0.
2k
Par conséquent, IX > 1 tel que 0 = —1 + Ag*. On en déduit que

n==¢cr— A+ E 5jqj—k.
i>k et Ej>k ej=—1+Agk —¢g;

On vérifie réciproquement qu’un tel n convient.
Le plus petit entier ny(k) de cette forme est obtenu pour
A=1,
er =1,
ge=1pourk+1<I<k+¢"-2,
er=0pourl>k+q*—2.

On a alors ny(k) = g + ... + ¢92(%) avec go(k) = ¢* — 2.

Cas3:s5i1<i<k—-2,0na

+o00
Fn+14+¢tt 4+ 4+ = Z €;q’ +Zequ—a.
i+1<j<k—1 k<!
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Par conséquent, X > 1 tel que 0 = —1 + A\g* + Ei+1<].<k_1(5j —1)¢’. On
en déduit que -

-k
n=¢r— A+ Z aqg
1>k et Zl>k 6125

k-1 k
S=U—E€j=—1+)\qk+ Z(&j—l)q‘j— Z €j.

i<k j=it1 j=i+1

avec

On vérifie réciproquement qu’un tel n convient.

Le plus petit entier ng(k) de cette forme est obtenu pour

A=1,
i=1,
gj=0pour2<j<k—-1,
er =1,

g=lpourk+1<I<k+¢" —2-(+...+¢,
er=0pourl>k+¢"—2— (¥ +...+ ¢ ).

On a alors n3(k) = g + ... + ¢%* avec g3(k) = ¢* — 2 — (¢ + ... + ¢* V).

Or n3(k) < ma(k) < nyi(k). Par conséquent, le plus petit n tel que
Br(n) # 0 est n3(k), ce qui achéve la preuve du lemme 3.

3. Preuve de la transcendance de ((s)/II®

THEOREME 3. Pour g # 2 et1 < s < q—2,((s)/II* est transcendant sur
F,(z).

Nous allons reprendre point par point la preuve faite ci-dessus pour la
généraliser au cas o 1 < s < ¢g—2.

On a vu que, pour 1 < s< g,

s Eorii()

-6

D’ou

C(.S)a _a’ +Z( 1)ks (—)s(q+...+qk) ﬁo

j=k+1
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Nous allons supposer s fixé dans 'intervalle [1,q — 2] pour la suite de cet

article. Pour s = g—1, on sait que (Igf) est rationnel, (voir [2]). Les résultats
des paragraphes 3.1 et 3.3 ci-dessous sont néanmoins encore valables pour
s = ¢— 1. En revanche, les sous-suites (¢(¢*n+1+s(g+- - -+ 1))nen, que
nous introduisons au paragraphe 3.2, ne commencent plus par une plage de

0 dont la longueur tend vers +oo.

3.1 Développements en série formelle de g%?— et de ﬁ—i(( (s)-1)

Considérons, dans un premier temps, le développement en série formelle,
pour 1 < s<qg—2,de
400 ¢-1\°
1
1T (1 - (—) ) :
j=k+1 z

PRrOPOSITION 5. Soit (Ax(n))nen la suite définie par

ﬁo (1 - (i) qj_l)s =3 Au(m)e™.

j=k+1 n>0

Sin s’écrit n = Z;’:ZH pi(¢? — 1) avec p; € {0,1,...,8}, uj = 0 pour j
assez grand, alors

Ag(n) = (—1)5:;'=°Z+1 B ﬁ (_Sj’

jekt1 i

sinon Ag(n) = 0. (On note ;!-:ZH (?) la valeur modulo p de ;-=°2+1 (°),

] 2]
ol p est la caractéristique de Fy).

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve de la proposition
5:

LEMME 4. Si n s’écrit sous la forme

40

(3) n= Z pi(¢? — 1), pj € {0,1,...,s}, pu; = 0 pour j assez grand,
j=k+1
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une telle décomposition est unique.

Preuve du lemme J : considérons une décomposition de n sous forme (3).
Si n est nul, on a nécessairement : V7, p; = 0. Supposons alors n non nul.
Soit M tel que ppr #0et Vi > M, p; =0. On a

T
Vr>1, (-1 (¢ -1)<qg -1
i=1

D’ou
M

> uilef — 1) < M
j=k+1
Par conséquent, si n admet deux telles décompositions, les indices des
plus grands termes non nuls seront égaux. Supposons alors qu’il existe
(8i)k+1<i<m a coefficients dans {0,1,...,5} tels que

M M
n= Y pi(@=1)= > (g~ 1) avec py # 0 et 8pr # 0.
j=k+1 i=k+1

Supposons, de plus, que dpr # pupr et que, par exemple, upsr > 6p7. On a
alors

M-1
n—6M(qM—1)2qM—1> Z 6,~(q"—1):n-—6M(qM——1),
i=k+1

ce qui est impossible. Par conséquent 65y = ppr. On montre ainsi, par
récurrence, qu'une décomposition de n sous la forme (3) est unique.

Preuve de la proposition 5 : on rappelle que
0 (- (2)7)-guon
j=k+1 z - n>0 e
avec (ar(n))nen définie par,

si n s%crit n = 37 %, ei(¢f — 1) avec &; = O ou 1, &; = 0 pour i assez
grand, alors

+oo .
a(n) = (~DF =0,

sinon ax(n) = 0.
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Soit £ > 0. On a

400 1 g -1\°

H (1 - (—) ) Z ag(n)z™"
z n>0

_ s % ([

n>0 n; 20 et > 3_; ni=n \i=1

Soit n € N. Soient ny,...,ns; des entiers positifs ou nuls tels que n =
>oioqmi, et [Ti_; ax(ni) # 0. Par conséquent, 3 (e; ;) avec g; ; = 0 ou 1,
Vi, €i,; = 0 pour j assez grand, tels que

+00 )
Vi, 1<i1<s, n; = Z €ij(¢’ — 1).
j=k+1

Nécessairement, n s’écrit sous la forme (3) :

+ o0
n= Z pi(g’ —1) avec uj € {0,1,...,s},u; = 0 pour j assez grand.
j=k+1

Réciproquement, soit n un entier pouvant s’écrire sous cette forme. Il
existe ;:z +1 (:)) s-uplets (ny,- - ,n;) d’entiers positifs ou nuls vérifiant
les relations Y 7_; n; = n et [];_; ax(ni) # 0. En effet, pour chacun de ces
s-uplets, 3 (¢; ;) avec €;; = 0 ou 1, Vi, & ; = 0 pour j assez grand, tels
que
+oo
Vi, 1 < ? S S, n; = Z 84’j(qj - 1).
j=k+1

Orn=3_ n= 20 eij(¢' —1) = ;!-.—:ZH(Zle €i,j)(¢/ —1). 1l résulte
du lemme 4 que : Vj, 37_, €i; = p;j. Par conséquent,

2 2 too e too
[Tar(n) = [T (=1)=5=ha %0 = (1) % = (1) 2=kt
i=1

i=1

Pour achever la preuve de la proposition 5, il suffit d’ajouter les deux
remarques suivantes :
+ oo .
¢ n se décompose de maniére unique sous la formen = > p;(¢? —
j=k+1
1) avec pj € {0,1,...,s}, pj = 0 pour j assez grand, ([lemme 4]).
e on est de plus en caractéristique p.
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On en déduit, d’une part, le développement en série formelle de ﬁ—z, obtenu

pour k = 0. On a, en effet, 'expression I‘-"I—: = H;’:;’(l - (%)qj‘l)s, d’olt la

proposition 6 :

PROPOSITION 6. Soit (A(n))nen la suite définie par

%—: = Z A(n)z™".

n>0
Sin s’écrit n = ;":1’ pi(¢? —1) avec p; € {0,1,...,s}, u; = 0 pour j assez
rand, alors
g ’ Z+°° +00 1
= -0= 1)

sinon A(n) = 0.
On a, d’autre part, la proposition suivante :

PROPOSITION 7. Soit (B(n))nen la suite définie par

& ()~ 1)= Y Blmz

n>0

Sin s’écritn = .s(q+...+q")+2:;'2°§’_|_l pi(g¢?=1) aveci > 1, u; € {0,1,...,s},
u; = 0 pour j assez grand, alors

B(n) = (—1) (1) T ﬁo (“—)—

j=i+1 S

sinon B(n) = 0.

En effet,

k
((s)e? _ a_s B +00 (1 s(g+...+¢"%) 1\"
1Is s — z(—l) ;L‘_ ZAk('”) ; .
k=1 n>0

Par conséquent,

o’ 1\

ﬁ‘s(C(S) -1)= Z (;) Z (=1)**A(n — s(g + ... + ¢°)).

n2>0 k>1

s(g+...+¢*¥)<n

La proposition 7 découle alors du lemme suivant :
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LEMME 5. Il y a unicité de la décomposition sous la forme :

400
n=s(g+..+¢)+ Y (g —1)
j=itl

avect > 1, puj € {0,1,...,s}, u; = 0 pour j assez grand.

La preuve de ce lemme se fait sur le modeéle des preuves des lemmes 1
et 4.

3.2 Schéma de la preuve du théoréme 3

Soit (C(n))nen définie par

%C(s) =3 c(n)z.

n>0

Bien siir :
(C(n))nen = (A(n))nen + (B(n))nen

On a, de méme qu’a la section 2.2, les propositions et lemmes suivants :

PROPOSITION 8. Soit k > 3. Soit F(k) = ¢* — 1 —s(14+ g+ ... + ¢*71).
Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de F(k)
par s. Soit

Mk)=s—-1+s Z ¢' + v(k)gP+L,
1<I<u(k)
On a:
Yn<Mk), Cl¢*n+1+s(g+...+¢" 1)) =0.

LEMME 6. Soit k > 2. Soit F(k) = ¢* —1—s(1+ q+ ... + ¢*71). Soient
u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de F(k) par s.
Soit
Mk)=s—-1+s Z ¢ + v(k)guR+L,
1<i<u(k)
Ona:
V< M), A(@*n+1+s(g+ ...+ ¢ 1) =0.
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LEMMME 7. Soit k > 3. Soit G(k) = ¢* —1—s—3s(¢> + ...+ ¢*~1). Soient
z(k) et y(k) les reste et quotient de la division euclidienne de G(k) par s.
Soit
N(k)=s—-1+s Z ¢ + y(k)qu(k)"'l.
1<i<a(k)
On a:
V< N(Kk), Blg"n+14+s(g+ ...+ ¢ 1)) =0.

Par ailleurs, Yk > 3, F(k) < G(k). La proposition 8 résulte donc
immédiatement des lemmes 6 et 7.

On sait ainsi, grace a la proposition 8, que chacune des sous-suites
(C(g*n+ 14 s(qg+ ...+ ¢*71)))nen débute par au moins M (k) zéros. Pour
s < g—2et g #2,lasuite (M(k))r>2 est de plus strictement croissante. Il
suffit alors que les suites (C(g*n + 1+ s(g + ... + ¢*71)))nen soient toutes
non nulles pour former un ensemble infini. Or on a la proposition suivante,
que nous démontrerons au paragraphe 3.5 :

PRroPOSITION 9. Supposons s # 0 (modp). Soit k un entier > 3. Soit

Qk)=-1+s > 4.
1<i<qk -k
On a
C(* Q)+ 1+ s(g+ ... +¢" 1) 0.

Par conséquent, si s # 0 (p), ’ensemble
{(C(g" n+1))new; k> 0; 0< 7 < ¢* -1}

est infini. On déduit alors du théoréme de Christol, Kamae, Mendes France

et Rauzy, les transcendances de ﬁ—:( (3) et de gnﬂ sur Fy(z), pour ¢ # 2 et
1<s<q—2.

Il reste alors & traiter le cas ou s = 0 (p). Considérons le morphisme
de Frobénius défini par F : z — zP. Soit ¢ la plus grande puissance de p
qui divise s. 1l existe r entier non nul tel que s = p’r. On a r Z 0 (p) et
1 < r < g— 2. On sait alors que {(r)/II" est transcendant sur Fy(z). Par

conséquent, (((r)/II")?" est aussi transcendant sur F,(z). Or

() = (4p)- T2
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JF étant un morphisme additif et multiplicatif, on a

Fn=F > (@1—) = > (é—p,):c(s).

GeL, [z] GEel, [«]
G unitaire G unitaire

pt
Par conséquent (%’;—l) = (1'(13; .

On a donc montré le théoréme 3, & savoir : {(s)/II° est transcendant sur
Fy(z) pour tout s tel que 1 < s < ¢ —2 et pour g # 2.

Notons qu’en appliquant le morphisme de Frobénius & ¢ (1)/11, on obtient
que ((p')/II?" est transcendant sur F,(z) pour ¢ # 2 et pour tout ¢ > 0.
On a, en particulier, que ((g*)/ 17 est transcendant pour tout ¢ > 0.

3.3 Preuve du lemme 6
On note (Ax(n))nen la suite définie par :
Vn €N, Ax(n) = A(¢" n+ 14 s(¢+ ... + ¢*71)).

Soit k > 2. Soit » € N tel que Ak(n) # 0. Selon la proposition 6, 3 (#5)jen

avec pj € {0,1,...,s} et u; = 0 pour j assez grand, tels que :
+ oo )

Fnt+1+s(g+...+q¢ Y= Zuj(q’ -1),

Jj=1

c’est-a-dire,

¢t lts(gt -+ )= 3 ui@ -1+ > mle - 1),
1<5<k -

On pose 0 = Zj’z";’ Kj. On a

ntlts(g+ o+ =Y wd +> g o
1<i<k I>k

Par conséquent, I\ > 1 tel que 0 = Ag* + El<j<k—l(”j —38)¢’ —1. On en
déduit que o

n= (=Mt ) + 3 g’ .
ket 35, M=0=3, kb
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Autrement dit,

(4) n=(=A+pe)+ Y. g,
I>k et E,>k m=38

avec

k-1
S=X"+) (wi—9)d =Y ui—1.
i=1

i<k

Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous cette forme. On vérifie
alors que ¢*n + 1 + s(q + ... + ¢¥~1) peut se décomposer comme

+o0
Zuj(qj —1), avec p; € {0,1,...,s} et p; = 0 pour j assez grand .
i=1

el .)> valeur qui

peut étre éventuellement nulle, donc on ne connait pas la valeur de Ag(n)

pour n de la forme (4). Plus exactement, on a montré que si n n’est pas de
la forme (4), alors Ag(n) = 0.

Néanmoins, on ne connait pas la valeur modulo p de

Soit M (k) le plus petit entier pouvant s’écrire sous la forme (4). On a :
Vn < M(k), Ax(n) = 0.

On vérifie que M (k) est obtenu pour

A=1,

i =0pour 1 <j<k,

Bk =S,
Z,u,l:qk—l—s(1+q+...+qk_l).

>k

Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de
¢F—-1-s(1+q+..+¢" 1) pars. Ona

" —1—5s(14q+ ...+ ¢ 1) = u(k)s + v(k).
Or s<q-—2. Dot

qk——1—3(1+q—l—...+q”°’1)21—|—...-{-qk'1 > s.
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Par conséquent u(k) > 1 et M(k) =s—1+ 83> 1cur) ¢" + v(k)gUR+1,
ce qui acheve la preuve du lemme 6.

3.4 Preuve du lemme 7

On note (Bx(n))nen la suite définie par :
vn €N, Bi(n) = B(¢" n+ 1+ s(g+ ...+ ¢" ).

Soit k > 3. Soit n € N tel que Bi(n) # 0. Selon la proposition 7, 3 7 > 1,
I(pj)jen avec pj € {0,1,...,s} et p; = 0 pour j assez grand, tels que :

+ o0

¢*n+1+s(g+ ..+ ) =sg+.-+)+ Y pild -1
Jj2i+1

On pose 0 = Ej';f +1 1j- Nous allons distinguer trois cas suivant la position
de 7 par rapport a k.

Cas1:sii>k,ona
. +w .
Fn+1=s(¢"+.. +¢)+ Z Kiq’ —o.
Jj2itl
Par conséquent, 3\ > 1 tel que 0 = —1 + AgF. On en déduit que

n=—-\+s Z ql+ Z ,ujqj—k. .

0<i<i—k j>iet 2j>i ni=o

Autrement dit,

n=-A+s Z ¢ + E ujqj‘k.

0<I<i—k i>iet ;o pi=Agk—1

On vérifie réciproquement qu’un tel n convient.

Le plus petit entier N1(k) de cette forme est obtenu pour
A=1,
1=k,

Z#J:qk—l-

i>k
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Soient 1 (k) et y1(k) les reste et quotient de la division euclidienne de ¢*—1
par s. On a

¢ — 1= sz1(k) + yi(k).
Or s < ¢ —2.D’%u z1(k) > 1. Ny(k) s’écrit alors

Niy(k)=s—-1+s Z ¢ + y1 (k)= B+,
1<z (k)

Cas 2:sii=k—1,0ona
+ 00 '
¢*n+1= Z,ujq’ - 0.
izk
Par conséquent, 3\ > 1 tel que o = —1 4 Ag*. On en déduit que
i>ket Yoy ui=—14AgF—py

On vérifie réciproquement qu’un tel n convient.

Le plus petit entier N(k) de cette forme est obtenu pour

A=1,
Bk =S,
Zm=qk—1—3-

>k

Soient z(k) et y2(k) les reste et quotient de la division euclidienne de
¢*—1—-spars. Ona:

¢F —1— s =szy(k) + 1 (k).
Or k > 3 et s < g— 2. Par conséquent z2(k) > 1. On a de plus :
z2(k) = x1(k) — 1 et ya(k) = y1(k). Na(k) s’écrit alors

Ny(k)=s—-1+s Z ¢+ ya(k)g= W+,
1<i<z2 (k)

Cas 3:511<i<k-2,0ona

+ o0
Fntl+s(@™++¢F )= > wd + ) e -
i+1<<k—1 k<l
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Par conséquent, 3\ > 1 tel que 0 = —14 Agk + iv1<i<h—1 (i — s)¢’. On
en déduit que B

n=pe-A+ Y md
I>ket 3o, =S

avec - .
S=o-Y pm=-1+A"+ Y (-9 - Y
i<k j=i+1 j=i+1
On vérifie réciproquement qu’un tel » convient.

Le plus petit entier N3(k) de cette forme est obtenu pour

A=1,
i=1,
Kk =S,

pj=0pour2<j<k—1,

Z,ul =¢ —1-s—s(®+..+ ).
1>k

Soient z3(k) et ys(k) les reste et quotient de la division euclidienne de
¢F—-1-s5-3s(¢*+..+¢" ) pars. Ona

¢ —1—-5—5(+ ...+ ¢" 1) = sz3(k) + ys(k).
Orgk—1—s—s(q¢®+ ..+ ¢ 1) > sq pour s < g —2, d’o z3(k) > 1. De
plus z3(k) = z2(k) — (¢ + ... + ¢"71) et ya(k) = y2(k). Na(k) s’écrit alors

Nak)=s—1+s Y ¢ +ys(k)gF*.
1<i<z3(k)

On a
z1(k) > za(k) > z3(k) et y1(k) = ya(k) = ya(k).

Par conséquent,
Nl(k) > Nz(k) > Ng(k)

N3 (k) est donc le premier entier n tel que ¢¥Fn + 1+ s(g+ ...+ ¢*~1) puisse
s’écrire sous la forme

s(q+ - +q)+ D uild - 1),
iz
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avec ¢ > 1, p; € {0,1,...,8}, u; = 0 pour j assez grand. On en déduit,
selon la proposition 7, que :

Vn < N3(k), Bg(n)=0.

3.5 Preuve de la proposition 9
Montrons le lemme préliminaire :
LEMME 8. Soit n tel que A(n) # 0, alors B(n) = 0.

Soit n tel que A(n) # 0. Selon la proposition 6, 3 (u;)jen avec p; €
{0,1,...,s} et p; = 0 pour j assez grand, tels que

+o00 )
n=Y (g - 1)

i=1
Supposons B(n) # 0. Selon la proposition 7, 3 7 > 1, 3 (§;);en avec §; €
{0,1,...,s} et §; = 0 pour j assez grand, tels que

. +w .
n=s(g+..+a)+ Y, &g’ -1).
2k+1

Nécessairement n # 0. Soient L = sup{l, y; # 0} et J = sup{j, §; # 0}.
On a vu que :

T
Vr €N, qui <q 1.
’ i=1
Par conséquent, L = J et u; = é5. On obtient ainsi, par récurrence, que
s(g+...+¢") = X;_; (g’ — 1), ce qui est impossible. On a donc B(n) = 0.

Revenons a la preuve de la proposition 9. Supposons s # 0 (p). Soit

Qk)=-1+s > 4.

1<I<(g* ~k)

Q(k) s’écrit sous la forme (4), définie au paragraphe 3.3, avec

A=s,
pij=spour1<j3<k-1,
pe=s-1,

w=spour 1+k<I<qg*, u1=0pour12qk+1.
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On a
k k-1
Q)+ 1+ s(g+ ... +¢°7)

=s| Y @-D]+6-D-D+s| Y (¢ -1

1<j<k-1 k<i<q*

D’ot, selon la proposition 5,

Ax(Qr) = Cfl—)(—l)sq“l =5(-1)7 1,

On a donc montré que, pour s # 0 (p), Ax(Qr) # 0. I résulte alors du
lemme 8 que Bx(Qx) = 0. Par conséquent, C(¢¥*Qr+1+s(g+...+¢*71)) # 0.

Il reste & étendre la preuve exposée ici au cas plus général ot s # 0 (¢ —
1), c’est-a-dire montrer que ((s)/II® est transcendant sur Fy(z) pour tout
s non divisible par ¢ — 1. La plus grande complexité de ’expression de
¢(s8)/1I° pour s > ¢ pose alors des problemes combinatoires apparemment
difficilement surmontables.
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