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Quelques mots sur la droite projective réelle

par J.-P. BOREL ET F. LAUBIE

I. Introduction

Étant donné un nombre réel 0, la suite ([n + 1)9J - [0]) souvent
appelée mot caractéristique de 0 est formée de 0 et de 1. Elle a été étudiée
par de très nombreux auteurs depuis Bernoulli en 1772 [1] et Christoffel,
en 1875 [7] jusqu’à S. Ito et S. Yasutomi en 1990 [9] et T. C. Brown en
1991 [4]. Ces derniers caractérisent les mots caractéristiques des nombres
irrationnels comme des points fixes de certaines substitutions.

En fait ce résultat trouve sa vraie place dans une théorie fondée sur les
suites de Farey, la représentation bien connue de Félix Klein des fractions
continues ainsi que sur la factorisation des monoïdes libres par les mots
de Lyndon (voir, par exemple, [12] ou [16]) ; cela consiste à identifier la
droite projective réelle lP1 à un ensemble L de suites de 0 et 1 appelées
mots de Christoffel de sorte que l’action des homographies de sur

IP1 corresponde à celle de certaines substitutions sur L.

L’objet de cet article est d’exposer cette théorie et quelques applications
arithmétiques avec des preuves complètes. La plupart des résultats que
nous présentons ont été annoncés dans deux notes aux Compte-Rendus
de l’Académie des Sciences de Paris ([3] et [10]). Dans [10], le théorème
à l’origine de ce travail, qui caractérise les nombres quadratiques comme
les pentes des mots de Christoffel infinis fixes sous l’action de certaines
substitutions (voir le corollaire au théorème 5 ci-dessous), a été attribué
à T. C. Brown. En fait ce résultat avait été établi (sous une forme assez
différente, il est vrai) par S. Ito et S. Yasutomi deux ans auparavant ~9J. Il
a été plusieurs fois réétudié depuis ([5], [6], [11]).

Dans une première partie, nous présentons les mots de Christoffel primi-
tifs finis ou si l’on préfère les plus petites périodes des mots caractéristiques
des nombres rationnels. Nous montrons que ce sont en fait les mots de

Lyndon maximaux. À ce titre ils jouissent d’une factorisation en mots de

Manuscrit reçu le 28 octobre 1991.
Les résultats contenus dans cet article ont été exposés au colloque "Thémate",
(CIRM, Luminy, Mai 1991).



24

Lyndon dite factorisation standard [12]. Nous montrons que cette factorisa-
tion standard est leur unique factorisation en mots de Christoffel primitifs.
Il en découle une construction systématique des mots de Christoffel qui est
analogue à la partie "finitiste" de la construction de Rauzy [14] ou encore
à la construction de Raney [13].

Dans la deuxième partie, on étudie les mots de Christoffel primitifs in-
finis. Leur construction, qui est un prolongement naturel du cas fini, est
analogue à celle des mots sturmiens proposée par Rauzy [14] ; elle fournit
le développement en fraction continue de leurs pentes. On peut identifier
l’ensemble IL+ des mots de Christoffel infinis primitifs commençant par 0,
muni de l’ordre lexicographique induit par 0  1, à l’ensemble ordonné
R. + des nombres réels positifs. Autrement dit un mot de Christoffel infini
primitif peut être considéré comme une écriture particulière d’un nombre
réel.

La troisième et dernière partie traite des substitutions de mots de

Christoffel, et en particulier d’une classe de substitutions dites standard,
qui jouent sur l’ensemble des mots de Christoffel le rôle des homographies
j (a, b, c, d e Z et ad - bc = ~13 sur la droite projective réelle. Ainsi
les propriétés classiques du groupe modulaire ont une traduction en ter-
mes de substitutions de mots de Christoffel. De plus, cette théorie met en
évidence les rapports entre les nombres quadratiques et les mots de Christof-
fel fixes par certaines de ces substitutions, ce qui redonne le théorème de
Ito-Yasutomi [9]. Enfin, en application de ceci, nous proposons une élégante
démonstration combinatoire de l’existence de solutions non triviales des

équations de Pell-Fermat, due essentiellement à J. Riss [15].
Les auteurs tiennent à remercier les professeurs J. Shallit de l’Université

de Waterloo pour son aide et J. Riss de l’université de Bordeaux car nous
nous sommes largement inspirés de son travail original sur les suites de
Farey (15~.

II. Mots de Christoffel et mots de Lyndon

1. Mots de Christoffel

Dans cet article, x désigne l’alphabet {0,1} et X* le monoïde libre
engendré par X. Si f est un mot non vide appartenant à X*, on note
Iflo (resp. If 11) le nombre d’occurrences de 0 (resp. de 1) dans f, 1 =
If Io + If Il la longueur de f et r(f) = !/!i/)/!o E Q U {+00}. Si f = uv où
u et v sont des mots de X* on dit que u est un préfixe de f et que v en
est un suffixe ; pour tout entier n &#x3E; 1, on note u’ = u...u avec n facteurs
u ; on désigne par u°° le mot infini périodique de période u. On dit que le
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mot f e X* est primitif si f est distinct de tous les mots avec u e X*
et n entier &#x3E; 2. Enfin, pour tout f e X*, on désigne par - f le mot f lu à
l’envers.

DÉFINITIONS. Un mot f E X* est dit de Christoffel, si pour tout préhxe f’
de f on a :

Dans la suite, de tels mots de Christoffel f seront qualifiés de positifs, alors
que ces mêmes mots lus à l’envers, -f, seront appelés mots de Christoffel
négatifs.

Exemple. Pour tous entiers positifs p et q premiers entre eux, le mot

al a2...aq E X* avec [n q, - [(n - 1) 9, - [P-] est un exemple deq q q

mot de Christoffel [7] dont l’étude par Jean Bernoulli remonte à 1772 [1].

Notations et Conventions. Désormais pour tout mot de Christoffel f,
on note f, = Ifl1 si f est positif, f, si f est négatif, dans tous
les cas fo = I f Io et p( f ) = fi / fo ; on dit que p( f ~ est la pente de f . Les
seuls mots de Christoffel à la fois positifs et négatifs sont 0 et 1 ; dans
la suite le symbole 11 prendra la valeur +1 si 1 est considéré comme un

mot de Christoffel positif et -1 dans l’autre cas ; il ne sera utilisé que
lorsqu’aucune ambiguïté ne sera posssible.

2. Illustration géométrique

Elle consiste à associer à tout mot f dans X* un "chemin dans la grille"
N x ~8+ U R + X N dessinée dans le plan : à chaque occurrence de 0 dans
f correspond un pas horizontal dirigé vers la droite et à chaque occurrence
de 1, un pas vertical dirigé vers le haut.

Soit r e on désigne par Fr l’ensemble des mots f non vides
tels que r( f’)  r pour tout préfixe non vide f’ de f ; ce sont exactement les
mots dont le chemin est situé au-dessous de la droite vectorielle de pente r
dans 1E82. Si r E Q+ U {+00}, parmi les chemins des mots de FT, les chemins
les plus proches des segments de droites joignant leurs extrémités, (c’est-
à-dire ceux pour lesquels les domaines ouverts compris entre eux-même et
les segments joignant leurs extrémités ne contiennent pas de points entiers,
i. e. à coordonnées entières), sont les chemins des mots de Christoffel de
pente r.
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En ce qui concerne les mots de Christoffel négatifs, on les représente par
des chemins dans la "grille" N x U x 7G- : à chaque occurrence de
0 correspond toujours un pas horizontal dirigé vers la droite mais à chaque
occurrence de 1 correspond un pas vertical dirigé vers le bas. Ainsi, si f
est un mot de Christoffel négatif sa pente est p( f ) = -r( f ) == -T(- f ) ==
-P(-f).

001010010101 est un mot de Christoffel positif de pente ’ alors que
101010010100 est un mot de Christoffel négatif de pente ~.

Figure 1

Dans la suite, nous utiliserons souvent le :

LEMME. Pour tous mots non vldes 2c et v, on a :

avec égalités si et seulement si = r(v).

L’interprétation géométrique rend ce résultat suffisamment évident.
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3. Mots de Christoffel primitifs

Munissons l’ensemble de l’ordre lexicographique induit par 0 
1. Étant donnés deux mots f et g tels que f  y et que f ne soit pas un
préfixe de g, il existe un mot m E X* tel que m0 soit un préfixe de f et
ml un préfixe de g ; si f est un mot de Christoffel positif de pente p, alors

 p  p(ml), donc g e Fp et comme f  ml  g, on en déduit que
f est le plus grand des mots de FP de longueur If 1. Les propriétés suivantes
en résultent aussitôt :

1. Étant donnés deux mots de Christofiel de même pente, l’un d’eux est
un préfixe de l’autre.

2. Étant donné un couple d’entiers naturels (p, q), il existe un unique
mot de Christoffel f de pente P- et de longueur p + q. En outre, si p = 0 on
pose d = q, p’ = 0 et q’ = 1 ; si q = 0 on pose d = p, q’ = 0 et p’ = 1 ; si p et
q sont non nuls, on note d leur p.g.c.d. et on pose p = dp’ et q = dq’ ; dans
ces conditions, le mot de Christofiel g de pente q et de longueur p’ + q’ estq

primitif et f = gd.
3. Les mots de Christoffel primitifs sont les mots de Christoffel f pour

lesquels p( f’)  p( f ) quel que soit le préfixe strict non vide f’ de f ou
encore pour lesquels p(f ") &#x3E; p( f ~ quel que soit le suffixe strict non vide f"
de f .

4. Si f est un mot de Christoffel positif avec r = p( f ) alors f est un
préfixe de tous les mots de Fr qui lui sont supérieurs.

5. Étant donnés deux mots f et g tels que f  g, si f est un mot de
Christoffel positif, alors il existe un préfixe g’ de g tel que f = g’ ou tel que
f  g’ et p(f )  P~9~)~

6. Si f et g sont deux mots de Christoffel primitifs positifs alors :
f  9 ~ p(f)  p(g).

4. Mots de Lyndon maximaux

On rappelle qu’un mot de Lyndon de X* relatif à un ordre lexicographi-
que sur X* est un mot qui, pour cet ordre, est inférieur à tous ses suffixe.
De plus un mot de Lyndon f distinct de 0 et de 1 peut s’écrire f = uv où
u et v sont eux-même des mots de Lyndon ; quand v est choisi de longueur
maximale, on note v = fô, u = J’Y et l’expression f = J’Y18 est connue sous
le nom de factorisation standard de f [12].
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THÉORÈME 1. Soit r E Q+ U (resp. soit r e Q- U ~-oo}~. Le mot
de Christoffel primitif de pente r est le mot de Lyndon maximal parmi les
mots de Lyndon de pente r pour l’ordre lexicographique sur X* induit par
0  1 (resp. induit par 1  0) ; de plus sa factorisation standard en est
l’unique factorisation en mots de Christoffel primitifs.

Preuve. Il suffit clairement de limiter la preuve aux mots de Christoffel

positifs. Soit donc f l’unique mot de Christoffel primitif de pente r &#x3E; 0

(voir la propriété 2 ci-dessus). Soient f’ et f" des mots non vides tels que
f = f’ f" ; tout préfixe de f et donc aussi de f’ f est de pente  r ; si

f  f’ f alors d’après la propriété 4, f serait un préfixe de f’ f donc f"
serait un préfixe de f ce qui est impossible puisque p( f"~ &#x3E; p(f ) ; on a
f &#x3E; f’ f ou encore f" &#x3E; f , ce qui prouve que f est un mot de Lyndon.

Soit g un autre mot de Lyndon de pente r et montrons que f &#x3E; g.

Supposons que f  g ; d’après la propriété 5 précédente, il existe un préfixe
g, de g tel que gl = f ou alors g, &#x3E; f et p(gi) &#x3E; r ; dans tous les cas,
le mot hl tel que g = glhl vérifie hl = 0 ou g  hl et donc f  hl ; si

hl = QJ, soit 92 un préfixe de hl tel que p(g2) &#x3E; r, (avec égalité seulement
si g2 = f), et soit h2 e X* tel que hl = g2h2 ; on a alors g = gig2h2 avec
h2 = 0 ou g  h2 ... et ainsi de suite, si bien que y s’écrit :

Pour que g soit de pente r il faudrait que p(gi) = p(g2 ~ _ ~ ~ = P(gk) = r
c’est-à-dire que gl = g2 = ~ = 9k = f , donc g qui n’est pas un mot
de Lyndon sauf si k = 1. Supposons maintenant que le mot de Christoffel,
primitif positif f est distinct de 0 et de 1. Soit le préfixe strict de longueur
minimale tel que p(f’Y) = max p(g), g parcourant l’ensemble des préfixes
stricts non vides de f ; c’est clairement un mot de Christoffel primitif. On
note fs le suffixe de f tel que f = on sait que &#x3E; p( f ). Soit u un
préfixe strict non vide de fb ; comme u~  p( f~~y ) on a p(~~  p(f’Y) mais
p(f.y)  p(fô) ; donc p(u)  si maintenant v est un mot de même

longueur que u tel que p(v) &#x3E; p(u) alors u)  p( f~~y v) et comme f est de
Christoffel p( f~~yv) &#x3E; p(f) = donc, puisque Ivl  ~ Ifsl, p(v) &#x3E; p(fs) ;
fs est donc un mot de Christoffel primitif.

L’interprétation géométrique des mots de Christoffel primitifs f est par-
ticulièrement pertinente pour trouver l’unicité de la factorisation f = 
où J’Y et fs sont également des mots de Christoffel primitifs.
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f , f,y et f6 ont respectivement 0, O, N pour origines, et M, N, M pour
extrémités. P2Q2, P3Q3 ~ ~ ~ sont parallèles à OM et équidistantes.

(Pour la clarté de la figure, le repère n’est pas normé, en  1

et MN &#x3E; 1).

Figure 2

On sait déjà que f n’admet pas de suffixes non vides h tels que Ihl  lf6l et
p(h)  p(f’Y). Il s’agit donc de prouver qu’il n’y a pas non plus de suffixe
non vi des h de f tels que Ihl &#x3E; et p(h)  ou, ce qui revient
au même, que sur la figure ci-dessus, le domaine triangulaire fermé OMPk
ne contient pas d’autres points entiers que 0, M, N, Q2 , G.~3, ~ ~ ~ , 
Pk. Or on sait déjà que les seuls points entiers du domaine fermé OMN
sont 0, M et N ; et donc qu’il y a pas d’autre point entier ,S’ dans le

domaine fermé ONP,, car alors serait un point entier dans OMN.
Maintenant s’il y avait un point entier T autre que Qi ou Qi+l dans le
domaine fermé Pi+, alors Qi-1 + Q i T serait un point entier dans
Qj-i QiPi ; ce qui prouve notre assertion par récurrence.

5. Intervalles standard

Étant donné un nombre rationnel x, convenons d’appeler x l’écri-

turé canonique de x si p e Z , q e N)(0) et si p et q sont premiers entre
eux ; l’écrit ure canonique de +00 sera ) et celle 01.
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DÉFINITIONS. Étant donnés deux mots de Christoffel primitifs positifs,
(resp. négatifs), f et g, l’ensemble des mots de Christoffel primitifs h tels
que f  h  g pour l’ordre lexicographique sur X* induit par 0  1 (resp.
induit par 1  0) s’appelle un intervalle et est noté ( f, g) ; l’intervalle ( f, g)
est dit standard si, les pentes de f et g étant écrites sous forme canonique
p( f ~ = Q, p(g) == ;, on a qr - ps = 1, c’est-à-dire si (p( f ~, p(g~~ est un
intervalle de Farey (voir par exemple ~8), ch. III).

Interprétation géométrique. Étant donnés deux mots de Christof-
fel primitifs f et g on appelle déterminant du couple ( f, g~ et on note
det (f, g), l’aire algébrique du domaine limité par les chemins des mots fg
et g f en comptant positivement l’aire des carrés situés au-dessus du chemin
de fg et négativement l’aire des autres. En fait, 1 det (J,g)1 est égal à l’aire
du parallélogramme P( f, g~ dont les sommets sont l’origine et les extrémités
des chemins de f, g et fg. C’est aussi le nombre de points entiers du tore
dont P( f, g) est le domaine fondamental. La démonstration de tout ceci est
bien classique : il suffit de remarquer que det (. , .) est une forme Z-linéaire
alternée en ce sens que, pour tous mots de Christoffel primitifs u, v et w on

Autrement dit, en notant les pentes de f et de g sous forme canonique :
p(f) = q et p(g) = ~, on a det ( f, g) = qr - ps. En particulier, si l’intervalle
( f, g) est standard, alors les points entiers situés sur les chemins de fg d’une
part et de g f d’autre part coïncident à l’exception d’un seul d’entre eux.

si f = 001 et g = 00101, alors det (f,g) = +1.

Figure 3



31

Propriétés et définitions.

PROPOSITION 1 ET DÉFINITION. Étant donnés deux mots de Christofiel
primitifs f et g, l’intervalle ( f, g) est standard si et seulement si fg est un
mot de Christoffel primitif; fg s’appelle alors le mot médian de l’intervalle
standard ( f, g).

Preuve. Compte tenu de ce que - fg = (-g)(-f), il suffit de prouver la
proposition 1 pour les mots de Christoffel positifs. Soient f et g deux mots
de Christoffel primitifs positifs. Remarquons d’abord que si f g est un mot
de Christoffel primitif alors il est déjà écrit sous forme de sa factorisation
standard, en particulier on a alors f  g. Considérons les chemins des
mots f et g, les segments de droite joignant les extrémités de ces chemins
et le parallélogramme P( f, g) construit sur ces deux segments. Dire que
l’intervalle (f,g) est standard c’est dire que le chemin fg passe par tous
les points entiers du chemin de g f à l’exception d’un seul de ceux-ci qui
se trouve être l’extrémité du chemin de g c’est-à-dire un sommet du pa-
rallélogramme P(f,g), (voir figure 3). Comme f et g sont des mots de
Christoffel primitifs, il en résulte que det ( f, g) _ +1 si et seulement si

l’intérieur du parallélogramme P( f, g) ne contient pas de points entiers
c’est-à-dire si et seulement si le mot fg est un mot de Christoffel primitif.

COROLLAIRE 1. Si m est un mot de Christoffel primitif de l’intervalle stan-
dard ( f, g) distinct de f et g alors + Igl.

Preuve. En effet le parallélogramme P( f, g) de la preuve de la proposition
1, ne contient pas de point entier dans son intérieur.

COROLLAIRE 2. Si ( f, g~ est un intervalle standard alors (fg,g) et (f,fg)
sont aussi des intervalles standard.

Preuve. En effet si les points entiers des chemins des mots f g et g f
coïncident à l’exception d’un seul, il en est de même pour les chemins des
mots f fg et fgf d’une part et des mots fgg et gfg d’autre part.

Notations. Si I = ( f, g) est un intervalle standard, on note I- - ( f, fg)
et I+ _ ( fg, g~ ; soit c.~ = avec wj E ~-f-, -~ une suite finie de
signes, on définit par récurrence l’intervalle standard I‘~ en posant :

On a ainsi défini une opération de l’ensemble f +, -1* des suites finies de
signes sur l’ensemble des intervalles standard.
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Dans la suite, on note L) (resp. l’intervalle standard (0,1) (resp.
l’intervalle standard (l, 0)) où 1 est considéré comme un mot de Christoffel
positif (resp. négatif) et on pose ILo = JLü U 1Lô ; c’est la liste ordonnée
lexicographiquement de tous les mots de Christoffel primitifs.

PROPOSITION 2. Les intervalles standard sont les intervalles de la forme
w parcourant I’ensemble {+, 2013}* des suites finies de signes. Les mots de

Christoffel, primitifs distincts de 0 et 1 sont les mots médians des intervalles
standard.

Preuve. Il suffit de prouver que les intervalles standard positifs sont les
intervalles de la forme parcourant l’ensemble {+?2013}* des suites
finies de signes et que les mots de Christoffel primitifs positifs distincts
de 0 et de 1 sont les mots médians des intervalles standard positifs. Tout
d’abord, il est clair que les mots médians des intervalles standard de la
forme w parcourant t+, -1*, sont des mots de Christoffel primitifs
positifs. Montrons qu’il n’y en a pas d’autres (sauf 0 et 1) : soit m un mot
de Christoffel primitif positif distinct de 0 et 1 ; posons fo = 0, go = 1 ;
si m ~ 01 alors ou bien m e et on pose fi = = ou bien

m e L+ + et on pose f, = fogo, 9’1 = go. On construit ainsi par récurrence
deux suites ( fn ) et (gn ) telles que pour tout n &#x3E; 1, on ait m E (fn,9n)
et f n = fn-lgn-1, gn = 9,-l ou alors f n = fn-1, gn = pourvu

que m =1 fn-ign-1- Comme, d’après le corollaire 1 à la proposition 1,
la suite d’entiers + est strictement croissante majorée par 
il existe un entier ~V tel que m = fNgN. Maintenant, pour conclure, il
suffit de noter que s’il y avait un intervalle standard positif distinct des
.L+W, w parcourant t+, -1*, son mot médian admettrait deux factorisations
standard distinctes, ce qui contredirait le théorème 1.

Remarques.

1. Quoique les intervalles] - et ~-n, -~-oo(, pour n entier &#x3E; 1,
puissent être considérés comme des intervalles de Farey, les intervalles "lexi-
caux" correspondant ( 1, 011...1 ) et ( 1...110,1 ) ne sont pas considérés comme
standard.

2. Le procédé de construction des mots de Christoffel primitifs suggéré
par la proposition 2 est analogue aux conditions de construction des mots
sturmiens finis établies par Rauzy [14].

COROLLAIRE 1. Deux intervalles standard qui ne sont pas contenus l’un
dans l’autre ont au plus un mot en commum (qui est alors l’une de leurs
extrémités.
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COROLLAIRE 2. Un mot de Christoffel primitif m qui appartient à l’inter-
valle standard ( f, g~ s’écrlt avec les lettres f et g ~c’est-à-dire m 
et cette écriture est unique.

III. Mot s de C hristoffel infinis

1. Mots de Christoffel infinis primitifs

DÉFINITIONS. Etant donnés un mot infini f et un entier n &#x3E; 1, on note

fin le mot fini constitué des n premières lettres de f. On dit qu’un mot
infini f de 0 et de 1 est un mot de Christoffel, primitif infini positif (resp.
négatif) si pour tout il existe n &#x3E; m tel que soit un mot de

Christoffel, primitif positif (resp. leur ensemble est noté L+ (resp.
IL - ) et on pose 1G = IL ! U L+.

Conventions. Désormais IL+ et L+ 0 (resp. et sont munis de l’ordre

lexicographique induit par 0  1 (resp. 1  0) ; les ensembles 1}
et L sont ainsi partiellement ordonnés, deux mots étant comparables s’ils
sont tous deux positifs ou tous deux négatifs.

On rappelle enfin que pour tout u e X*, u°° désigne le mot infini

périodique de période u.

Identifications. Étant donnés un mot de Christoffel primitif fini f et un
entier positif n, le chemin associé au mot fô est celui qui approche
au plus près sans l’atteindre le segment joignant les extrémités du chemin
de f’~ ; de même, à la limite, le chemin associé au mot f-Yf 00 est celui

qui approche au plus près sans l’atteindre la demi-droite de pente p(f).
L’application

est un plongement d’ensembles ordonnés qui permet d’identifier les mots
de Christoffel primitifs finis distincts de 0 et 1 à des éléments de L ; il
est également commode et cohérent d’identifier 0 E Lo avec 10°° E IL- et
1 E Lo avec O 1 °° E IL+, étant bien entendu que 0 et 1 restent les deux
seuls mots de Christoffel pouvant être considérés comme négatifs ou posi-
tifs. Dorénavant les éléments de L appartenant à l’image de Lo seront
représentés par leur écriture de mot de Christoffel primitif fini. Même avec
cette nouvelle convention d’écriture, l’ordre de (resp. IL -) reste l’ordre
lexicographique induit par 0  1 (resp. 1  0), comme le prouve la :


