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Polynômes à groupe de Galois diédral.

par DOMINIQUE MARTINAIS ET LEILA SCHNEPS

RÉSUMÉ - Soit K un corps et K1 une extension quadratique de K. Etant
donné un polynôme P de K1 [X] à groupe de Galois cyclique, nous donnons
une méthode pour construire un polynôme Q de K[X] à groupe de Galois
diédral, à partir des racines de P. Cette méthode est tout à fait explicite :
nous donnons de nombreux exemples de polynômes à groupe de Galois
diédral sur le corps Q.

1. Le problème inverse de la théorie de Galois.

Soit K un corps caractéristique nulle et G un groupe fini. Le problème
inverse de la théorie de Galois pour G sur Ii est de savoir si G se réalise
comme groupe de Galois d’une extension de 7~. Si c’est le cas, l’étape sui-
vante est de chercher à construire explicitement une extension galoisienne de
K, de groupe de Galois G. Il est souvent utile d’avoir de telles réalisations

explicites, entre autres pour étudier le problème inverse de la théorie de
Galois lui-même pour des groupes plus grands. En effet, si G est un groupe
fini dont G est un quotient et si L/h’ est une extension galoisienne de
groupe de Galois G, on se demande si L peut être plongé dans un corps M
tel que MIK soit une extension galoisienne de 7~ de groupe de Galois G.
Si l’on connaît explicitement L, on pourra essayer de calculer l’obstruction.
Si l’on arrive à choisir le corps L de telle façon que cette obstruction soit
nulle, alors on saura que G se réalise comme groupe de Galois sur AB

Dans cet article, nous avons voulu montrer comment obtenir explicite-
ment des polynômes sur Q, à groupe de Galois D» , le groupe diédral d’ordre
2n. Il est connu depuis longtemps (voir par exemple [M]) que les groupes
D~, se réalisent comme groupes de Galois sur Q et même comme groupes de
Galois d’extensions régulières de ~(T), car D» est le produit semi-direct de
deux groupes abéliens, précisément de Cn par C2. Mais ce raisonnement ne
fournit pas directement de polynômes explicites. En utilisant la théorie du
corps de classes de Hilbert, on peut réaliser quelques exemples explicites de
polynômes de groupe de Galois Dp pour p premier : Hilbert lui-même l’a
fait pour p = 3 et 5. Mais il faut chercher un corps quadratique imaginaire
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de nombre de classes égal à p,~ et les calculs deviennent très rapidement
inabordables. Dans leurs travaux, Jensen et Yui [JY] donnent des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un polynôme défini sur Q ait comme
groupe de Galois Dp , où p est un nombre premier. Ils ne donnent dans leur
article qu’une famille paramétrée ayant D~5 comme groupe de Galois, et un
polynôme très grand de groupe de Galois D~ , obtenu par la méthode des
corps de classes de Hilbert. Dans [M], Mestre donne une autre méthode qui
fournit des polynômes à un paramètre de groupe de Galois D5 ou D7. A.
Brumer [B] a trouvé un polynômes générique à deux paramètres à groupe
de Galois D5 que nous donnons dans le §4 : nous le remercions de nous

l’avoir communiqué.

Notre méthode est basée sur deux choses :

(1) la connaissance de familles de polynômes à groupe de Galois cyclique
d’ordre n; Smith [Sm] en a donné lorsque n est impair, ses travaux étant
basés sur des idées de Saltman ~5~;

(2) la structure du groupe diédral comme quotient du produit en couronne
C~ 1 C2 par son sous-groupe isomorphe à la diagonale de C~ x Cn,.

Nous traduisons ces deux idées en termes de corps : autrement dit, nous
cherchons à réaliser le groupe diédral comme groupe de Galois d’un corps
LIK, où L C M et où MIK est galoisienne de groupe de Galois un sous-
groupe de Cn, t C2. Cette extension M sera construite grâce aux polynômes
cycliques.

2. Construction théorique d’extensions diédrales.

Fixons un entier n au moins égal à 2. Soit [{ un corps de caractéristique
nulle. Choisissons une clôture algébrique de K que nous notons f~(. Dans

les constructions que nous allons faire, tous les corps considérés seront des
sous-corps de AB Nous supposons dans toute cette partie que le corps If
satisfait aux conditions suivantes :

. (ii) Il existe une extension galoisienne Li de K~ telle que 
soit cyclique d’ordre n.

Dans ce paragraphe nous montrons comment obtenir des extensions
diédrales de K.
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Pour tout sous-corps 7~ de ~~ et pour tout polynôme U de 7~[A"j, on
note le corps de décomposition de U, c’est-à-dire le plus petit sous-
corps de I~~ contenant ~’’ et les racines de U. Soit P un polynôme unitaire
de de degré n, irréductible et tel que L, = (P). Appelons
conjugaison l’unique élément d’ordre 2 de et pour tout élément
de appelons son conjugué son image par la conjugaison. Introduisons
alors le polynôme P de Ki [X] dont les coefficients sont les conjugués de
ceux de P. Considérons l’extension LZ de Iii définie par L2 = (P). Le
groupe de Galois est cyclique d’ordre n. En effet, si u : Li -
L2 est un isomorphisme de corps qui prolonge la conjugaison de on a

alors = uGal(Li 
Soit M = L,.L2. L’extension est galoisienne et l’homomorphisme

est injectif. De plus, c’est un isomorphisme si et seulement si Li nL2 = 
Puisque PP E on a M = d)), donc en particulier M
est une extension galoisienne de Ii et on a la suite exacte suivante :

Dans toute la suite, écrivons P = ri) où les racines de P
sont numérotées de telle façon que l’application ri ~ ri+1 définisse un

générateur de Nous dirons dans ce cas que les racines de P
sont bien numérotées.

PROPOSITION 2.1. Supposons qu’il existe 7 E tel que r2 =

id Aq et soit la conjugaison de Ki. Alors est isomorphe
à un sous-groupe du produit en couronne Cn.lC2. Plus précisément, il existe
un sous-groupe A de C~ x C~ symétrique par rapport à Ia diagonale et tel
que soit isomorphe au produit semi-direct A )J C2, où l’élément
non-trivial de C2 opère sur A par permutation des facteurs.

Démonstration. On a = L2. On a donc un monomorphisme
~ : : Z/nZ x où 0(o-) = (j, k) si u(ri) = et

u(r(ri» = pour tout i e 7l/n71. Si (j, k) est dans l’image de 0, no-
tons Uj,k l’élément D’autre part, est un sous-groupe

distingué de et = donc le

groupe est produit semi-direct de { par il
est immédiat de voir que T opère sur par rUj,kr-1 = Uk,j pour
tout (j, k) E d’où la proposition.
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Enonçons maintenant le théorème principal.

THÉORÈME 2.2. Supposons que l’entier n soit au moins égal à 3 et qu’il
existe r E tel que T2 = idiB1 et que TI K1 soit la conjugaison de
Kl. Soit, pour tout k dans Z/7Z, sk défini par

et soit Q le polynôme de M[X] défini par

On a alors

(i) le polynôme Q est à coefficients dans Ii;
(ii) supposons que Q n’ait que des racines simples et posons

L = DT«Q). Alors le groupe de Galois Gal(L/I~) est isomorphe à
un sous-groupe d u groupe diédral D~, . De plus, il est isomorphe à
Dn si et seulement s’il contient un élément d’ordre n.

Démonstration. (i) Soit il est immédiat que l’on a

pour Z/nZ. Il vient donc

D’autre part, il est clair que l’on a 7(Sk) = pour tout k E Z/nZ. Par
suite on a Q = Les coefficients de Q sont donc invariants
par Gal(MIK), donc dans Ii .

Le groupe est isomorphe au quotient Gal(M/K)/Gal(M/L).
Il faut donc calculer le groupe Gal(M/L). On a

tout k E Les racines de Q étant simples, on a sk

pour tout k E si et seulement si i = j. D’autre part, puisque
n &#x3E; 3, il existe k e 7l/n71 tel que 2k # 0. Par suite Gal(M/L).
On a donc Gal(M/L) = Rappelons que l’on a
un monomorphisme 1 C2 et donc un homomorphisme
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D~, dont le noyau est exactement Gal(M/L) d’après le cal-
cul précédent. Gal(L/Ii ) est donc isomorphe à un sous-groupe de Dn . Il
est clair que si Gal(L/Ii ) est isomorphe à D~ il contient un élément d’ordre
n. Réciproquement, supposons que Gal(LIK) contient un élément d’ordre
n. Cela veut dire qu’il existe a E Gal(M/I~) tel que n soit le plus petit en-
tier positif tel que un E Gal(M/L). Soit donc un tel u. Pour tout élément

de on a = et donc appartient à
Gal(M/L). Par suite a est nécéssairement dans Le groupe

a donc au moins 2n éléments : les classes modulo

Gal(M/L) de o- k et de ruk pour k E ~0, ... , n - 1 } . C’est donc D~.

0

Etant donné un polynôme cyclique P défini sur Ii , notre construction
repose sur l’existence d’un élément T d’ordre 2 de Gal( M / /() qui prolonge la
conjugaison de KI. Voici alors quelques résultats théoriques sur l’existence
d’un tel élément.

LEMME 2.3. Si n est impair alors il existe un élément de Gal(M/Ii ) d’ordre
2 qui prolonge la conj ugaison d e 

Démonstration. La, suite

étant exacte, soit u un élément de Gal(M/Il) qui prolonge la conjugaison
de Ki. Puisque n est impair, u" prolonge aussi la conjugaison. Mon-

trons alors que u" est d’ordre 2, c’est-à-dire que l’on a = idiB1. On a
u2 E or est un sous-groupe de C~, x Cn , groupe
d’exposant n. Par suite on a (u2)" = idiB1, d’où le résultat.

0

LEMME 2.4. Si on a Li n L2 = Ki alors il existe un élément d’ordre 2 de
qui prolonge la conjugaison de 

Démonstration. Puisque l’on a Li = DT(l (P) et L2 = DT(l (P), il existe
un isomorphisme de corps u : LI --~ L2 qui prolonge la conjugaison de
Ki. Comme on a Li il vient ul T., nT’2 = Soit alors
T : M 2013~ M l’unique isomorphisme de corps tel u et = u"~.
Il est clair que r est un élément d’ordre 2 de et que r prolonge
la conjugaison de 
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Remarque 2.5. Ce dernier lemme est impraticable, c’est-à-dire que pour
un polynôme P donné on n’a généralement pas de critère simple pour tester
si les extensions L, et L2 sont disjointes ou non. Par contre, lorsque n = 2,
ce n’est pas difficile de choisir P pour que les extensions L, et L2 soient
disjointes.

Pour construire des polynômes diédraux pour n quelconque, nous procé-
dons en "mettant ensemble" les différents morceaux provenant des puis-
sances, de premier divisant n, selon la méthode de la proposition 2.6. Avant
d’énoncer cette proposition, fixons quelques notations. Soient ni et n2 deux
entiers premiers entre eux et soit n = Soit Pi = a;)
(resp. P2 = un polynôme irréductible de tel que
le groupe de Galois de D j~, (Pi ) sur Ki (resp. de DK1 (P2 ) sur soit cy-
clique d’ordre ni (resp. n2 ) . De plus, supposons que les racines de Pi (resp.

sont bien numérotées. Soient les extensions Mi = D1«P1 P-l(X2-d»)
et M2 = D j~ (P2 PZ (X 2 - d)) , et posons M = Mi M2. Dans la proposition
2.6 nous construisons un polynôme P E /1 [X], irréductible de degré n, tel
que (P) = (P, )D¡B1 (P2) et dont le groupe de Galois est cyclique
d’ordre n. Smith [Sm] a énoncé cette construction sans la démontrer. De
plus, nous allons indiquer comment l’existence d’un T sur M se ramène à
l’existence d’un 7-1 sur Nf~ et d’un TZ sur M2. Notons çli et ~2 les surjections
canoniques 01 : et ~2 : 7l/ n2 7l.

PROPOSITION 2.6. Pour tout i E Z/nZ, soit bi E M défini par bi =

atfJ1 (~)-f-~Q~Z(~). Soit P le polynôme de M[X] défini par P = 

(i) Le polynôme P est un polynôme irréductible de /1 [X], on a M’ =
D1«P p(X2 - d)), et le groupe (P)/ /(1) est cyclique d’or-
dre n. De plus les racines de P sont bien numérotées.

(ii) Supposons qu’il existe 71 E et 72 e d’ordre
2 et prolongeant la conjugaison de Alors il existe un unique T
d e G al( M/ Ii ) qui prolonge ri et T2 , et T est d’ordre 2.

Démonstration. (i) Puisque ni et n2 sont premiers entre eux, on a
f1 Dji, (P2) = /(1 et donc (PZ)/&#x3E;&#x3E; ) est isomor-

- phe au produit x qui est cyclique
d’ordre n. Les racines de P sont donc permutées transitivement par le

groupe Gal(DK1 (P2)/ /(1). Pour démontrer que le polynôme P
est irréductible sur il suffit donc de démontrer que ses racines sont sim-

ples. Soient alors i et j tels que 6. = Puisque (Pl )nD1B1 ( P2 ) = /(1,
on a donc E Par suite = 

pour tout k E 7l/nl7l. Si l’on somme ces ni égalités, on trouve alors, puisque
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l’on est en caractéristique 0, que a~,, ~~) = a,~6, (,), par suite 01 (i) = çli (j).
De même on a 02(i) = 02(j) et donc i = j . Le polynôme P est un
polynôme irréductible de K,[X], donc D j~, (P) = soit

(P) = (Pi P2 ). Par suite on a M = d)) . Il est clair

que les racines de P sont alors bien numérotées.

(ii) Puisque les ordres des groupes et sont

premiers entre eux, on a Mi l’existence de r est donc claire

puisque l’on a M = Ml MZ .

Ù

Remarque 2.7. Dans la pratique, nous avons besoin de décrire explicite-
ment l’élément r. Nous ne savons pas le faire quand n = 2~", m &#x3E; 1, ni
même donner des polynômes cycliques sur Iii quand m &#x3E; 3. La remarque
2.5 et la proposition 2.6 nous permettent donc de traiter les cas des groupes
diédraux D~, et D2n avec n impair.

3. Application à la construction de polynômes diédraux sur Q.

Le but de ce paragraphe est de rendre explicite la construction de poly-
nômes diédraux indiquée dans le §2, en donnant notre manière de calculer
les polynômes cycliques et l’élément T de la proposition 2.6. Pour éviter des
calculs trop compliqués nous nous restreignons au cas K = Q. Nous com-
mençons par rappeler la construction de Smith (cf. [Sm]) d’un polynôme
cyclique d’ordre n sur tout corps Iii de caractéristique ne divisant pas
n : dans notre construction de polynômes diédraux sur Q, Iii sera une

extension quadratique de Q.

Plaçons-nous d’abord dans le cas où n est la puissance d’un nombre
premier impair. Soit ( une racine primitive n-ième de l’unité. Soient

tu, ... E Iii et définissons, pour tout i E (Z/nZ)*, les nombres

complexes ci et e ~ p ar :

où ~~~ désigne l’entier compris entre 0 et n - 1 dont la classe modulo n est
égale à ~. Remarquons que Ci est défini à une puissance de ( près, dont
nous fixons un choix. Pour tout i e soit r; e C défini par :
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Soit P le polynôme défini par

Alors P E et s’il est à racines simples, son groupe de Galois est
cyclique d’ordre divisant n. Si P est irréductible ses racines sont bien
numérotées et son groupe de Galois est isomorphe à C,., : s’il ne l’est pas,
il existe j E Z/nZ tel que l’application r. H r,+j définisse un générateur
de 

Posons maintenant 7~ = -Q et passons à la construction de polynômes
diédraux. On traite d’abord le cas où n est une puissance de premier impair.
Rappelons que ( est une racine primitive n-ième de l’unité.

Hypothèse 1. Soit d un entier au moins égal à 2, sans facteurs carrés et
tel que ~(~), autrement dit tel que f1 ~(~) _ Q.

Posons KI = et si z E notons x son conjugué.

LEMME 3.1. Soient t~, ... , t~~~,,~_~ i E Îii des paramètres et soient ... ,

leurs conjugués. Par la méthode de Smith décrite ci-dessus, on
associe des nombres ri aux ti et des nombres r; aux fi. Posons

Alors le polynôme P est égal à P, le conjugué de P dans !(1 [X].

Démonstration. Remarquons que par l’hypothèse 1, on a Gal(Il 
= (7L~n7G~". Pour tout i E nous définissons Ii E 

par y;(Ç) = (i : quel que soit x E /1 (Ç), on a x e R o = x, car

yn-i est exactement la restriction de la conjugaison complexe à !{1 (Ç).
Soit u l’unique automorphisme de !{1 (Ç) qui prolonge la conjugaison de

K~ et qui vérifie u(~) = ( (u est défini par ces conditions). On voit alors
que o u = u o car l’hypothèse d &#x3E; 2 implique que !{1 C 1I8, et
ces deux automorphismes de coïncident donc sur !{ 1 et sur (. Pour
chaque i E (Z/nZ)* on a = b; où les bi et les bi correspondent aux
to,... , et aux lo, ...-’ t,~~",~_~ par la méthode de Smith : on voit
donc que les coefficients de P sont les images par u de ceux de P.
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Le but de ce qui suit est de donner des conditions suffisantes pour qu’il
existe r comme dans le théorème 2.2 et tel qu’en plus, on ait = r~.

Hypothèse 2. Choisissons les paramètres t~, ... , de telle façon
que le nombre b, soit réel.

Ceci implique que tous les bi et les bi sont réels pour la raison suivante :
pour tout i, on a = bi et donc = Puisque
ln-l et y; commutent, on voit que (bi) = bi et donc b. E 1ae. De plus
bi E llg puisque b~ = et u commute avec 

Pour tout i E (Z/nZ)*, nous choisissons pour ci (resp. Ci) l’unique racine
réelle de bi (resp. bi).

PROPOSITION 3.2. Soit N le plus petit sous-corps de C contenant 
les ci et les èi pour tout i E (~/n~~*. II existe un unique automorphisme du
corps N, que nous noterons v, tel que v~ j, ~ (~~ = u, v(ci) = Ci et v2 = idrv.
Démonstration. L’unicité est claire, démontrons l’existence. Puisque
c~ E ~1 ((), le polynôme minimal de Ci sur Ki (Ç) est de la forme X m - c’
avec m un diviseur de n. Le polynôme X~ - ci est donc un polynôme
irréductible de ~~~ (~’~~X~. De plus, puisque cf1’ E R on a E I)8. Or

on a U(cn) = u(bi) = 61 et 61 possède une unique racine
(n/m)-ième réelle, à savoir cm. Par suite u(c~’ ~ = cr’. On peut donc

prolonger u en un isomorphisme de corps

tel que = éi . On constate que u’ commute à la conjugaison complexe
et donc envoie les réels de [(1 ((, sur les réels de Ki ((, C-1). On peut donc
recommencer en adjoignant Ci à Ki (Ç, ci ). De proche en proche, on peut
donc prolonger u en un automorphisme v : N --; N tel que v(ci) = Ci et

= ci : cela est possible, car à chaque cran, l’isomorphisme construit
commute à la conjugaison complexe et donc envoie les réels sur les réels. d

Soit M = Voici le résultat essentiel de ce paragraphe :

PROPOSITION 3.3. L’automorphisme v de la proposition précédente vérifie
v(M) = M . Si l’on pose T = alors on a :

(iii) TI K1 est Ia conjugaison de Kl,
(iv) = fi pour tout i E (Z/nZ)*.
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Démonstration. Puisque v prolonge u, v prolonge la conjugaison de 
En particulier, on a = idj,, et donc, puisque M est une extension
galoisienne de K, on a v(M) _ M. Puisque l’on a déjà v2 = id,y, on a
certainement r2 = idAI. Le reste découle directement de la construction.

0

Pour terminer ce paragraphe, expliquons comment pratiquement nous
allons obtenir des polynômes définis sur Q et à groupe de Galois diédral
Dn, pour n impair ou n = 2m avec m impair. Voici les choix et les tests
successifs à effectuer :

(1) On décompose n en produit de facteurs premiers n = po’. .

(2) On choisit d entier positif sans facteur carré tel que 
Q pour chaque i 6 {1,.. r} lorsque (t est une racine primitive
p7i-ième de l’unité.

(3) Pour chaque nombre premier px, on construit un polynôme cyclique
Pi E de degré p,’, par la méthode de Smith en choisis-
sant les paramètres 

(4) Le seul test à effectuer sur Pi est de vérifier que ses racines sont

simples car alors on a vu que son groupe de Galois est un sous-
groupe du groupe cyclique d’ordre 

(5) On construit le polynôme P à coefficients dans selon la

méthode décrite dans la proposition 2.6. Le groupe de Galois de P
sur est alors un sous-groupe du groupe cyclique d’ordre n.

(6) On construit le polynôme Q à coefficients dans Z selon la méthode
du théorème 2.2 et de la proposition 3.3.

(7) On vérifie que les racines de Q sont simples.
(8) En factorisant Q modulo quelques nombres premiers, on teste si le

groupe de Galois de Q sur Q possède bien un élément d’ordre n.
Si on en trouve un, on sait d’après le théorème 2.2 que le groupe
de Galois est bien le groupe diédral 

4. Exemples de polynômes diédraux. 
°

Les polynômes donnés ici, tous définis sur Q, ont été obtenus en suivant
la méthode des deux paragraphes précédants. L’exemple de n = 6 a été
simplifié via l’algorithme POLRED implanté dans le système PARI, qui
enlève les facteurs parasites. A part l’utilisation de PARI (POLRED, BASE
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et DISCF pour l’exemple n = 6), tous les calculs ont été effectués avec
Maple.

Nous nous bornons à donner un polynôme pour chaque n traité, sans
explication : ils ont tous été obtenus en prenant, comme valeurs pour les
paramètres de Smith, des nombres choisis au hasard dans 

Cas 1 : n=5. Le cas n = 5 ayant été traité dans [RYZ] et [B], nous
nous contentons de donner leur résultat ici. Soit Q le polynôme en deux
paramètres donné par Q(X) = X5 + aX + b où

Alors (cf. [RYZ]) Q a groupe de Galois D5 sur Q pour tout t, s 6 Q tels
que t ~ 1, s # 0, et disc(Q) = 44a5 + 55b4 soit un carré.

D’autre part, soit Q,q~",(.X ~ donné par

D’après [B], ce polynôme est générique pour Dr., c’est-à-dire que si F est
un corps contenant Q et !{ est une extension galoisienne de F de groupe
de Galois D5, alors li est le corps de décomposition d’un polynôme de la
forme ~t~~,,(~) pour des valeurs de s et u dans F.

Cas 2 : n=6.

Le discriminant de ce polynôme est égal à 2~ ’ 3" 52 . 13’~ - 4332, mais le
discriminant de son corps de décomposition est égal à 2~ 3~ ’ 13~~5.
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Nous traitons maintenant un cas à part, celui de n = 8, par des méthodes
permettant de donner un polynôme à 4 paramètres.

Cas 8 : n=8. Nous donnons un polynôme défini sur le corps Q(m, n, r, b)
où n, m, r et b sont des indéterminées. Posons d = m 2 - 2n2 : pour des
spécialisations de m, n, r et b à des valeurs dans un corps de nombres A, le
polynôme aura groupe de Galois Dq sur 7~ à condition que d et 4r4 - b2 d
soient non-triviaux et indépendants dans l~~ *~(Ii *)2. On pose

La méthode employée étant différente de celle du théorème 2.2, on donne
la démonstration. On considère les huit racines de Q, qui sont données par
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La démonstration se fait alors en trois étapes.

(1) On remarque que le corps de décomposition Li de Q contient un
sous-corps L de groupe de Galois D4 sur le corps de base K, donné

(2) On montre que Li est bien de degré 16 sur K, c’est-à-dire que c’est
une extension quadratique de L.

Notons A = (m + 2r 2r2 + et Ai, A2 et ses trois

conjugués sur il suffit de montrer que AAi est un carré dans L
pour i = 1, 2, 3. On constate que

(3) Le groupe de Galois de Q est donc d’ordre 16 avec un quotient
isomorphe à D4 : il n’y a que trois possibilités dont une seule, D8 ,
possède un sous-groupe également isomorphe à D4. Or ici c’est le
cas puisque l’on a D4 .
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