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Dimension de Hausdorff de
certains fractals aléatoires.

par FaTH1 BEN NASR

ABSTRACT. We construct random Cantor sets by successive dissections of
rectangles, starting from one square, (note that the number of divisions
of both sides can be different). This construction is stationary: it uses
independent and identically distributed random variables. On these sets
there exists one natural measure p which also is random. Some results on
the measure p and the Hausdorff dimension of Borel sets supporting u have
already been obtained by J. Peyri¢re and by F. Ben Nasr. In the present
work we improve on these results. More precisely we prove that these
dimensions depend on the graph geometry of a certain convex function
which was introduced by Mandelbrot. We also give the dimension of the
support of x in a case which was not covered by the anterior works.

REsUME. On construit des ensembles de Cantor aléatoires par partages
successifs de rectangles, en partant d'un carré, (le nombre de divisions de
la longueur peut étre différent de celui de la largeur). La construction
est stationnaire : elle fait intervenir des variables aléatoires indépendantes
et équidistribuées. Sur ces ensembles il existe une mesure naturelle, u,
aléatoire elle aussi. Des résultats concernant les boréliens portant u et leur
dimension de Hausdorff ont déj4 été obtenus par J. Peyriére et par F. Ben
Nasr. Nous nous proposons ici d’améliorer ces résultats, plus précisement
nous montrons que ces dimensions dépendent de la géométrie du graphe
d'une certaine fonction convexe introduite par B. Mandelbrot. Nous don-
nons aussi la dimension du support de p dans un cas laissé en suspens dans
les travaux antérieurs.

1. Introduction.

Considérons une famille £ de parties du carré [0,1] x [0, 1] telle que pour
tout point 2 de ce carré, il existe des éléments de £ qui le contiennent et dont
le diameétre soit arbitrairement petit (nous prenons comme distance de deux
points le maximum des valeurs absolues des différences des coordonnées).

Mots-clés : fractals, dimension de Hausdorf, mesure aléatoire, martingale, processus
de branchements. Classification A. M. S. matiéres : 60D05-11K55 .
Manuscrit regu le 6 Décembre 1991.
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Si E est une partie du carré [0, 1] x [0, 1], notons diam E son diameétre. Si,
de plus, d et € sont deux nombres strictement positifs, posons

Hy (E,€) =inf{ Y (diam R;)*; ECUR;, R; € £ et diam R; < ¢
\J

Hy(E,€) = lim Hy(E,€)

et
dimg E = inf {d, H4(E,€) = 0}.

Lorsque E est constitué de tous les carrés, on obtient la dimension de
Hausdorff que nous noterons dim. Dans [12] on donne des conditions sur £
assurant I’identité dimg = dim. Nous nous plagons ici dans une situation
amenant a considérer des familles ne donnant pas lieu a cette identité.
En effet nous étudions la dimension de certains ensembles aléatoires plans
définis a la maniere de Cantor, en prenant une intersection dénombrable de
réunions de rectangles s’aplatissant au fur et & mesure que leur diameétre
diminue. Ces fractales aléatoires ont été introduites par J. Peyriére [11] et
étudiées dans un cadre moins restrictif dans [2]. Dans certains cas nous
savons déterminer la dimension de ces ensembles, dans d’autres, nous en
obtenons seulement un encadrement. Les méthodes employées font appel
a la théorie des martingales de B. Mandelbrot [4, 5, 6, 7, 8] et les résultats
obtenus améliorent et complétent [2, 11]. Dans le cas déterministe, des
probléemes analogues ont été étudiés par T. J. Bedford [1], C. McMullen
[10] et B. Mandelbrot [9].

2. Position du probléme et résultats.

Soit A un ensemble fini. On note A* = |J, AF Pensemble des mots
construits sur A. La longueur d’un élément j de A* est notée |j|, le mot
de longueur nulle w. Si j et k appartiennent & A*, on note jk le mot obtenu
en mettant les mots j et k£ bout a bout.

Pour tout entier r supérieur ou égal & 2, on pose N, = {0,1,... ,r—1}.
A chaque élément j de N} on associe 'intervalle

Li)=| Y et Y gt el

1<k< ] 1<k<l5]
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Soient ry et 5 deux entiers tels que 2 < ry < rp. Si j = (57, 52) appartient
a (N,, x N,,)*, on note R(j) ou R(j', j?) le rectangle I,, (') x I,,(5%).

.. . . . n)—n N n |
Si j appartient & (N, x N,,)" et k & NI (ot g(n) = [T,E"&ﬁz]), on
pose :

QU k) = I, (j1k) x Irz(jz)'
C’est ce que dans la suite on appellera un “presque carré” d’ordre n.

On considére maintenant une suite {A(j)};e(w,, xv,,)= de variables aléa-
toires indépendantes, équidistribuées et 4 valeurs dans ’ensemble des par-
ties non vides de N,, x N,,. On suppose que pour tout b, chacune des
parties & b éléments est équiprobable. Si j appartient & (N,, x N,,)* et k
a (N,, x Ny,) on pose :

W(jk) = |—A(17ﬂ1A(1)(k)

ou |A(7)| désigne le cardinal de A(j). Les variables aléatoires W (j) sont
équidistribuées et pour tout j la variable W () est indépendante de ’ensem-
ble des variables {W(j')},,71<|;-

On définit une fonction aléatoire y sur les rectangles {R(j)} e(w,, x~,,)*
ainsi :
o p((Rw)) =1,
o u(R(Gk)) = W(Gk)u(R(5)) sij € (Nr, X Nyp,)* et k € Ny, X Ny,
Il s’agit d’une généralisation d’une construction de J. Peyriére [11]. Presque

surement cette fonction se prolonge en une probabilité, encore notée u, sur
la tribu de Borel de R(w) = [0, 1[x[0, 1[.

Désignons par W une variable aléatoire de méme distribution que les
variables W (j) et posons X = ryraW. Considérons la fonctions convexe

w(h) = log,, E(X")—(h—=1) (ou log,, z =log z/log r2)

qui est définie pour h > 0. La fonction ¢ s’annule au point 1 et sa dérivée
en ce point est

©'(1) = E(X log,, X) — 1.

Cette fonction a été introduite par B. Mandelbrot [8]. On verra que la
dimension des boréliens portant u dépend de la géométrie du graphe de ¢.
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THEOREME 1. On suppose ¢'(1) < 0. Pour chaque z € R(w), on désigne
par Q,(z) le “presque carré” d’ordre n contenant z. On a presque siirement

lim -};log #(Qn(z)) = —E(log |A(w)|) +log ri1/re p— presque partout.

COROLLAIRE. La mesure p est presque siirement portée par un borélien de
dimension de Hausdorff

D=M+(1_l°—5.ﬁ)

log 7o log r
tandis que tout borélien de dimension < D est de p-mesure nulle.

Ce corollaire améliore [2, 11], en effet dans [2] (qui est une amélioration

de [11]) on avait établi le méme résultat sous la condition E(W?) < r;%r;",

cette condition s’écrit aussi ¢(2) < 0, compte-tenu de la convexité de p elle
entraine ¢'(1) < 0.

Démonstration du théoréme 1. Les variables {A(j)}, sont définies sur un
espace (£2, 4, P). Considérons la probabilité IP sur la tribu F, produit de
A par la tribu de Borel de. [0, 1[2 telle que 1’on ait P(A x R) = E(u(R)1,4).
L’espérance correspondante sera notée [E. Dans ces conditions P-presque
sirement équivaut & presque sirement, p-presque partout.

Considérons un “presque carré” Q(j4, k) d’ordre n (avec |j| = n).

Puisque ’'on a

pQU k) =) {p(R(j‘k,j%)) - fe N,?fn)“"}

on peut écrire

#Q>, k) = n(R(GNT(, k)

ou
TG k)= Y. WGk, 520)W (5 ks, 526:18s) . ..
L€ N,’.lgn)—n

. I/V(]1 k] v kq(n)—n;j2‘€1 .. -Eq(n)—n)-

JE(Nyy XNy )™ he Ngl(")""

Posons
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et
Xo= Y. W()lag)
lil=n
et notons R,(z) le rectangle d’ordre n (avec |j| = n) qui contient . On a
alors

#(Ra(2)) = [] Xi(=)
=1

et
#(@n(z)) = p(Ru(z))Tn(z)

(avec un abus de notation évident).

Soit u une fonction borélienne bornée de R®~' dans R. On a :

Efu(X1,...,Xno1)log Xa]= Y E[u(W(),... ,W(...jn-1))
lil=n
X w(R(J1,--- ,Jn)log W(G1,--- ,7n)]

=S Eu(W(h),... , WG, daet))B(RG, - - Gn))

lil=n
x W(ji,...Jn)log W(r, ..., dn)l,
tenant compte des propriétés d’indépendance des variables on obtient :
IE[U(X1, e ,Xn_1 ) log X,,] = —E(log |A(w)|)]E[’U(X1 g e ,Xn_1 )]

Ceci prouve que 'on a E(log X,/X1,...,Xn-1) = —E(log |A(w)]). Le
théoréme de convergence des martingales de carrés sommables entraine
alors que, presque siirement, pour u-presque tout z, on a

Jim < log (Ra(x)) = ~ E(log |A()).

La démonstration sera donc compléte aprés que nous aurons prouvé le
lemme suivant.

LEMME 1. Si¢'(1) <0, alors 1 log T, tend vers log(%L) presque sirement
relativement a IP.

Démonstration. Calculons IE(go(r]q("')""Tn)) ou ¢ est une fonction borélienne
de signe constant. On a

E[p(1™"1)] = 3 B[ (417716, 6) 1@, 4)]
7,k

=Y Elp (R™7TGB) TG, bu(RG))
gk
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tenant compte des propriétés d’indépendance des variables, on obtient :
q(n)—n _ q(n)-—n q(n)-—n .

(1) Ele(ri ™ "Ta)|=E T, k)e (T T(, k)
ol j et k sont deux éléments quelconques respectivement de (Ny, x N,,)"
et de Ng,(")_".

Nous allons maintenant définir un processus ayant méme distribution
que rf(")—nT(j,k). Considérons une suite {X(g)}teN:,,ltly telle que
e pour tout £ appartenant & N}, la loi conjointe de {X(€k)}ock<r, est
identique & celle des variables {rirs W(0,k)}o<k<r,-

o la suite de variables aléatoires {(X (€k))o<k<r,)ten;, est indépendante.
On pose

(2) R=rt Y X(B)X (L) X (8ily .. L)
£182..40,

C’est une martingale de B. Mandelbrot [5]. Observons que la variable
rX™="T(j k) a la méme distribution que Yy(p)—n-

Il résulte donc de (1) que

B (mrn) ™ =2 ().

Par la suite, P-presque slirement, on a lim inf - log T, > log(ri/r2).

Soit maintenant un nombre a > 1. On a

¥ ({nq(")_"Tn > an}) =k (Ya(n)—nl{Vq<n)—n>°"}) '

L’hypothése (1) < 0 entraine I’existence d’un réel h > 1 tel que E(X"*) <
r2=1. Ceci, grace & un théoréme de Kahane [5], prouve que la martingale

Y, est bornée dans L;. Il en résulte que
P (rq‘")“"Tn >a") =0(a™"™) (on M >0).
Cela entraine que, pour tout a > 1, P-presque slirement, on a lim sup

1 log(rq(n
est démontré.

"T,) < log a, d’ot lim sup + log T, < log(ry/r2). Le lemme
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Pour démontrer le corollaire, on applique le théoréme de Billingsley ([3],
p.144) et on utilise le fait que la famille de tous les “presque carrés” Q(j, k),
notée &, permet le calcul de la dimension de Hausdorff [12].

Intéressons-nous maintenant au cas ou ¢'(1) > 0. Nous obtenons un
encadrement de la dimension minimale des boréliens portant u.

THEOREME 2. La mesure pu est presque siirement portée par un borélien
de dimension supérieure ou égale a

D1 = (og )™ [0t 1A + (1 - 222

) (E(X log X) — 1ogr1r2)] .

g ™
De plus tout borélien de dimension < D est de p-mesure nulle.

THEOREME 3. Si E(lx) < r;' alors p est presque siirement concentrée
sur un borélien de dimension inférieure ou égale a

D; = (log r2)"" [E(log |AW)]) + (l"—g’"—f _ 1) log rmE(l,\-)] .

1
og T

Avant de démontrer le théoréme 2 établissons d’abord deux lemmes.

LEMME 2. Si¢'(1) > 0, alors pour tout h > 1 on a
E(Yy) =0 (" E(X™)").

Démonstration. Il est commode d’écrire (2) sous la forme

T2—1

Yo=ry' D, X(j)Yaor(h)-

§=0

Les variables aléatoires Y,_1(j) sont mutuellement indépendantes et ont
la méme distribution que Y,_;. Soit h donné > 1 et k D’entier tel que
k < h < k+ 1. Comme la fonction z"/¥+! est sous-additive, on a

k41
Y < | D (X (G)Yaca ()M
J

< DX amr ()" + 2 70 ([TIX @ Yamr )7
J



136 FATHI BEN NASR

d’oli, en prenant les espérances,

(3)  EY}) < (mThE(XM) E(Y,) + nE(XMEY_ )M
L’hypothése ¢’(1) > 0 entraine que ¢ est strictement convexe et par suite

@(h) > 0, c’est-a-dire r; *E(X"*) > 1. L’inégalité (3) établit donc le
résultat cherché quand 1 < h < 2. Supposons maintenant h > 2 et posons

@:—L——k. Ona:

E(Xk) —_ E(X6k+(1—9)k)
< E(X")i=,

tenant compte de ’inégalité ¢(h) > 0, on obtient :
(4) (ry "E(X*)ME < ry TR E(X).
De (3) et (4) résulte que
E(Y,) = O((ry " E(X*)") = E(Y,}) = O((ry " E(X*)™).

Cela établit, de proche en proche, le lemme quand A > 2. Le lemme est
démontré.

LEMME 3. On a exp E(Xlog X) = inf{E(X'**)/* ; a > 0}.
Démonstration. Considérons la fonction convexe
f(t) = tlog E(X ')

qui est définie pour ¢ > 0. On vérifie que f(t) tend vers E(X log X) quand
t — 400 et vers +00 quand t — 0. Cela entraine que E(X log X) est la
borne inférieure de f. Puisque I'on a E(X'+)'/* = ¢f(1/*) le lemme est
démontré.

Démonstration du théoréme 2. Soit a > 0. On a

((#08)") = £ ((1-"16) ")

— 14ao
- E(Ya(n)—n)’
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d’oil, en utilisant le lemme 2,
E((r™1,)") = 0 (57 Bx o)),
c’est-a-dire
E((M 7)) =0(1) (0b Ao = mimE(X )71,

par conséquent

E Z: % (,\y;")-"-T,,,)" < 0.
n>1

Donc, P-presque stirement, a partir d’un certain rang on a :
1
(g_(_n_l - 1) log Ao + — log T, < 2(an)™! log n.
n n
Ceci prouve que, pour tout o > 0, P-presque siirement on a :

log r2—1) log A,.

lim inf ——1 log T, > (
n log

Le lemme 3 donne bien

log 4(@u(z)) o ,

lim inf log diam Q,(z) ~ v

Le théoréme de Billingsley permet alors de conclure.

Fin de la démonstration du théoréme 2.

Démonstration du théoréme 3. Pour tout j € (N,, x N,,)" désignons par
¥(J) le nombre de “presque carrés” d’ordre n, de y-mesures non nulles, qui
sont contenus dans R(j). Posons A = ry7 E(1x) et considérons la variable

aléatoire
Yo = Z Y1)

ljl=n

1
Nous allons montrer que —-2—/\"""7(")1,b,,, tend vers (0 presque siirement re-

lativement & IP. Admettons-le provisoirement et considérons l’ensemble
aléatoire

.1
z €R(w) ; lim — log p(Rn(z)) = —E(log |A(w)])
E — n—oo
et lim —13,\"—“")%(?3):0

n—oo N



138 FATHI BEN NASR

La mesure p est donc presque sfirement portée par E. Pour tout entier p
posons :

E,={z€E; ¢n(x) < a2 1™ pour tout n > p},

et montrons que I’on a dim E, < d, pour tout d > D,. Ceci prouvera bien
que dim E < D;. On peut associer & d un réel 7 tel que

7 > Y0 = E(log |A(w)])/ log

et

dlog ro — 195—-1:2-—1 log A > v log ry.
8 1

og ™

Considérons maintenant un rectangle R(j) d’ordre n rencontrant £, tel que
diam R(j) < e. Quitte a prendre € plus petit, on peut supposer que

q(n)

1
(5) n>p et dlogrg—(—-——-— )log A—Q g n

> ] .
n 277 log ™

On a donc :

E,NR(j) cu{Q(,k); k€ K}

Iy . n)—n . . ,. . —
ol K est une partie de qu,( )=" de cardinal inférieur & n2A7("="_ Notons
aussi que les diameétres de ces “presque carrés” sont inférieurs 4 €. En vertu

de (5),on a:
D (diam Q(j, k)" < (diam R())"

k€K
il s’ensuit que

Hy(Ep, &1) < Hoo(Ep, E2)

ou £, désigne la famille de tous les rectangles R(j). Or dimg, E, < 79, donc
on a dim E, < d. Il reste donc a montrer le lemme suivant pour achever la
démonstration du théoréme 3.

LEMME 4. On a E(y,) = O(A1(™—m),

Démonstration. Calculons E(3,). On a

E($n) = > E($()n(R()))

lil=n

= E(¥(5))
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ou j est un élément quelconque de (N, x N,,)". Donc

E(y,) = r{™ ™" P({T(j,k) # 0})

ou k est un élément de Nﬂ,(n)—"’.

Nous allons maintenant donner une autre expression de P(T'(j,k) # 0).
Pour tout £ € N}, posons X(£) = 1x(s) et considérons la variable aléatoire

Ya= >, X(@)X(lita).. . X(Gits.. L)
682,45

Observons que P({T'(j,k) # 0}) = P({¥,(ny—n # 0}). La variable Ya
n’est autre que le nombre d’individus a l'instant n pour un processus de
Galton-Watson a un seul type : un individu donne naissance en moyenne
4 m = roE(1x) individus (par hypothése m < 1). Il résulte des propriétés
des processus de Galton-Watson que P({Y, # 0}) = O(m™), ce qui achéve
la démonstration du lemme 4.

Considérons maintenant le cas particulier ou les A(j) ont tous le méme
nombre b d’éléments et notons F' le support de y :

F=\UWRG); lil=n et u(R(j)) # 0}.

Il est établi dans [2, 11] que presque sirement dim F' = ]]_OLI'+ (1 - m)

og T2 log r2
sir; < b < ryry. Le théoréme suivant détermine la dimension de ce compact
aléatoire dans ’autre cas.

log b
log m°

THEOREME 4. Si1 < b < ry, on a presque surement dim F =

Démonstration. Dans ces conditions on a ¢'(1) > 0. Il résulte donc du
théoreme 2 que presque siirement dim F > Dy = log b/log 7. Reste a
montrer P'inégalité opposée.

L’ensemble F, étant recouvert par b" rectangles {R(j)}jj=n, I'est par
au plus b7(™ des “presque carrés” Q(j,k) d’ordre n, donc

),.—n log /1
HDMT;"(FJ &) < bq(")r2 n log h/log 7

ce qui prouve que Hp, (F, &) est fini et par suite dim F' < log b/log ry.
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Fin de la démonstration du théoréme 4.

Remarque. Dans le cas ol 1 < b < ry on a aussi E(1x) < r;' et Dy =

D, =

(1]
(2]

(3]
[4]

(5]
(6]
[7)
(8

(9]

log b
- log ™ )
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