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Sommes de sous-ensembles.

par P. ERDOS, J.-L. NICOLAS, A. SARKOZY(1)

Résumé — On dit qu'un ensemble A est admissible si les sommes des
éléments de deux sous ensembles de A de cardinaux différents sont différen-
tes. Nous démontrons que si A C {1,2,..., N} est admissible, alors

Card A < (1+0(1))(143/27)!/2\/N, améliorant ainsi les résultats de Erdés
et Straus, et nous formulons quelques conjectures d’aprés des calculs numé-
riques. Enfin nous construisons un ensemble infini admissible A vérifiant
A(z) = Cardfa € A ; a < g} >> 25~2V6,

Abstract — A set A is said to be admissible if the sums of the el-
ements of two subsets of A of different cardinalities are different. We
shall prove that if A C {1,2,...,N} is an admissible set, then Card A <
(14 0(1))(143/127)1/2\/N improving preceding results of Erdés and Straus.
From numerical calculations, some conjectures are given. Finally, we con-
struct an infinite admissible set A such that A(z) = Card{a € A;a <

z} >> £5-2V6,

1. Introduction

Tout au long de cet article nous utiliserons les notations suivantes :
nous écrirons N = {1,2,3,...} et N3s = {1,2,...,M}. Nous dirons qu’un
ensemble A C N est admissible, si les sommes des éléments de deux sous
ensembles de A de cardinaux différents sont différentes. Cette définition a
été introduite par E.G. Straus ([2]). Si A C N et k¥ € N, nous désignerons
par |A| le cardinal de A et par P(A, k) ’ensemble des entiers qui peuvent
étre représentés comme la somme d’exactement k éléments distincts de A,
et nous écrirons P(A, k) = |P(A,k)|. Dire que A est admissible équivaut a
dire que

k#2 = P(Ak)NP(A L) = 0.

En d’autres termes, A est admissible si la somme des éléments d’une partie
de A détermine le cardinal de cette partie. -

Manuscrit regu le 30 octobre 1990. )
(1) Recherche partiellement financée par la Fondation Nationale Hongroise pour
la Recherche Scientifique, contrat n°® 1811 et par le C.N.R.S. SDI 5614 et PRC

Mathématiques-Informatique.
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P. Erdos ([1]) a posé et étudié le probléeme suivant : Quel est le cardinal
maximum F'(N) d’une partie admissible A de Ny ? Ses résultats ont été
améliorés par E.G. Straus ([2]), qui a démontré :

(i)(1) limsup F(N)N"Y? <4/v/3 (= 2.309401...).
N—00

De plus, Erdos a conjecturé que le cardinal maximum F(N) est atteint
lorsque A est formé d’entiers consécutifs incluant N, c’est-a-dire

A={N_F(N)+i;1<i<F(N))}.
En rapport avec cette conjecture, Straus a démontré :
(if) L’ensemble 4 = {N —k+1, N —k+2,.., N} est admissible pour
k=2m—1sim? < N<m?+metpourk =2msim?+m < N < (m+1)2.
Ceci implique :

R -1/2
(2) }\1{13_}}2 F(N) N > 2.

Nous nous proposons dans cet article d’étendre et de préciser les résultats
de Erd6s et Straus. D’abord, nous améliorons la borne supérieure de (i).
Ensuite, au paragraphe 4, a ’aide des tables numériques construites par
J.-P. Massias et M. Deléglise, que nous avons plaisir a remercier ici, nous
ferons des conjectures sur ce probléeme. Finalement, nous étudierons les
ensembles infinis admissibles, dans le cinquiéme paragraphe.

2. THEOREME 1. On a :
(3) limsup F(N)N~/% < (143/27)'/2 (= 2.301368...).

N—o00

Il serait possible d’améliorer ce résultat par une application plus élaborée
de nos idées. Cependant, il semble impossible d’obtenir de cette facon la
limite conjecturée : limsup F(N)N~'/2 = 2 et en fait, une nouvelle idée
semble nécessaire pour donner une borne supérieure plus petite que 2.2.

Pour démontrer le théoréme 1, nous avons besoin de deux lemmes.
LEMME 1. Soit A un ensemble fini, et k € N vérifiant k < |A|. Alors on

a .

P(A k) > k(JA| - k) + 1.

Démonstration. C’est le théoréme 2 de Straus [2], qui se démontre facile-
ment par récurrence sur |A|.

Nous utiliserons le théoréme 4 de Straus sous la forme suivante :
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LEMME 2. Soit N E€N. On a:
(4) F(N)< 2N/ 41

Démonstration. Nous suivons la preuve de Straus. Soit A4 C Ny un en-
semble admissible. Il est clair que les éléments de P(A4, k) sont inférieurs a
kN. Donc, pour z > 1, nous avons par le lemme 1 :

zN > | U’P(A k)q_ZP(A k)

k=1

2Z(k(|A|_k)+1) |A,x(:c+1) :c(x+1)6(2:c+1)+z

k=1

d’ou il vient, en posant z = [3].4|/4] (la notation [u] désigne la partie entiére
de u)

6N — 1) > 3JAl(z +1) — (z + 1)(22 + 1)
(5) > 3|A|l.— 3|A| 1Al + 1)(23IAl +1)

— 2_._ J— _ - —_ — 1.
= SMAI = 2141~ 1= SlAIAl - 2) -1

(3

Supposons maintenant que I’on ait :
4 a2
|Al > ‘ﬁN +1
contrairement a (4). Cela impliquerait

N‘/2-1)_1

=6N——§—1>6(N—1)

9 o1 2 A ey
SMI041 - 2) =12 SN2 4 1)

ce qui contredit (5), et achéve la preuve du lemme 2.
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3. Démonstration du Théoréme 1.

Nous distinguerons 3 cas. Soit A = {ai,a2,...,a,} C Ny, (a1 < a2 <
.. < ay) un ensemble admissible. On pose :

Ai={a; a€ A, a<N/2}
As={a;a€A N/2<a<17N/18}
et Az ={a; a €A, 1TN/18 < a}.

PREMIER CAS. On suppose que

(6) I4s| < B3y = Bl
Comme dans la démonstration du lemme 2, nous partons de la relation
|Ui=1 P(A, k)| = 35—, P(A, k) avec toujours z = [3y/4]. Le plus grand

élément de |J5_, P(A, k) est évidemment le plus grand élément de P(A, z),
et par (6), il vaut

=1

17N
day ;<) at(z- |A3|)'1—8—

=0 a€A;
17N

N
< |A3IN + (2 — |A43]) TR | Az Bte

21 N 17 3 7 17
<5v'mt e T v ey
7 17 143 N
<(z+ 1)-14—4N+ExN < me+§6

17N
18

Nous avons donc :

= ’ 143 N
;P(A,k) = |g‘7’(¢4,k)| <Tma*N+ 55

Par le lemme 1, ceci entraine :

143 N < =
TNt > kZP(A,k) > ";(k(y— k) +1)

=1

- = 1) z(z+1)(2z+1)
S T gy I (CL 2 N
yg ; +z=y ) 6 +z
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et en utilisant z = [3y/4],

1433 13923 1304, 2

Nous avons donc, lorsque y — 0o,

7 < (L+o()) B3P -3 N = (1 + (1) FEN
et pour N — +o0,

(7) y<(1+ 0(1))( N)'/2

DEUXIEME CAS.

On suppose que

21
(8) |As| > 329
et
9) A < —
s 3¥

Posons z = [s5y] + 1. Le plus petit élément de Ui—.P(A,k) est le plus
petit élément de P (A, z) et vaut :

z A1
ZaJ ZaJ+ Z a; > Z N/2
J=1 Jj=1 J |A1|+1 j= |A1|+1
yN
= (-S> (- 05 =

en utilisant (9). Par ailleurs, le plus grand élément de J;_, P(A, k) est

-1 -1

Zay_jgz:N:xNS%yN,

3=0 7=0

et donc

k==z
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Puisque A est admissible, ceci entraine,

- i 3 1
10 2 PR =1 UPAD] < ZuN - g +1

23
32

Maintenant, par le lemme 1, nous obtenons la minoration :

(11)
Y PAK) Y (ky-k)+1)=yd k=D K +z—z+1
k=z k=z k=z k=z
:yz(x-{-l);-(z——l)z 3 z(z+1é(2z+l) + (Z_l)z(i(2z_l)+-’8-2+1
1 /3, 03 5\ 13 173N\ .,
= 2y<(4y) — (339 ) — 3w +3(53y) +OE)
4473
= s2res? O
On déduit de (10) et (11) que :
23 4473
R > ey TOW
d’oti il vient lorsque N — oo,
23552, \'/? 12
(12)  y<@+o@)(GpeN) (= (1+0(1)2.294630..N"/2).

TROISIEME CAS. Nous supposons maintenant

91
(13)  Mal 2 5
et
(14) A > —
=559

Posons u = [y/32]. Nous allons d’abord minorer P(A, k) lorsque

(15) u< k< 9u.
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Considérons toutes les sommes de la forme
(16) a1 +ay+...+a,+a;, +ai,+...+a;_,
avec
a;, <a;, <..<a,-ueta; €Az pourj=12,..,k—u Lenombre

de sommes de cette forme est P(Aj3,k — u) et par (14) et (15) chacune de
ces sommes ne dépasse pas

u-]2!+(k—u)N:(k—§)N<(k—l—ks-)Nzi—;kN.
De plus, pour
(17) aj, +aj, + ... + aj, € P(As, k)
nous avons N 17
aj, +a;, + ...+ aj, > kTS- = 1—8kN

et les sommes dans (17) sont ainsi plus grandes que les sommes dans (16).
Par ailleurs, les sommes dans (16) et dans (17) appartiennent a P(A, k).
Ainsi, P(A, k) est supérieur ou égal au nombre total des sommes dans (16)
et dans (17) :

P(A,k) > P(A3, k —u) + P(As, k) (pour u < k < 9u).
D’ou il vient par (13) et le lemme 1 :

P(A k) > (k—u)(JAs| — (k—u)) + 1+ k(JAs| — k) + 1
= (2k — u)|As| - 2k% + 2ku — u® 4 2

(18) A oL (L
> (k- g)qgy — W+ 2k(55 - D~ (g5)
11 1, ..,
==y — — — -_— < .
( gy 2)k s12Y 2k (pour u < k < 9u)

Le plus grand élément de | J;_, P(A, k) est < N (o, comme précédemment,
z = [3y/4]), et comme A est admissible,

Zz: P(Ak) < zN.

k=1
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Par le lemme 1 et (18) nous avons :

z-yN > 2N > S ((y— k) + 1)

k=1
Qu—1
11 11 \
Sy k- ——y? — 2% ) — k(y— k) — 1
+—Z; (((Sy 2k ~ =v? Qk) (y — k) )
[3.'//4] Qu—1 3 11
:Z(k(y—k)-f—l)-*'z((gg—?)k—myz—k2—l)
k=u
[3y/4] [3y/4] 9u—1 Qu—1
2 2 2
;L—Zk+0(y)+ ka—my SU——Z;'IC + O(y®)
1 (3y 1(3y 3 1 o, 728, )
_Qy(4) —3(4>+8y280u 64 u 3u+0(y)

32 64 322 6432 3 33
1751 \
= Toags? T OW)

9 9 1 111 728 1
=(———+wr—~————— )f+mm

d’ou ’on déduit

9216

1/2
= .204183...N1/2),
17511v) (= 1+ 0(1))2.294183 )

19 s (o) (2o

La démonstration du théoréme 1 résulte alors de (7), (12) et (19).
4. Quelques conjectu;'es
Il est commode de définir :
g(N)=[2¢/N+1/4-1].
On a donc

pour m? < N < m(m + 1) g(N)=2m -1
pour m(m+ 1) < N < (m 4+ 1)? g(N) = 2m.

Nous dirons ensuite qu’un ensemble admissible .4 est N-optimal si A C Ny,
et |4| = F(N). Nous noterons p(N) le nombre d’ensembles admissibles
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N optimaux, et par a(N) le nombre d’ensembles admissibles non vides

A C Ny.

Nous dirons aussi qu’un ensemble A est impair si tous les éléments de
A sont impairs. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si .4 contient un nombre
pair, nous dirons que 4 est non impair. Nous définissons

h(N) = AIQ%IN(mm A)

ou A parcourt I’ensemble Fy des ensembles admissibles N-optimaux et
non impairs. Si Ey = 0, alors h(N) = +o0.

J.-P. Massias et M. Deléglise ont donné la liste des ensembles N-optimaux
pour N < 50, et ’on trouvera un extrait de leurs résultats dans la table en
annexe. Ces calculs sur ordinateur montrent un comportement trés régulier
qui nous conduit aux conjectures suivantes :

CONJECTURE 1. On a pour tout N > 1]

F(N)=g(N)=[2y/N +1/4-1],

et ’ensemble (ii) de Straus est N-optimal.

Conjecture 2. Lorsque N est de la forme m? ou m(m + 1), on a

p(N) = 1, autrement dit I’ensemble (ii) de Straus est le seul ensemble
admissible N-optimal. De fagon plus générale, soit t > 0. II existe deux
fonctions mq(t) et q(t) telles que, pour m > my(t) on ait

p(m® +1) = p(m(m +1) +1) = q(2)
et I'on a q(0) =1, ¢(1) = 2, q(2) =5.

Conjecture 3. Les ensembles admissibles N-optimaux impairs sont :

Ay = {N,N —2,...,N —2g(N) + 2} lorsque N = m? — 2 et m impair,
lorsque N = m? — 1 et m pair et lorsque N = m(m +1) — 1 et

Ay = {N,N -2,..,N —2g(N)+4, N —2g(N)} lorsque N = m? — 1
avec m pair et lorsque N = m(m+1) — 1.

Il est facile de voir que les ensembles ci-dessus ont g(N) éléments et
sont admissibles, et donc sous réserve de la conjecture 1 sont N- optimaux.
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De facon plus générale on peut caractériser les progressions arithmétiques
admissibles /

A=A(k,r,N)={N,N —-r,..,N —(k-1)r}
avecr>1, k>1let (N,r)=1 par la condition :
(k+7r)? <4N +2r(r+1) - 3.

Ce résultat se démontre comme (ii) en observant que, comme (N,r) =1, il
suffit de comparer la somme des j plus grands termes de A avec la somme
des (j + r) plus petits termes de A, et ceci pour 1 < j <k —r.

Un calcul un peu technique montre que pour r > 3, A(g(N),r, N) n’est
pas admissible, et pour r = 2 et N impair, A(g(N),2, N) est admissible
seulement dans les cas décrits a la conjecture 3.

Conjecture 4. Pour N > 16, la fonction N — h(N) est constante sur
les intervalles (m?, m(m+1)—1) et (m(m+1),(m+1)? —1). On a de plus
h(m?)=m? —2m 42 et h((m(m+1))=m? —m + 1.

Comportement de a(N). Il est clair que toute partie d’un ensemble
admissible est admissible. I1 résulte donc de (ii) que

a(N)> 29N _1>92VN-2_

Par ailleurs, il résulte du lemme 2, en posant k = [-%=N'/2 4 1], que
/3 q

a(N) SZ:;(]]V) <N (]Z) <N (%)k < exp(cV/N log N)

pour un certain c.

Il nous semble difficile de préciser davantage le comportement de a(N).
L’étude de la table numérique laisse penser que

log a(N)=<+/NlogN,

mais nous conjecturons cependant que ’on a log a(N) <V N.
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5. Suites infinies.

Nous allons maintenant étudier les ensembles infinis admissibles. Si A C

N, et £ > 0, on pose
Ay= > 1
n€EAn<z

et nous conjecturons que si .4 est admissible, alors

lim inf A(z)z~"/2=0.

=00

(La limite ci-dessus est finie par (1).) Malheureusement nous n’avons pas
été capables de le démontrer.

Par ailleurs, Erdés [1] a démontré qu’il existe ¢ > 0 (la valeur de ¢ n’est
pas précisée) et un ensemble infini admissible A tel que

A(z) > z° pour z > z,.
Peut-étre est-il possible d’obtenir
A(z) > 2'/*.
Nous prouvons seulement le résultat plus faible :

THEOREME 2. Il existe un ensemble infini admissible A C N vérifiant pour
z>x:

(20) A(z) > 27726 (= 010102

Démonstration. Soit 2o = 0, et pour N = 1,2/ ..., posons zy = K((2+‘/€)/2)N,
avec K = 40.

Par récurrence nous allons définir les ensembles de nombres entiers posi-
tifs Ay, A, ... vérifiant

(21) Ay Clzn-1,zN]-

Lorsque N =1, on pose Ty =1 et

A= {lm] -5 1<i< V0,
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Pour N > 2, supposant construits Ay, ..., Axy—1, on pose
N—1
=3 (3 a) 41
n=1 \a€A,

et
A = {Tnlzn/Tn] - iTy ; 1 < i < 25272,

Maintenant nous allons démontrer l'inclusion (21) pour tout N. On remar-
que d’abord que, pour N > 1,0n a:

1
(22) xN_1<-j€xN et zy> K.

De plus, d’aprés la définition de Ay, on a :
(23) Ay Clew — (1 + 25D/ Ty, 24).

En tenant compte de (22) et (23), il suffit de démontrer

_ K —
(24) @+ )Ty < =2

IN

pour démontrer (21).

Or (24) se vérifie numériquement lorsque N = 1. Pour N > 1, les
définitions de As, ..., An—1 et Ty entrainent, par (22)

N—1
TN < ) lMalza +1
n=1
N-1 N—1
25) <1+ Y 20D, =14 3 & )f
25 n=1 n=1 ’

Ve /2 1 1 1 Va2 K 1
< 1 < 1
N (+I{+ Tttt L) S\ ko1t E

<K+l vap_ K+ l(x(g/(2+¢g))¢g,2 _ K+1 ve/et2)
SKo1TN TR YN K—-1"N ’

Nous avons ainsi

_ K+1 _
x(Nx/E 2)/2TN K+1 (V6-2)/24V6 /(V6+2)
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_EK+1 21D KE+1,._ V4D,
K-1 1 K-1

d’ol ’on déduit (24) en vérifiant numériquement que

— < —_—
2K—1K <%

On pose A = |J%_, An. Nous allons montrer que cet ensemble est admis-
sible et qu’il vérifie (20).

D’abord nous allons montrer que pour tout N, I’ensemble A4 5 est admis-
sible. Il suffit pour cela de montrer que pour 1 < k < |An| -1,

(26) r E'p(.AN,k), s E'P(.AN,IC+1),
on a
(27) r<s.

On pose yy = Tw[zn/Tw] et
(28) v = AN = Y5277,

Nous avons alors

s—r>(yn —2nTn)+ (yv — (z2v = DTN) + .. + (yv — (z2v — k)Tw)
— (v + (v = TN) + ... + (yn — (k = 1)Tx))
k(k+ D, (= l)k

= (ynv — (k+ 1)2nTn + ( TN

=yn — (k+ 1)znTy + k?TN +E2Ty & f(k)

Le minimum du trinéme f(k) est atteint en k = zy/2 et donc

2
s—r2> f(zn/2) =y~ - ('%N + DanTn + z—fTN
29)
( 2

2
z z
=yn — (TN+ZN)TN >y — (—4M+ZN+ DTx.
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Par (25) et (28), (29) devient :

Ve—2 ;
sor2EN - (ﬁ'—‘ +2(FD 1) K41 o/t

4 K—-1"V
K+1/(1 _ _
=y (1 - ?:-1- (Z + IN1/(2+\/6) + :l:Nzl(‘Z_H/é)))
>zy (1 _ K+l (l + KTVOHVE) K-2/(2+*/6‘>))
= K—-1\4

> Tzn/100>0

ce qui prouve (27), et donc que pour tout N > 1, Ay est admissible.

Nous devons montrer maintenant que Pensemble 4 = [ JX_, Ax = {a1 <
az < ...} est aussi admissible. Raisonnons par ’absurde, et supposons
que A a deux sous-ensembles de mémes sommes, avec un nombre différent
d’éléments, c’est-a-dire qu’il existe des entiers iy < 12 < ... < 1y, 51 < J2 <
.. < Jp tels que

(30) ' Zai,‘ =Za1" , uF# .
= k=1

k=1

Nous pouvons supposer que i, < j,, et que a;, ..., a;,,aj,,...,a;, (avec
u # v) est une solution telle que j, = max(i,,j,) est minimal. On définit
N par aj, € Ay (on a évidemment N > 2) et soit u’ et v’ les plus grands

nombres tels que
N—1

{ai1 ) ai27 seey aiu,} C U An
n=1

) 3 [ 3
(et Pon a, ou bien u' = u, ou bien i, € AnN) et

N-1

{ajnajn)'",aj,,l} - U An 3
n=1

si ’'on a a;, € An, on pose u' = 0. Alors Ty, |a;, pour v’ < k < u et Tx|aj,
pour v' < k < v, et (30) entraine

(31) Z a;, = Z aj, mod Th.
k=1 k=1
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De plus, nous avons

u! v N-1
(32) doa - a,|<Y) > a<Tn
k=1 =1 n=1 a€A,
Par (31) et (32), il vient
(33) a;, =) aj;,
k=1 k=1

N—

1 .. sy 2 ..
n=1 An. Mais j, a été choisi

et tous les termes ci-dessus appartiennent a | J
minimum ; cela implique

(34) u =

On a ensuite par (30), (33) et (34)

n
E: a;, = E: az,

k=n'41 k=v'+1

et les nombres de termes dans les deux sommes ci-dessus sont différents :
u —u' # v —v'. De plus tous ces termes appartiennent a A4y, mais ceci
est impossible puisque nous avons démontré que Ay est admissible. Cette
contradiction termine la preuve que .4 est admissible.

Il reste & démontrer (20). Pour 2 > z¢, on définit N parzy_1 <z < zn.
D’apreés la définition de .4, nous avons

A2) 2 Alen-1) 2 vl = BV =
= (YY)D = VA s p 5V

et cela achéve la démonstration du théoréme 2.
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a(N)

12
21
36
59
98
152
241

362

545

794

1165
1650
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Nombre de
solutions
N a(N) F(N) p(N) impaires h(N)
N—optimales

26 47479 9 2 17
27 61065 9 5 17
28 79139 9 11 17
29 101145 9 23 2 17
30 128998 10 1 21
31 163421 10 2 21
32 207304 10 ) 21
33 259298 10 10 21
34 325692 10 20 21
35 405614 10 38 2 21
36 503625 11 1 26
37 622853 11 2 26
38 769232 11 5 26
39 941482 11 10 26
40 1156143 11 21 26
41 1410171 11 39 2 26
42 1711663 12 1 31
43 2076250 12 2 31
44 2513965 12 5 31
45 3023894 12 10 31
46 3639397 12 20 31
47 4366367 12 37 1 31
48 5212730 12 65 31
49 6225734 13 1 37
50 7413601 13 2 37
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