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Bordeaux 3 (1991), 129-185

Nouvelles méthodes pour minorer des
combinaisons linéaires de
logarithmes de nombres algébriques

par MicHEL. WALDSCHMIDT(1)

Résumé — Depuis un peu plus de vingt ans, la recherche de minorations
de combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques avec des
coeflicients algébriques a fait 1'objet de nombreux travaux. Dés que le
nombre de logarithmes dépasse 2, toutes les démonstrations utilisées jusqu’a
présent reposaient sur la méthode de Baker. Nous proposons ici d’autres
méthodes.

Abstract — Up to now Baker’s method was the only one to yield lower
bounds for linear forms in logarithms of algebraic numbers, at least when
the number of logarithms is bigger than 2. We propose here other methods.
While Baker’s work is a generalization of Gel’fond’s solution of Hilbert’s
problem, our approach is based on Schneider’s solution of this problem.
This first paper is devoted to the “dual” of a proof due to N. Hirata of a
Iower bound for linear forms in a commutative algebraic group (here we
consider only the usual logarithms). In a subsequent paper we shall develop
the “dual” of Baker’s method.

1. Introduction

Le théoréme de Baker [B] sur l'indépendance linéaire de logarithmes de
nombres algébriques s’énonce :

Sotent ... ,am des nombres algébriques non nuls, logay, ... ,logamn,
des déterminations non nulles de leurs logarithmes et B,,...,[Bn des
nombres algébriques. Si

Bo+ Bilogay + -+ 4 B logay, =0,

Mots clefs : Formes linéaires de logarithmes, transcendance, approximation diophanti-
enne, méthodes de Schneider, Gel’fond, Baker.

Manuscrit regu le 23 janvier 1991 .
(1) Recherche partiellement financée par la Fondation Nationale Hongroise pour
la Recherche Scientifique, contact n® 1811 et par le C.N.R.S. SDI 5614 et PRC
Mathématiques-Informatique.



130 M. WALDSCHMIDT

alors By = 0 et les nombres B4, ... , Bm sont linéairement dépendants sur

Q.

On en déduit (par un argument simple d’algebre linéaire) que, si fy,... ,Bm
ne sont pas tous nuls, alors les nombres log aq,... ,loga,, sont aussi Q-
linéairement dépendants. On peut étendre ce théoréme en un énoncé général
sur les groupes algébriques commutatifs [W3]. Voici le cas particulier des
groupes linéaires :

Notons IL le Q-espace vectoriel des logarithmes de nombres algébrigues,
c’est-d-dire I’image inverse de Q* par Uapplication z — e* :

L ={feC;ef € Q*}).

Sotent dy et di deuz entiers > 0, avec d = do + di > 0. On pose
Mgea, = Q% x L. Soient V et W deuz sous-espaces vectoriels de
C* = C% x C*, de dimensions respectives n ett, avecn <d et W C V.
On suppose W rationnel sur Q. Alors il eziste un sous-espace vectoriel Ty
de C%, rationnel sur Q et un sous-espace vectoriel Ty de C*, rationnel
sur Q, tels que, si on note

50 = d() —dicho, 61 =d1 -—dich1,
T=T0XT1, 6:50+61=d—-dlch,
T =dim¢ W/WNT, A=dimgA4a NV/Aga, NV NT,

onaité6 > 1 et

Ce dernier théoréme contient ’6noncé de Baker d’au moins 4 maniéres
différentes ; pour simplifier considérons le cas homogéne By = 0 :

Prlogog + -+ + Bm log am = 0.

Prenons dy=0,d = dy = m,t = n = d— 1; on choisit pour V = W
hyperplan B127 + -+ + fmzm = 0 de C™. La condition § > 7 signifie
(quand W' est un hyperplan) que W contient T'. Si on avait 7' = 0, comme

(0,...,0) # (logaq, ... ,Jlogam) € Agea, NV,
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on aurait A > 1, 6§ = d, 7 = d — 1, ce qui n’est pas compatible avec la
conclusion A + 6 < (6 — 7)d. Donc T' # 0 et T est rationnel sur Q. Soit
b= (b1,...,bm) # 0 un point de TN Q™ ; en écrivant que b appartient a
W, on trouve b3 + -+ 4 bmfBm = 0. []

Prenons dy=1, dy = m,doncd=m+ 1, puist = n = d — 1; on choisit
pour V = W P’hyperplan zy = B1z1 + -+ + Bmzm de C%. Ici encore W
contient 7. Comme

0,...,0) #(0,logay, ... ,log a,) € Agya, NV,

on a T # 0. De plus C x {0} ¢ W, donc Ty = 0. Soit (by,... ,bn) # 0
un point de T3 N Q™ : en écrivant que (0,bq,...,b,,) appartient & W, on
trouve encore b1By + -+ + by Bm = 0. []

On choisit maintenant dg = m — 1, dy = 1, donc d = m, puis t = 0,
c’est-a-dire W = 0. On suppose (ce n’est pas restrictif) 3, = —1 et
on prend pour V l’hyperplan z,, = zlogeqy + -+ + 2,1 loga,,—q. La
conclusion s’écrit A + 6; < 6, c’est-a-dire A < 8. Il existe donc un sous-
espace vectoriel Ty de C™~ 7, tel que le rang sur Z de la projection du sous-
groupe Z™ 1V + Z(B1, ... , Bm—1) sur C™~1 /T, soit < &y = dime C™~1/Tp.
De plus 8§y > 0, car § > 0 et T # C™" x {0} (on utilise ’hypothése que
log aq, ... ,log ay, ne sont pas tous nuls). On en déduit que 1,54, ... , Bm—1
sont linéairement dépendants sur Q. []

On prendenfindy =m,dy =1,d=m+1,t = 1, n = m. Le sous-espace
V est ’hyperplan z,,49 = z1logeay + -+ - + 2z log a,,, et W est la droite
contenant (B3, ...,8m,0). Ainsi V N A4,q4, contient tous les points

A1y Amy Arlogag + -+ A log am),

pour (Aq,...,An) € Q™. La conclusion s’écrit maintenant A + 7 < 6.
Or on a facilement A > §6,, donc 7 = 0, c’est-a-dire W C T. Alors
(Biy.-- ,Bm)E€To.OnaTy #C™ :sinon 6y = 0,6 =6 =1, T = C™ x {0}
et A =1 (car les log a; ne sont pas tous nuls), ce qui n’est pas compatible
avec 'inégalité A + 7 < 6y. Enfin T}, est rationnel sur QQ, parce que 'image
de Z™ dans C™ /T, a un rang A < 65 = dim«;((C""/To) (voir ci-dessous,
lemme 2.6). []

La premiére démonstration correspond a la méthode de Baker, telle
qu’elle a été développée depuis plus de vingt ans par tous les auteurs
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ayant donné des minorations de combinaisons linéaires de logarithmes (tout
au moins quand le nombre de logarithmes est supérieur & 2); voir par
exemple [B], ainsi que [W2], [PW2], [BGMMS], [Wii] pour des travaux
plus récents. La seconde a été introduite par Noriko Hirata (pour traiter
le cas elliptique) dans [H]; c’est une variante de la premiére, mais elle s’en
distingue sensiblement par le choix des parameétres. La troisiéme méthode
est duale (au sens de [W4]) de la premiére ; quand on s’y restreint & deux
logarithmes, il s’agit de la méthode de Schneider, qui a été développée
dans [MW1-3] pour donner des minorations explicites. Pour n logarithmes,
cette méthode a été esquissée dans [W1] Chap.9 (voir aussi [Y1] pour le
cas elliptique). Enfin la quatriéme est duale de la seconde (nous explicitons
cette dualité un peu plus loin).

On peut aussi décrire le principe de base sous-jacent & chacune de ces
quatre méthodes en écrivant les fonctions qui interviennent et les points
(éventuellement aussi les dérivées) que ’on considére. On écrit pour cela
une équation de I’hyperplan V de C% sous la forme z4 = 2121+ - -+ Zd—12d—1
pour les méthodes 1,3 et 4, sous la forme z; = z92z9 + -+ + 424 pour la
méthode 2. Les restrictions & V' des d fonctions

21,0y 2d,, €700 L e

produisent d fonctions f1,..., fs de d—1 variables. Le fait que V' contienne
un sous-espace W rationnel sur Q) se traduit par P’existence de ¢t équations
différentielles a coefficients algébriques satisfaites par fy,... , fq4.

Prenons B, = —1 (ce qui n’est pas restrictif); on travaille avec m
fonctions de m — 1 variables complexes :

e, ... em1, efrattBmoizm_n ,

on dérive par rapport aux m—1 variables zq, ... , z,,—1 et on prend les points
du sous-groupe Z(log a,...,log am_1) qui est de rang 1. Le fait que ces

points soient tous sur une droite complexe a été abondamment exploité dans
tous les travaux antérieurs. Cela permet d’ailleurs de présenter la méthode
de Baker en ne parlant que de fonctions d’une seule variable.

On a ici m + 1 fonctions de m variables, & savoir

ﬁ1z1 +""+‘ﬂmzm7 ezly--' )ezm1

que ’on dérive encore dans les m directions et dont on prend les valeurs
aux points de Z(log aq,...,log am).
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De nouveau on suppose 3,, = —1 et on a m fonctions de m—1 variables :

Zm -1

Zlyee ey Zme—t, 07" e T

on ne prend pas de dérivée (c’est pourquoi on parle de méthode de
Schneider) et on considére les valeurs de ces fonctions aux points du sous-
groupe Z™' 4 Z(ﬁ1 Yo ,ﬂm_1) de C™1.

El On travaille avec m + 1 fonctions de m variables :

21,y 2,y O @l
une dérivation D = 310/0z1 + -+ + Bm3/0zm et on prend les points dans
m.

La dualité entre les méthodes 2 et 4 peut étre explicitée de la maniére
suivante : quand on calcule la valeur au point (hlogay,... ,hloga,,), de

D”((ﬂ121 4+ 4 ,Bmzm)te)" z1+"'+/\mzm) _

1! To o Oi\ oriyoi—ri Aizi
Z m(ﬁrzl ++ﬂmzm) H (T,‘)ﬁi ’\i € )
lirli=t =1
on trouve
Z L!-hro(ﬂ ] + +,3 lo )rn ﬁ a; ﬂr.'/\rr.'—r.'a)\.‘h.
oy 1 10g oy m 108§ O i N i

. " T;
lIrli=t " =1 N

on obtient la méme chose quand on calcule la valeur au point (Ay,...,A,;)
de

a a ! 2] Tm P Zm \h
ﬁ1b—;+"'+ﬁm5;— (2 zpm (o ek )t) =

m

[

t! T T “ oi T _oi—Ti _zih
Z ;Th “(ﬁ1loga1+--‘+ﬁmlogam)°H(T),3i Z; o

Irll=t =1

La coincidence entre ces deux valeurs est expliquée par la transformée de
Fourier-Borel dans [W4] §5 et §7.

Une fois les fonctions, les dérivées et les points choisis, on peut dérouler
chacune des quatre méthodes de maniére analogue. En particulier dans
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les deux premiéres, on n’utilisera pas de formule d’interpolation en une
variable, bien que les points considérés engendrent un C-espace vectoriel
de dimension 1 : cette propriété n’interviendra que dans la construction
de la fonction auxiliaire [W4], de maniére duale du fait que, dans les deux
derniéres méthodes, une seule des fonctions considérées n’est pas linéaire.

On commence par écrire la fonction auxiliaire de [W4] avec des
paramétres convenables, puis on l’utilise pour résoudre un systéme d’équa-
tions (grace a I'inégalité de Liouville) et enfin on exploite ce systéme grace
a un lemme de zéros [P].

Pour démontrer un énoncé qualitatif de transcendance, ce schéma de
démonstration est suffisant. Pour obtenir des résultats quantitatifs, il faut
encore travailler un peu. Quand on veut minorer une combinaison linéaire
non nulle By + Bylogay + -+ + Bnploga,, en raisonnant par l’absurde,
le schéma de démonstration précédent conduit & P’existence de relations
linéaires a coefficients rationnels entre les (; (correspondant & un sous-
groupe du groupe algébrique de départ). On est amené a reprendre la
démonstration avec moins de variables, en tenant compte de ces relations
rationnelles.

Dans ce premier texte, nous montrons comment la méthode 4 permet de
donner des minorations explicites. Dans un second texte, nous utiliserons
la méthode 3 (qui généralise en plusieurs variables celle de Schneider).

Quand on utilise exactement le schéma proposé ci-dessus pour les
méthodes 1 et 3, on trouve un facteur (log B)? pour la dépendance en
la hauteur des 8;. Il est bien connu que pour obtenir log B comme on le
désire, on doit introduire un facteur G,. Voici comment se décrit la méthode
1 (resp. 3) ainsi modifiée, en terme de fonctions. On suppose & chaque fois

On travaille avec m + 1 fonctions de m variables complexes :

z, €7, ... e*m=1 M “+"'+_ﬂ"‘“ ey

on dérive par rapport aux m variables zg,... ,2,—1 et on prend les points
du sous-groupe (de rang 1) Z(l, log aq, ... ,log am_1).

On a encore m + 1 fonctions de m variables :

Zm =1

20 o401
20,21y 3 Zm—1,€ Qq O, g,
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on prend une dérivée J/0z, et on considére les valeurs de ces fonctions aux
points du sous-groupe 0 x Z™~ ' + Z(O,ﬁh.. . ,ﬂm_]) de C™.

Enfin, pour obtenir vraiment log B et non log B loglog B dans le résultat
final, on utilise les polynomes de Fel’dman (c’est simplement une maniére
d’écrire différemment le systéme d’équations pour avoir des estimations
meilleures).

Voici la minoration que nous obtenons. Soient aq,... , o, des nombres
algébriques non nuls et by, ... , b, des entiers rationnels non tous nuls. Pour
1 <7 < n, on choisit une détermination log ¢; du logarithme complexe de
«; et on suppose que le nombre

A=blogay + - -+b,loga,

n’est pas nul. On désigne par D le degré du corps K = Q(ay,... ,a,) sur
Q. Pour 1 <7 < n, soit A; un nombre réel vérifiant

log A; > max {%, h(ay), %l log CY:‘I} ;

on pose A = max{A;;1 < i < n}; d’autre part soit B un nombre réel
vérifiant
B > max{|b;|;1 < i< n}.

THEOREME 1.1. — On choisit un nombre réel E > e tel que, pour
1<i< n,on ait
E < min D_log_A,-, AP Y.
- | log ai
On pose
Dlog A
Z =4nlogn + 6n + log(DE) +‘(n —1)log ( lo(g)gE' )

ot zZ log E

_ Z og

G—max{QOn, log B, = 20n 5 }

Alors

|A| > exp {—C(n)D"*?GZlog A1 - - -log An(log E)™'} ,
avec C(n) < 22"+21n4" pourn > 2 et
n= 2 3 4 )
C(n) < 3.01-108 9.9-10" 7.4.10" 1.11-10%

Nous déduirons (au paragraphe 9) du théoréme 1.1 le corollaire suivant,
qui correspond au cas particulier E = e. -
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COROLLAIRE 1.2. Soient A et B des nombres réels vérifiant

log/i > ma.x{D, Dlog A,666n4} et logé > max{log B,20n}.
Alors

|A]| > exp {—QnC(n)D"“(log B + loglog A)(loglog A)log A - - -log An} ,

ot la constante C(n) est donnée par le théoréme 1.1.

Remarques. Les minorations les plus précises étaient jusqu’a présent celles
de [BGMMS]; les résultats de ces auteurs sont énoncés de maniere
légérement différente, mais on peut cependant comparer les valeurs numé-
riques. Par exemple, dans [BGMMS], sous une hypothése d’indépendance
des racines des a;, apparait la constante

,n2n+1

221(2482)n —
qui est de I’ordre de grandeur de 1.05 - 102 pour n = 2 et de 4.26 - 10'"
pour n = 3; pour ces deux valeurs notre résultat est donc plus précis
(nous gagnons un facteur 3500 pour n = 2 et 430 pour n = 3 et nous
n’avons pas de condition d’indépendance des racines des «;). Pour n = 4
et n = 5 notre gain est plus faible (le facteur est 30 et 1.3 respectivement).
Nous montrerons (au paragraphe 7) qu’il est raisonnable d’espérer une
constante de I’ordre de grandeur de 2°"+9n27+5 par la méthode présentée
ici. Notons aussi que les résultats de [MW2] et [MW3] sont numériquement
plus efficaces pour n = 2 quand B n’est pas trop grand, essentiellement
quand log B < 10% (mais I’hypothése

Da;  Dag
[logaq| ~ |log s

du corollaire 1.1 de [MW3] nécessite des précautions).

Nous n’avons traité que le cas ou les coefficients b; sont entiers rationnels,
parce que c’est le plus important pour les applications, mais la méthode
permet aussi de minorer des combinaisons linéaires de logarithmes & coef-
ficients algébriques.

Dans le présent texte, aprés quelques lemmes préliminaires (paragraphe
2), nous construisons (paragraphe 3) la fonction auxiliaire, qui repose
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sur les constructions générales de [W4]. En la combinant avec ’inégalité
de Liouville, cette fonction nous permet (paragraphe 5) de résoudre non
trivialement un systéme d’équations. Alors le lemme de zéros de Philippon
(paragraphe 4) compléte la mise en place de la “machine” transcendante.
Apres avoir explicité les conditions que doivent satisfaire nos parametres
(paragraphe 6), nous utilisons cette machine deux fois (paragraphes 7 et 8)
avant de pouvoir conclure la démonstration (paragraphe 9).

Pour obtenir un résultat entiérement explicite, il faut choisir des
valeurs numériques pour certains parameétres qui interviennent dans la
démonstration de transcendance. Effectuer ces choix au début de la
démonstration (comme dans [B]) permet une plus grande concision. Ici
au contraire, comme dans [BGMMS], [W2] et [Y2] par exemple, nous avons
délibérément poursuivi la plus grande partie de la preuve en ne choisissant
pas de valeur numérique pour ces parametres, mais en explicitant les con-
traintes qu’ils doivent satisfaire. L’avantage de cette présentation est une
plus grande facilité pour comprendre et vérifier les détails de la preuve. De
plus si des raffinements sont apportés ultérieurement & certaines estima-
tions (par exemple au lemme de zéros), il ne sera pas nécessaire de refaire
entierement la démonstration. Nous expliquons aussi comment nous avons
choisi ces parameétres en effectuant préalablement des calculs approximatifs
(paragraphe 7).

Le résultat final auquel nous arrivons est de méme qualité que les
meilleurs que 'on sache obtenir par la méthode de Baker, bien que la
méthode de Baker ait fait 1’objet (cf [B]) depuis bientot un quart de siécle
de contributions de nombreux auteurs (sans parler des travaux antérieurs
de Gel’fond). Evidemment le présent travail bénéficie de cette longue
expérience. D’un autre c6té les nouvelles méthodes que nous proposons
n’utilisent ni extrapolation, ni théorie de Kummer et les fonctions auxili-
aires sont tout-a-fait différentes de celle de Baker.

Comme cela est souligné dans [Wii], les derniers progrés substantiels
concernant a la fois la méthode de Baker et les résultats (minorations de
combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques) datent du
milieu des années 70. On peut espérer que les arguments nouveaux qui sont
présentés ici permettront de nouveaux développements de ce sujet.

2. Lemmes préliminaires

Dans cette section nous fixons les notations et nous donnons quelques
lemmes auxiliaires qui nous seront utiles plus loin.

Quand n est un entier positif et Ly,...,L, des nombres réels positifs,
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nous désignons par Z™(L) ’ensemble des éléments A = (Aq,...,A,) € Z"
vérifiant |A;] < L; pour 1 < i < n. Si ® est un sous-groupe de Z"™, on écrit
®(L) pour ®NZ"(L).

On considérera des fonctions analytiques de d variables complexes.
- On définit, pour z = (z1,...,24) € C% |z| = max{|z1],...,|za|}. Soit
R=(Ry,...,Rs) € R avec R; > 0, (1 < i < d); on désigne par D;(0, R)
le polydisque {z € C% |z| < R;,(1 < i < d)}. Quand F est une fonction
analytique dans un voisinage de ce polydisque, |F|g désigne le nombre
sup{|F'(z)|; z € Da(0, R)}.

Pour 7 = (7,... ,74) € N% on note ||7|| pour 7y +- - -+ 74. On écrit aussi
7! pour le produit 7! .- 4.

Soient Sy, S2 des entiers positifs; S4(S7,S2) = S désignera I’ensemble
des (0,s) € N24 vérifiant 0 < 0, < S, 8. > 1, (1 <i < d)et||s|| < 5.
Ainsi Card§ = S{'(?,’)

Nous utiliserons les polynomes de Fel’dman, qui sont définis par
A(z;s)=(z+1)---(z+s)/s!

pour s entier positif, tandis que A(z;0) = 1. Par récurrence sur S on vérifie
que (f) < 2577 pour tout entier S > 1et 0 < s < S. On en déduit

|A(Z;S)] < ([IZI] -ZS + 1) < 2|Z|+s.

C’est essentiellement cette majoration qu’utilise Baker dans [B]. Nous
aurons besoin d’estimations plus fines : en majorant s*/s! par e* (du fait que
la série exponentielle est & coefficients positifs) et en utilisant la croissance
de la fonction t ~— tlog(1 + 1/t), on trouve

||

s
|A(z,8)| < (? + 1) e’
pour 0 <s< S.

LEMME 2.1. Soient Sy, Sy deux entiers positifs, R un nombre réel positif
et z1,...,24 des nombres complexes. On note S = 5152 et on suppose

max |z;| < R.
1<i<d

Alors pour tout (o,s) € 84(51,52) on a
d R s
H IA(Z,’ + 055, )""I < (S— + 2) es.
1

=1
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Démonstration. Pour 1 <:<dona

R+ o, 51
|A(z; + 03;51)] < ( +o + 1) e,
S
D’autre part pour (o,s) € 84(S1,S2) on a Sy|s|| < S, d’ott le résultat. []

Quand k, £ et m sont des entiers > 0, on note
1 d\™ ¢
A(z; k1 =—| = z; .
Giktm) = o (1) (8

LEMME 2.2. Pour £, m entiers > 0, k entier positif, et z € C, on a

|A(z; k, €,m)| < (I I+1) (2¢)*,

De plus, si on désigne par v(k) le p.p.c.m. de 1,2,... ,k, on a

4
k) < —
logv(k) < <l+ 103)k

et, pour tout a € Z, le nombre
v(k)™A(a; k, £, m)

est entier. Enfin, si k, R, L sont des entiers positifs avec k > R, les RL
polynémes
A(z+rk), (0<r<R1<£<L1L)

sont linéairement indépendants. Par conséquent les polynémes en d va-
riables

d
HA(zi+0’i;51)”, ((o’,s)ES),

sont linéairement indépendants.

Démonstration. Voir par exemple [Y2], lemma 2.3 p.127. La majoration de
v(k) provient de [RS], formule (3.35). []

Remarque. On pourrait remplacer 4/103 par une constante plus petite en
supposant k suffisamment grand (dans 'application qui suit, ce n’est pas
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restrictif). D’autre part on pourrait améliorer les constantes numériques
en remplacant les polynémes de Fel’dman par ceux qui sont utilisés dans

[MW2,3].

Rappelons maintenant l'inégalité de Liouville. On utilise la notion
habituelle de hauteur logarithmique absolue d’un nombre algébrique :

1
h(a) = ——— d, log max{l, |a|,
@)= G@ya {hlel]
avec Z”lvo d, = [Q(a) : Q] pour chaque place vy de Q et (formule du
produit) > d,log|al, =0si a #0.
LEMME 2.3. Soit P € Z[X;,... ,X,] un polynéme en q variables, de degré
au plus Nj en X, (1 < j < q), et de longueur L(P). Soient orj, (1< j < q)

des nombres algébriques. Enfin soit D le degré d’un corps de nombres
contenant ;. Si le nombre P(a, ... ,a,) n’est pas nul, alors

log |P(a,. .. )] > —=(D = 1)log L(P) — D> Njh(a;).

=1
Démonstration. C’est le lemme 3 de [MW1]. ]

Voici un exemple d’application de cette inégalité de Liouville :

LEMME 2.4. Soient «,...,a, des nombres algébriques non nuls dans
un corps de degré D, logay,...,loga, des déterminations de leurs
logarithmes, et bq,... ,b, des entiers rationnels, tels que le nombre A =

bilogay + - -+ + b, log oy, ne soit pas nul. Alors

|A] > 277 exp {—DZ |bi‘h(ai)} :

Démonstration. Voir [MW2] lemma 2.2. []

Nous utiliserons un lemme de zéros qui nous fournira ’existence d’un sous-
espace vectoriel de C™. Pour travailler avec ce sous-espace il faudra en
choisir une base et pour cela nous utiliserons le lemme suivant.
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LEMME 2.5. Soit V un sous-espace vectoriel de C™ de dimension d et

soient Ly,...,L, des nombres réels positifs. Il existe un sous-ensemble J
de {1,... ,n}, ayant n — d éléments, tel que V soit I'intersection de n — d
hyperplans .
5=y uln, (eI,
igJ
U) satisfaisant

avec des nombres complexes u

WP < Lj/Li,  (GeJ1<i<nigl).
Autrement dit une base (v;);gs de V est donnée par

PR ONSS Gy _ [ 6 pour jEJ,
vi = (v )ISJS"’ avec vi —{u?) pour j € J.

Démonstration. Sid = n on prend pour J ’ensemble vide. Supposons d < n.
On écrit V comme intersection de n — d hyperplans

n

D awzi=0, (1<£<n-—d).

i=1
Pour chaque sous-ensemble J de {1, ... ,n} ayant n—d éléments, on définit
A j comme la valeur absolue du déterminant de la matrice
|aj’|je.7,1 <t<n—d’

On choisit J de telle sorte que la quantité A j[];¢ ; L; soit maximale et on
utilise les formules de Cramer pour résoudre le systéme

S oajezi==Y awz, (1<£<n—d).
j€eT igJ

On trouve .
zi=3 uz, (e,
igJ

ou :}:A,;u?) est un déterminant la,,,l, s décrivant {i} U (J — {j}). Donc

AIIUEJ)ILz H L.1 S AJ H L.!s
S€.J,s#73 s€.J
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ce qui donne la majoration annoncée. []

Le lemme 2.6 que nous allons donner maintenant est une version effective
de ’énoncé suivant :

Si V est un sous-espace vectoriel de C” de dimension d < n et si sy
désigne la surjection canonique C™ — C™/V, alors sy(Z") est un sous-
groupe de C"/V de rang > n — d; de plus, le rang de sy(Z") est n — d si
et seulement si V est rationnel sur Q.

LEMME 2.6. Soit V un sous-espace vectoriel de C™, de dimension d < n.

On désigne par sy la surjection canonique C* — C™/V, parey,... ,e, la
base canonique de C™ et on suppose que sy(€441),--.,Sy(e,) est une base
de C*/V. Soient L,,...,L, des nombres réels positifs.

1.0n a

Cardsy(z"(L)) > [[ L;-1).

J=dH1

2. Si
Card sy (Z"(L)) < (2Las1 — 1)+ (2Ln — 1) min (2L; - 1),

alors V est intersection de n — d hyperplans d’équations

a .0G)
Zj = = z, d<j<nm,
=1 Hi
avec y; € Z, pgj) €EZ et
0<p<2Li |p’|<2L;, (1<i<d, d<j<n).

Démonstration.

1. Les éléments 3 7_ ., Ajsv(ej), (A € Z, |A;] < Lj, d < j < n) sont
deux-a-deux distincts et appartiennent a sy (Z"(L)).

2. Nous avons supposé €441, ... ,€, linéairement indépendants modulo V.
Ecrivons sy(e;) € Csy(eat1) + -+ Csy(en) :

n
e; + Z u?)ejEV, (1<i<d).
J=d+1
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Ainsi

d d
V= {(z1,... ,zd,Zu?H")z,-,... ,Zug")zi); (z1,- .- ,zd)eC“},
=1 =1

ce qui signifie que V est intersection des d — n hyperplans d’équations
d .
zj :Zu?)zi, (d+1<j<n).
=1

On peut donc identifier C*/V & C*~* en écrivant

d
sy(z) = (zj - Z ugj)zi) .
d<j;j<n

i=1
Soit 7 un entier, 1 < i < d. Prenons A € Z™(L) avec

M= =M =A== A= 0;
on voit que sy (Z"’(L)) contient les points

(A - “Ej)’\i)dqgn’
pour (Ai,Aa1,...,An) € Z*H |\ < Ly, Aj] < Lj, (d < j < n).

Le principe des tiroirs montre qu’il existe (Ili,l‘gdh), . ,;45"')) e znit

0 < pi < 2L;, [n| < 2L;, (d < j < n), tel que pul = p?, (d < j < n).
Ceci termine la démonstration.

Nous allons enfin donner une version quantitative de la formule d’algebre
linéaire :

dimkerf + dimimf = dimV

quand f : V — V' est une application linéaire.

LEMME 2.7. Soient ¥ : Gy — G2 un homomorphisme de Z-modules et C
un sous-ensemble fini de G, ; on note C I'ensemble des A—-X', (A € C, X' € C).
Alors

Cardy(C) - Card(C Nkery) > CardC.

Démonstration. Sur C, P’application % induit une relation d’équivalence
ayant Card 4(C) classes. Si A(") ... A sont des éléments distincts d’une
méme classe, alors A(?) — X() (1 < o < s) sont s éléments distincts de

CN kery. [J



144 M. WALDSCHMIDT

COROLLAIRE 2.8. Soient ® un sous-groupe de Z™, «q,. .. ,a, des nombres
complexes non nuls, logay, ... ,loga, des déterminations de leurs loga-
rithmes, et L,... , L, des nombres réels positifs. On suppose que les nom-
bres log ey, ... ,log a,, sont linéairement indépendants sur Q. Alors

Card{a}'---a)*; A€ ®(L)} > Card®(L)/ max {4L; +1}.

Démonstration. Si aq,...,a, sont multiplicativement indépendants, la
minoration annoncée est banale (et il n’est pas nécessaire de diviser par
maxq<i<n{4L;+ 1}). Supposons, au contraire, que les nombres 2ir,log oy,
... ,log oy, sont linéairement dépendants sur QQ : comme log a4, ... ,log a,
sont linéairement indépendants, il existe une unique relation

2imwhg 4+ hy lOgC!] ++hn10gan =0,

avec h; € Z, (0 < 7 < n), premiers entre eux dans leur ensemble, et hq > 0.
Le noyau de l’application ¢ : Z™ — C* :

P(Aq, ... ,/\n)za;\‘ ---a;\‘l"

est Z(hy,...,hy). On utilise le lemme 2.7 avec Gy = Z", G, = C* et
C = ®(L). Supposons pour commencer les L; entiers. Alors C = ®(2L — 1)
(ot 2L — 1 représente le n-uplet (2L, — 1,... ,2L, — 1)). Soit ¢ un indice
dans Pintervalle {1,... ,n} tel que h; # 0. Alors

Card (®(2L — 1) N Z(hs, ... , hy)) 52%- 1<4L; -3,

c’est-a-dire
Card (C Nkery) < max {4L, - 3}

et le lemme 2.7 donne

Cardy(C) > Card ®(L)/ Jmax {4L; - 3},

ce qui fournit la conclusion avec max;<;<n{4L; + 1} remplacé par
max;<;<n{4L; — 3}). Si les L; ne sont pas entiers, on a ®(L) = ®(L'), ol
L} est le plus petit entier > L; et 4L, — 3 < 4L, 4+ 1, d’oti le résultat. []



Minorations de combinaisons linéaires de logarithmes 145

LEMME 2.9. Soient aq, ... ,a, des nombres complexes non nuls, log o,
...,loga, des déterminations Q-linéairement indépendantes de leurs
logarithmes, Ly,... L, des nombres réels positifs et by,... b, des en-
tiers rationnels. On désigne par W la droite C(by,... ,b,) de C", et par
pw : C™ x C* — (C™/W) x C* la surjection canonique. Si les nombres

o (,\,, e Ayl -.-agn) . (rezrr)

ne sont pas deux-a-deux distincts, alors il existe un nombre rationnel p,
Ol<p< 2ma.x15i5n L;, tel que

9
bilogay + -+ b,loga, € ——zZZ.
)

Démonstration. Si les nombres pyy (/\,a’\) ne sont pas deux-a-deux dis-
tincts, par différence il existe A € Z™(2L) avec 0 # A € W et o* = 1.
Ecrivons A; = pb;, avec, a priori, p € C*. Comme Aq,..., A, ne sont pas
tous nuls, on a en fait p € Q*. Quitte & remplacer A par —A, on peut
supposer g > 0. La relation a* = 1 montre qu’il existe Ag € Z tel que

Alogaq + -4 Ay log a, = 2im Ao,
donc
bilogay + -+ bylog o, = 2imAg/p.
Enfin,sii € {1,...,n} est tel que b; #0,0n a p < |A;i/b;] < M| <2Li. [
Enfin le lemme suivant permet de supposer que les nombres log «; sont

linéairement indépendants sur Q pour la démonstration du théoréeme 1.1.

LEMME 2.10. Soient K un corps de nombres de degré D sur Q, et
£y,...,2, des nombres complexes linéairement dépendants sur Q, tels que
exp(4;) = a; € K pour 1 < i < n. Soit VV un nombre réel > 1 satisfaisant,
pour 1 <1< n,

1
V> h(a;), =& ¢ -
> max {h(a), 516}
Il existe des entiers rationnels hq,... ,h,, non tous nuls, tels que
h1£1 ++hn£n:0
et

max |h;| < (9(n — 1)D3V)n—1.

1<i<n
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Démonstration. C’est une version affaiblie du lemme 4.1 de [W2]. []
3. La fonction auxiliaire

La fonction auxiliaire utile dans la suite de ce texte est le corollaire
3.2 ci-dessous, que l’on va déduire des résultats du paragraphe 2 de [W4].
Voici une conséquence du corollaire 2.7 de [W4]. Rappelons que la notation
S = 84(51,S2) a été introduite au début du paragraphe 2.

ProprosIiTION 3.1. Soient d, M, Sy, S2, S des entiers positifs et g, r*,
r,...,7q, B, P, U, V des nombres réels positifs satisfaisant

U+V22) EZ% S=S1521 512‘1) S2Zd)

rt 2 max i, P +1og(2E) < o(U + V),

P +log 9+ 2dlog((1+ o)(U + V)) < o(U + V)

et
2d(1+4 )2 (U + V)2 < S(1 —d/S2)* "MPlogE.

Soient a4y, ((0,s) € S, 1 < p < M) des fonctions analytiques d’une va-
riable complexe et ¥4, ... ,94 des nombres complexes, tels que les fonctions
Joan(z1,- ., 2a) = Yospu(V1214- - -+9424) soient analytiques dans D4(0, R),
avec R; = Er;, (1 < i< d) et vérifient

Er* S M
eb< SI +2) Z Zlf'f"lllﬁse('.

(7,3)€S p=1

Alors il existe des entiers rationnels p,,,, non tous nuls, majorés par

max lpﬂsnl < er"
I

tels que Ia fonction
M d
F(z)= Y Y Pou (H A(zi + 04; 51)-*-') Fran(2)
(m,3)ES p=1 =1

vérifie
|F|, < eV
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Démonstration. On applique le corollaire 2.7 de [W4] aux fonctions

d

?A(z) = (H A(zi + Ui;Sl)si) frrs/l.(z)
i=1

en prenant A = (o,s,p), f=t=0,n=d, m=1,T=1L= S{l(‘?l’)M,

J=1,A=P, ,l_)l:Q,VZ(C'I,WIO,,C(Z)Z'ﬂ]Z]+'~'+'l9,iz,l.

On prend pour (vy, ... ,v4) la base canonique de C?. On utilise le lemme
2.1 afin de majorer Y, |¢a|r par e”. Enfin pour 1<i<d-1ona

S —1i5; 151 +1 ST +1 d
=1 >1- >1-—
S+1 S+1 — S - S

car S7 > d, donc

y 52) (S+d—1 _s_*( AN
S‘(d 2\ 4-1 Ja\l Sa '
0

Remargue. 1 serait intéressant de savoir si on peut, dans le corollaire 2.7 de
[W4], remplacer (dans les hypothéses et dans la conclusion) les polydisques
de V de la forme

{z1v1 4+ - 4 znvn; 2 € C, |z < p;, 1 <1 < n}
avec p; = r; ou R;, par l'intersection de V avec un polydisque de C?.

Voici I’énoncé qui va étre utile dans la suite.

COROLLAIRE 3.2. Soient d, D, Sy, S2, S, H, T des entiers positifs, p, Uy,
Vo, P, ro,71,... ,7q, ¥, E des nombres réels positifs, By,... ,B4 et Esosh,
(1<6< D, (o,s) €S8,0< h < H) des nombres complexes. On définit
A =319y + -+ B494. On suppose

Uo+W=>2 E>e S§=0505, Si>2d 5 2>d
r* > max {ri+rolfil}, 0<n <1,

P +log(2E) < o(Us + Va),
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P +2dlog((1+ 2)(Us + Va)) +1log9 < o(Ua + Va),

U0>log{z > Zleﬁﬂ.hl}wffzjw |(r: + rolBi])

5=1(a,2)€S h=
+Slog (e (r E )) —Tlogry
Si

d—1
2d(1+ 0)*(Uo + Va)2 < S (1 - Si) D(H + 1)PlogE.
2

et

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls ps,.n, majorés par

<
611;%' [psaan] < e”

tels que, pour tout (uq,... ,uq) € Da(0,r) et tout t € N avect < T, on ait
D H

Z Z Epﬁa'shfﬁrrah Z __(hA)To H ,31” A(uz + 04y SI y 81, T:)eu'ﬂ i

5=1 (a,0)€S h=0 e T i=1

<e V.

Dans la derniére formule, 7 décrit les éléments de N**+! vérifiant ||r|| = ¢.

Démonstration On va appliquer la proposition 3.1 avec p remplacé par
(o,h), M par D(H +1), et r; par . = r;+7|8:|, (1 < i < d), aux fonctions
¢6m¢h(w) = é&ﬂaheh"’) de telle sorte que fﬁrrsh(z) = éﬁﬂsh H:l=1 ezivih
On définit une dérivation Dg = Y30, £:0/8z et on a Dpfsman(z) =
hA f5551(2). On prend ensuite

U=Uy+Tlogrg V=VW-"Tlogr,.

Ecrivons

F(Z'I)--- Zd) Z Z ZpﬁﬂshfﬁﬂqhHA(zz"'az)SI uez,ﬂh

=1 (7,3)€S h=0
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La formule de Leibniz montre que la quantité que ’on veut majorer n’est
autre que

1
ED;;F(lh g oo ,ud),

avec u € D4(0,r). Grace aux inégalités de Cauchy on a :

< g 'sup{|F(z + ¢B); ¢ € C,[¢] < mo}-

1
Le corollaire 3.2 en résulte. []

4. Le lemme de zéros

Soient d > 1, n > 1 deux entiers, f;,...,B34 des nombres complexes
non tous nuls, 6;,...,0, des éléments de C*, & un sous-groupe de Z",
et aq,...,qa, des nombres complexes non nuls. D’autre part soient S, H,
T, La,...,L, des entiers positifs. Rappelons que ®(L) désigne I’ensemble
des A = (Aq,...,A,) € ® qui vérifient |A;| < Lj pour 1 < j < n.

On définit une dérivation

;) 0
Dﬂ—ﬂla—)(]-l--”-i-ﬁdaTd

sur I’anneau C[X;, ..., X4,Y]. On veut savoir s’il existe un polynome non
nul P € C[X;,...,X4,Y], de degré total < S en X;,...,X, et de degré
< H en Y, vérifiant

(4.1) Dyp (»\191 + ot Anb, 0" "-a,*;') -0
pour tout t € N avec 0 <t < T et tout A € (L).

Voici quatre cas dans lesquels I’existence d’un tel polynome P est assurée
de maniére essentiellement triviale.

a) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C?, de dimension v, tel que, en

notant
d

C
) 1C*x C* — == xC*
pw W
la surjection canonique et

ES={(M0 + -+ Apb,,a) adm); A€ ®(L)} € CF x C*,
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on ait

S+d—v

o )(H+1),

T Cardpw(X) < <

alors un tel polynome existe.

En effet, en projetant sur (C*/W) x C*, on est ramené a un systéme
d’équations (ou les inconnues sont les coeflicients de P) ayant plus
d’inconnues que d’équations.

En particulier (en prenant W = 0), si

T Card X < (S:d)(H +1),

alors le systeme d’équations (4.1) lui-meme possede plus d’inconnues que
de conditions.

b) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C%, de dimension v, contenant

(:3])"' ),Brl), t-e] que

S+d—v\,
Card pw(E) < (92;_ U ")(H +1),

alors, pour la méme raison, un tel polynome existe.

Par exemple (en prenant W = C*%), si
Card{a}'---a); X € ®(L)} < H,

alors il existe trivialement un tel polynéme ne dépendant que de la variable
Y. Aussi (en prenant W = (fy,... ,3q)) Vexistence de P # 0 vérifiant (4.1)
est cncore assurée si

S+d-1

Card X < ( d—1

)(H +1).

Cette derniere condition ne fait pas intervenir 7' ; il convient de remarquer
que, dans (4.1), on peut limiter ¢ & Pintervalle 0 <t < min{S,T}, car D%
est nul sur les monomes de degré <ten Xy,...,X,.

c¢) S’il existe un sous-espace vectoricl W de C?, de dimension v < d, tel
que, cn notant

Syy (C(' — Cd/W
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la surjection canonique et
E={(Mb+--+X.0,); A€ &(L)} C CY,

on ait

T Card Syv(g) < (S+ d- V),

d—v

alors, par le méme argument, il existe un tel polynome, qui en plus soit
indépendant de la variable Y.

d) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C?%, de dimension v < d,

contenant (B, ... ,34), alors il suffit de I'inégalité
S+d—-v
Card sy/(&
ard syy( )<( dew )
pour assurer l’existence d’un polynéme non nul en X;,..., X4, de degré

total < S et indépendant de Y, vérifiant (4.1).

Le lemme de zéros qui suit affirme que, & des constantes pres, ces
conditions suffisantes sont aussi nécessaires pour I’existence de P.

On garde les notations précédentes, mais en plus on choisit des nombres
réels ag,... ,aq vérifiant a9 > -+ > a4 > 0, a9+ -+ a4 < 1 et, pour
0<v<d, onposea,L =(a,Lq,...,a,L,),

Sy = {1+ 4 Anba, @} k) (A1, An) € B(a, L)} C CFx C*

et
E,={0i+ -+ 2,0,); (M,..., ) € ®(a, L)} c CL
ProPOSITION 4.2. On suppose :

1) pour tout sous-espace vectoriel W de C*, de dimension v avec 0 < v < d,

on a
T Cardpw(Z,) > (d+1)2S*""H,

2) pour tout sous-espace vectoriel W de C%, de dimension v avec 1 < v < d,
qui contient (34,...,34), on a

Cardpw(Z,) > (d+ 1)S*"H,
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3) pour tout sous-espace vectoriel W de C?, de dimension v avec
0<v<d-1l,ona

(d41)? 4
T dsw(€, R T
Card sw(€,41) > o1 S
et
4) pour tout sous-espace vectoriel W de C%, contenant (f,...,[34) et de
dimension v avec 1 < v < d, on a
dsw(E, —5%r,
Card sw(Ep41) > ) 15’
Alors il n’existe pas de polynome non nul P € C[X;,... ,Xa4,Y], de degré
total < S en Xy,...,X, et de degré < H en Y, vérifiant les conditions
(4.1).

Remarque. On va utiliser le théoréme 2.1 de [P], avec un petit raffinement
dont P’utilité dans ce contexte a été signalée par Michel Laurent : au lieu
de prendre un seul ensemble ¥ dans le lemme de zéros de [P], on peut en
prendre plusieurs, ¥y,... ,X,, contenant l'origine, avec £y D --- D ¥, et
remplacer la définition de ¥(m) par

Em)={z14+ - +zn; 5 €L;,1<i<m}.

Alors la quantité Card (¥ + G')/G’) dans la conclusion du théoréme 2.1
de [P] peut étre remplacée par Card(Z, + G')/G'), avec r = dimG'.
C’est ce qui nous permet de prendre des a, qui ne sont pas forcément tous
égaux dans I’énoncé de la proposition 4.2. Il se trouve que, pour des raisons
techniques, quand. nous choisirons les paramétres aux paragraphes 8 et 9,
nous serons amenés a prendre ay = --- = a4 ; cependant, en modifiant ce
choix, on devrait pouvoir améliorer I’estimation finale du théoréme 1.1.

Démonstration. On considére le groupe algébrique G = G? x G,,, de
dimension d + 1 et on pose p = 2, G; = G? et G, = G,,. Comme
ag+--+4+aq4 <1l,onaXy+:+X; C X On plonge G dans ’espace
affine de dimension d 4 1 de la maniére habituelle et on identifie I’espace
tangent T(C) avec C**' en posant

expgi(z1,... ,2a41) = (21, .., 24, €747).

On prend A = expy W, ot W est la droite C(f,...,B34,0) de CH1.
Comme les groupes algébriques considérés ici sont linéaires, les constantes
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c1 et co de [P] peuvent étre prises égales a 1. S’il existe un polynéme non nul
P vérifiant les conditions (4.1), avec les bornes indiquées pour les degrés,
alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ de G, de dimension
disons r, avec 0 < r < d (c’est-a-dire G' # G), tel que

([(T —1)/(d+ 1)] + Codima(ANG")
COdlmA(A N G')

soit inférieur ou égal & H(G; S, H), ou la fonction H(G'; S, H) satisfait,
d’apres le lemme 3.4 de [P] :

) Card (B, + G")/GYH(G'; S, H)

ST siG =wx {1},

.G HY) =
'H(G ;S ) { rSTVH siG'=W x Gn,

avec W sous-groupe algébrique de G?. En particulier H(G; S, H) =
(d 4+ 1)S*H. Comme W est une droite contenue dans W x {0}, on a

0 siWw>D(B,--.,B4),

1 sinon .

Codims(ANG') = {

Par convention le coefficient binomial ('}3) vaut 1 pour N = 0; d’autre part
on minore [(T'—1)/(d +1)] + 1 par T'/(d + 1) parce que T est entier. Si G’
est de la forme W x {1}, on a dimW = r et on obtient une contradiction
avec la premiére ou la deuxiéme hypothése de la proposition 4.2 (suivant
que (B1,...,Bi) EWou€eW);siG' =W x G,,onadmW=r—1et

on obtient une contradiction avec la troisieme ou la quatrieme.
Ceci démontre la proposition 4.2. []
5. Résolution d’un systéme d’équations

a) Notations et hypothéses communes auz §85, 6, 7 et §.

On se donne des nombres entiers by,...,b,, non tous nuls, des nom-
bres algébriques non nuls aq,... ,a,, ainsi que des déterminations log «;
(1 €7 < n) des logarithmes de ces nombres et on pose

A= zn: bi log [s 78
=1

Soit B un nombre réel > |b;| pour 1 < i < n. On désigne par K le corps de
nombres engendré sur Q par ay,...,a, et par D son degré sur Q :

K =Q(a1,...,an) D=[K :Q].
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On choisit une base &y,...,&p de K sur Q, formée d’éléments de la
forme of" ---apn, avec 0 < uj < dj et uy + -+ 4+ up, < D. On a noté

n

d; —[Q(aj) Ql, 1<j<n).

b) Notations et hypothéses communes au §5 et au §6.

Soit d un entier, 2 < d < n et soit V un sous-espace vectoriel de C™, de
dimension d. De plus soient Lq,...,L, des entiers positifs. Le lemme 2.5
donne existence d’un sous-ensemble J de {1,... ,n}, ayant n —d éléments,
tel que V soit intersection de n — d hyperplans :

zj = Zugj)zi, (] € ])

ig.]
On suppose (by,...,b,) €V, c’est-a-dire
b= uPb,  (jelJ).
ig]

On définit des nombres complexes J;, 1 € J, par

9; = log a; + Zuﬁj) loga;.
jeT

Alors pour (zq,...,2z,) €V, 0n a

Zz,-t?,; =zilogar + - + zp log ay,.
igJ

En particulier pour A€ Z"NV et h€ Z, on a

(5.1) He”iAih — ﬁa;\;h_
=1

ig.d

c) Les paramétres auziliaires.

On désigne par L* Sy, 52, S, T, H des entiers positifs, et par r*, g, o,
E, P, Py, P, P», Uy, Uz, Uz, Us, Uy, Vo, V1 des nombres réels positifs. On
suppose

(52) U0+%221 EZE, 52‘5’1‘5’27 51 Zd7 S?Zd;
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(5.3) r* > mea;({Li —1+47rolbi]l}, 0<r<1, L*= max L;,
(5.4) { P +1og(2E) < o(Uo + Va),
’ P+ 2dlog((1+ ¢)(Un + Vo)) +log 9 < o(Ua + Va),
(5.5)
n

Py > log (S"(H +1)) |€al) , Py > P+ Py, P, > P+log(DS*(H +1)),

o=1

‘E
(5.6) Us ZSlog{e (rS +2)}—Tlogm,
1

(5.7) Uo > Po+Ur +EH Y |0:|(Li — 1+ rolbi]),

ig.J

(5.8) 2d(1 + 0)%(Uo + Vo)? < S(1—d/S2)* 'D(H + 1)Plog E,

L*
(5.9) Uy > Slog {26 (—S,— +2)} + T'log B,
1
(5.10) Us > P+ Us+ Y LiH|log a;| + dlog T + log(2H),
i=1
(5.11)

Us > (D—=1)(Py+Ua+dlog T) + DTS1(1+4/103)+ D > _(L:H +d;)h(a),

=1

(512) Us +log2 <V, Us+Us+1log2<Vj
et

(5.13) Al <e™ ™.



156 ' M. WALDSCHMIDT

d) Enoncé de la proposition 5.14.

ProPosSITION 5.14. Sous les hypothéses précédentes, il existe des entiers
rationnels psqh, (1 < 6 < D, (0,s) € S,0 < h < H), non tous nuls, majorés
par

max ‘pﬁﬂshl S el",

8,08,
tels que
n H n
Z Z Zp:‘irr.shfﬁ Z Hb:'A()\, + U,';Shs,',f,')]:[a?"h' =0,
6=1 (7,3) €S h=0 Irll=t:g.J =1

pour 0 <t < T et pour tout (Aq,...,A,) EZ™(L)NV.

La somme sur 7 porte sur les éléments de N? indexés par {1,...,n}\ J,
satisfaisant ||7|| = ¢.

Le reste de cette section est consacré a la démonstration de la proposition
5.14, que ’'on va décomposer en plusieurs étapes.

e) Démonstration de la proposition §.14.

Premiére étape. Utilisation du corollaire 3.2.

On va appliquer le corollaire 3.2 avec
u,~=A,~, ,3,':1),‘,1‘,'211,'—1, (IS‘l’Sn,ng)

Les conditions (5.2) & (5.8) permettent de vérifier les hypothéses du
corollaire 3.2. En utilisant (5.1), on en déduit I’existence d’entiers rationnels

DPéash, avec
p
max |psean| <e',
8,0,8,h

tels que, pour 0 <t < T et (Ay,...,X,) EZ™*(L)NV, on ait

D H .
Z Z Zp‘s""”'& Z %(’”\)r"Hb:‘A(f\i+U.';51,8.',T.')Ha;\"‘

§=1(,2)€S h=0 =)=t ig.J i=1

< e Vo,
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(Dans la somme, 7 décrit N**1). Notons que l’on a, d’aprés (5.5),
D H
(5.15) Z Z Z |Psrans| < €
6=1 (m,3)€S h=0

et

D H
(5.16) > S paasn] < €™

6=1 (o,s)ES h=0

Deuxiéme étape. Majoration d’un nombre algébrique.
Pour chaque t e N, 0 <t < T et (A,...,A,) €EZ*(L) NV, posons

H n
E Zpamhfﬁ Z Hbf‘A(A,—+ai;5'1,si,r,-)Ha;\fh,

1 (7,9)ES h=0 rll=t €T =1

n
Yix =
o=

(Dans la somme, 7 décrit N? : on a remplacé 7y par 0). Nous allons vérifier
la majoration
Vo 4 ,—Vitl:
h,ulse °te 1+Us

Grace 3 la premieére étape, il suffit de montrer que la quantité

D
5=

H
> X Ylrentsl Y A [t AC+ai St s m)

1 (7,5)€S h=0 lirli=1,70>1 igJ
n
Aih
[Tl
=1

est majorée par e~ V11tYs_ On majore

t

1
— (h|A])T
3 D
par e"*l — 1. Pour |z| < 1 on a |e* — 1| < 2|z|. Utilisant (5.13), on trouve

1 . v,
> —(RIAD™ < 2HT eV,

lIrll=t3r0 21
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Le lemme 2.2 et I'inégalité (5.9) donnent

. s
(5.17) H b A(Ai + 03551, 84, 73) < (Zl— + 2) (2¢)°BT < ',
i@ S1

Comme |o;| < el™82il on a
H |oi|M* < exp {Z L,H|log ail} .
=1 i=1

On utilise finalement (5.10) et (5.15) pour conclure. []

Troisiéme étape. Minoration d’un nombre algébrique (Liouville).

Fixons t,Ay,..., A, comme au début de la deuxiéme étape et montrons
que, si le nombre algébrique ;) n’est pas nul, alors il est minoré par
r/r4

'71,\| >e”

En effet, d’aprés le lemme 2.2, v(S7)"ysx est la valeur d’un polynéme, a
coefficients entiers rationnels, évalué au point (a;,...,a,). Le degré en a;
de ce polynéme est au plus L; H + d;. La longueur de ce polynome est

n H
1/(51)'2 Z lesmhl Z H|b¢|T‘A(z\i+Ui;51,8i,Ti)~

5=1(,5)€S h=0 Irll=tig]

On utilise la majoration (cf. lemme 2.2)

4
thg U(S]) S TS1 (1 + m)

et on majore ), _,1 par T Les inégalités (5.16) et (5.17) permettent
donc de majorer la longueur du polynéme considéré par

Trlef‘2+U2+7'S1 (14+4/103) .

On utilise finalement I'inégalité de Liouville (lemme 2.3) :

|v(S1)!71a| > exp{—(D = 1)(P, + Uz + dlog T + TSy (1 + 4/103))

- D i(L,H + d,‘)h(ai)},
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et la condition (5.11) donne le résultat annoncé. []

Quatriéme étape. Conclusion.

Grace a (5.12), les deux étapes précédentes montrent que ’on a v/, = 0
pour tout 0 <t < T et (Ay,...,A,) € Z"(L)NV. C’est ce que I'on voulait
démontrer. []

6. Conditions sur les paramétres

Les notations et hypothéses qui sutvent sont communes auz §§6, 7 et 8.

Rappelons que nous avons introduit (au §5 a) des entiers rationnels
by,...,b,, des nombres algébriques «q, ... , o,, des déterminations log a,
...,loga, de leurs logarithmes, et un nombre réel B > |b;|. Nous sup-
poserons aussi B > e. )

O]l iIltl’OdUit des nombres rée]s pOSitifS A1 g ;An,; ‘4 et E vériﬁant
log A; > ma 1 h( )——ello a;l 1<i<n
7 ’ i) i ) St

A:max{Al,...An}

et

Dlog A;
e < E < min min -L,A?}.
- T 1<ign |log ;]

On choisit maintenant un nombre réel ¢, > 6 et on prend G, Z et U réels
positifs satisfaisant

G>logB, G> %logE,

Dlog A
Z > log(caDE) + (n — 1) log ( o8 ) ,

log £
U = Dn+2GZ log A, - ..log An(log E)-—n—1

On choisit enfin ¢y, cq, 3, ¢4 et c5 nombres réels > 1 et on pose

T = [a:U/DG@G)], H = [e3DZ/ log E],

_ . G U _ C4U _
sema{[2] [i]}. 5[] s-ss
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et
L; = [cU/DH log A}, (1<i<n).

Remarque. Les hypothéses log A; > 1/D et log A; > (e/D)|log a;| servent
a assurer l’existence de E > e. D’autre part le choix naturel de S; serait
Sy = [G/cs] ; mais, dans le cas (improbable) ou on aurait U < DZG, il
faut prendre Sy = [U/cs DZ] pour garantir Sy > n.

Les conditions techniques.

On suppose pour commencer
(6.1) G>nces, U>nesDZ, cics5 > n.

Les hypothéses du §5 b) font intervenir un entier d, avec 1 < d < n. Soit
7o > 0; on pose

Y 4
wq = ¢ +(11d+71+d-—d"')62+64+‘?' (l + 16—?;) +290—m(1=-1/D)+n+2.
5

On introduit des paramétres supplémentaires pg, my, g, tous > 0 et on
suppose

encycs 2neqcsy
.2 > - 2 > 4,
62 2 e yp tY 2o Dw-1yD)
(6.3) pa+m < pwy,
d\"
(6.4) 2d(1 + p)*w? < cyeapa (1 - §;) ,
D ddpd
(6.5) Mo > T log(cacsciU")
et
2dD Dlog9
(6.6) m>1, > == log((s+ Duwall) + —=.

U
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LEMME 6.7. Sous les hypothéses (6.1) a (6.6) précédentes, quand on pose
Vi = vqU avec

Vg =1p c n c 21 n+ 2,

on peut choisir vy, o, v*, L*, P, Py, P\, P2, Uy, ... ,Us et Vi de telle sorte

que les inégalités (5.2) a (5.12) solent satisfaites.

Démonstration. Notons déja que nos hypothéses DG > log E, Dlog A >
log E et Z > log E assurent

U>D?GZ/logE, U>Dz,  U?> DG, U > D?%log A.
Comme Z > log(coE), on a U > Dlog(coF). Prenons d’abord

ro=1/B r* = L* = max L;
0 /) 151,511 73

puis

P =pU/D, P= (%H)U, P = (ﬁ-z-;—"ﬂﬂ) U,

U
Py = (pa+ '70)5;

posons ensuite

1
Ug = (C1 +C4+27)0)b—+d(n—d+ 1)6’2—{- 1,

= (pa+c14cs+2n0) (1 ! +nep + =~ 1+—4- +n+1
Vo = \Pd 1T C4 Mo D .C2 cs 103 )

de telle sorte que ug+vo = wa+(pa+mn1)(1—1/D) et choisissons Uy = ugU,
Vo = voU. Enfin prenons

Uy = Us = (c1 + cs)U/D,

1 nce
Us = ((P4+C1 +C4+2770)5+'EQ'+1) U,
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1 Cq 4
Us = ((Pd+c1+c4+2710) (1——5)+n02+z(1+m>+n)U

et
7

*TuDd-1D+D

Vérification de (5.2).

La condition Uy + Vy > 2 est banale. Les conditions (6.1) entrainent

U 1 U
> > —_— -— ] <S5 .
S]_Tl, 52_7’1 et C4DZ (1 52)—S_C4DZ

Vérification de (5.4).
On a log(2E) < U/D car U > Dlog(coE) et co > 2. D’apres (6.3) et le

choix de g, on a

m +pa < Do(wa + (pa+m)(1 — 1/D))
et
(6.8) (14 2)(Ua + Vo) < (1 + p)wal.

On utilise ’hypothése (6.6) pour conclure.
Vérification de (5.5).

On remarque que pour u; + -+ u, < Dona
n
. 2
[Tl < 4™,
=1

car |a;] < eP*®) < AP < AP puisque A > 1. Donc z;—):] |€s| < Dev.
Comme d > 2 et que H+ 1< ¢3DZ? (on a supposé ¢y > 6 pour assurer

Z—-1/Z > 1), on peut majorer DS?(H+1) par c3ciU® ; on utilise finalement

(6.5).

Vérification de (5.6).

De I’inégalité Z > log F' on déduit

H> . DZ 1> DZ 1
= nlogE ~ logE € D)’
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On considére deux cas :

1.-Si Sy = [G/cz), on utilise (6.1) pour vérifier S; > G(1 — 1/n)/cs, ce qui

donne
Li cac5n Ulog E

, = (n—1)(cs— 1/D) D?>GZlog A;

Donc

L;E cacsn 2 Dlog A\
. =i 2\ DE
09 s (et ) ()

Utilisant la premiére condition (6.2) et la définition de Z, on trouve

L;E
Z>1+ 11??\" log (T + 2)

et (5.6) résulte de I'inégalité
SZ 4+ TlogB < (c1 +¢4)U/D.
2.51 8 =[UfesDZ],ona Sy >(1-1/n)UfcsDZ et

L; cocsN log £ cocen

S; = (n—=1)(c3 — 1/D) DlogA; = (n—1)(cy — 1/D)’

ce qui permet encore de vérifier (6.9) et de conclure comme dans le premier
cas.

Vérification de (5.7).
Comme rqlb;] < 1, il reste & majorer 3,5, Li|J;]. On a d’abord

(6.10) Li|loga;| < eU/EH, (1<i<n)

On utilise maintenant le lemme 2.5 : |u£j)| < L,/L,. On reporte dans la
définition de ¥, et on majore brutalement :

S Ll <Y Li | Hogaul + 3w log |

igd ig.] j€T
< Z L,|log a;| + Z Z L,|u£j) log o |
ig.] j€Tigd
< Z L; logail + dz le log Gjl
ig.] J€T
U

<d 1-d
(n+ )C2EH
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Vérification de (5.8).
C’est I’hypothése (6.4), en tenant compte de la majoration (6.8) et des
inégalités

U 1 DZ
= > cp— _— > .
S 5152_C4DZ (1 S-z) et H+1__C;;logE

Vérification de (5.9).
On reprend la démonstration de (5.6), mais en remplagant la premiére des
conditions (6.2) par la seconde : a la place de (6.9), on trouve la majoration

2L; 1 2ncycs DlogA)""‘
22 4<= 4| DE ,
Si +4s e ((n-—l)(c;;—-l/D)+ ) ( log E

qui donne
Z>14 lo ?-él +4
- 112?5)(" 8 Sh ’
Vérification de (5.10).
On majore 2HT? par c3cfU! < exp{noU/D} grace a (6.5). On utilise
(6.10), ainsi que les définitions de Py et de Uj.
Vérification de (5.11).

On majore d’abord DL;Hh(c;) par coU, ensuite DY ., d;h(a;) par
nD?log A < nU, puis T par ctU* < e1V/7 | et enfin

DTS, < -El—DTG <2y.
5

Cs

On utilise pour terminer la définition de Uy.

Vérification de (5.12).
On majore log 2 par Ulog2 < U. []

7. Premiére utilisation de la machine et limite de la méthode

Nous allons utiliser une premiére fois la construction précédente, avec
=n, VY = C" J = 0. Nous introduisons des conditions supplémentaires
sur les parameétres pour que le lemme de zéros donne une conclusion
utilisable. Nous effectuons ensuite des calculs approximatifs, qui nous
serviront d’une part au paragraphe 9 pour justifier le choix des valeurs
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numériques et d’autre part, a la fin de la présente section, pour évaluer la
limite de la méthode.

a) Premiére construction et conséquence du lemme de zéros.

Nous nous plagons dans les conditions du paragraphe 6, en ajoutant la
condition que logag, ... ,loga, sont linéairement indépendants et que les
nombres b;, (1 < ¢ < n), ne sont pas nuls (ce n’est pas restrictif pour ce que
nous voulons faire). Nous supposons que les hypothéses (6.1) & (6.6) sont
satisfaites avec d = n et que |A| < e™V1, avec V; = v,U, ol v, est donné
par le lemme 6.7. Nous supposons enfin

(7.1) G > (neslog E)/D
pour que l’on ait

U>D*GZlog A/(log E)® > ncsD*Zlog A/ log E.

ProposITION 7.2. Solent ay, ... ,a, des nombres réels avec
ay>-->a,>0etag+---+a, <1. On pose

et on suppose de plus

(73) Cy Z 5, na,csCs Z 1063.
n 1 2.n
(7.4) fola— D > (n+ 1)*cyea,

v—1
(15) o (01—%)26("4”1)20?_”63 (%—Z-) . (<v<n),

(7.6) 7

DZ
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et
nw 1\DZ (n+1)? .,
a9 (a-3) mg 2 S la 0s<v<n
Alors il existe un sous-espace vectoriel W de C", de dimension v avec
2 < v <n-—1, contenant (by,...,b,), tel que
n n + 1 n—v
CaI‘dSW(Z ’(a,,+1 L)) S B IS .

En particulier la conclusion exclut le cas n = 2!

Démonstration. Pour 1 <1< n,ona

o UlogE

U
- 1>2. 257
DHlog A; ~ ¢z D?ZlogA; 1

L,‘>Cg

avec

UlogE DG
> > ;
D*ZlogA; ~ logE — ness

par conséquent

%a,L,—15> (2%2_ 2a, + 1) UlogE

cs nes D?Zlog A;’
Utilisant I'inégalité a, < 1, on majorera (2a, + 1)/ncs par 3/ncs. Ainsi on
a

UlogE .
JLi—1> f,——2—"_ (1<i<n).
2a,L l>fD2Z]0gA,- (1<i<n)
L’hypothése (7.3) donne
6 4 > 1 S 10

cs c3—1 7 ¢cg = ncecsa,’
et en utilisant (7.1) on obtient

Ulog E

da,L; +1< 4a,coUlog E
D?Z log A;

- (63 - l)DzZ log A;

+1<3f, (1<i<n).



Minorations de combinaisons linéaires de logarithmes 167

Le lemme 6.7, joint & la proposition 5.14, donne I’existence d’un polynéme
non nul

P(X4,...,X,Y)= Z Z Ep.smhﬁ.s (HA(X.' + Ui;5'1)"") Yh

& (ms) h =1

de degré < Sen X4,...,X,, et < H en Y, satisfaisant les conditions (4.1)
avecd =n, ® = Z", B; = b;, (1 <1 < n), tandis que (64,...,0,) est la
base canonique de C™. Nous notons, conformément au paragraphe 4,

v, = {(A],... A, o ---af‘,f‘) -2 eZ"(a,,L)}.

La proposition 4.2 donne donc l’existence d’un sous-espace W de C", de
dimension v avec 0 < v < n, vérifiant ’'une au moins des quatre conditions
suivantes :

T Card pw(Z,) < (n+1)25™""H.

Cardpw(Z,) < (n+ 1)S™"H

et W contient (by,...,b,); en particulieron a v > 1.
2
T Card sy (Z™(ay41L)) < —;Tl)—s ,
etv<n-—1.
1
n n + n—v

Card sy (Z™(ay4+1L)) < " 15' ,

avec W # C™ et W contient (by,... ,b,); en particulieronal <v <n-1.

Nous allons montrer que les trois premiers cas ne peuvent pas se produire.
Commencgons par éliminer le premier cas avec W = 0, c’est-a-dire v = 0.
C’est ici que va intervenir de maniere essentielle la définition de U. Comme

W=0ona

Card pw(X,) = CardZ"(a,L) > (2a,Ly - 1)---(2a,L, — 1).

C1U 1 U
T>T)—5—12(01_D)DG

Comme
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et que
S<eaU/DZ, H < c3DZ/logE,

I’hypothése (7.4) entraine
T(2a9Ly —1)---(2a0L, — 1) > (n + 1)’S™H,

ce qui montre que le premier cas n’est pas possible avec W = (. Con-
sidérons maintenant le premier cas avec W # 0, donc v > 1. On minore

Cardpw(X,) par Card {a,)" coad }, et on estime cette derniére quantité

grace au corollaire 2.8 :

(2a,Ly—-1)---(2a,Ln, - 1)

Mg n >
Card {a, a,"; AEL (a,,L)} 2 haaeientda L + 1)

L’hypothése (7.5) entraine, pour 1 <v<netl1<i<n,
T(2a,L, = 1)---(2a,L, — 1) > 2(4a,L; + 1)(n + 1)2S™"H.

Le premier cas ne peut donc pas se produire. (Le coefficient supplémentaire
2 n’est pas nécessaire ici, mais il sera utile au §8).

Pour exclure le second cas, on commence par supposer v = 1, c’est-a-dire
W = C(b1,...,bn). Si les nombres pw(}, @) n’étaient pas deux-a-deux
distincts, en utilisant le théoréme de Baker [B] (qui assure A # 0) et le
lemme 2.9 on trouverait
7DH T

> ;> 1 ;>
|A] > w/ 1%1%)(” L;> ol 1r<_nl_1;_1n10g A; > ol

contredisant 'inégalité v, > (1/U)log(caU) (cf. lemme 6.7). Ainsi, quand
W = C(by,...,bs), on a Cardpw(X,) = CardZ™(a,L); or I'inégalité
(7.6) implique

(2a2Ly — 1) (2a2L, — 1) > (n + 1)S™'H.

Comme ay > ay, le second cas ne peut se produire que pour v > 2. Mais
alors, par les mémes calculs que dans le premier cas, on devrait avoir

(20,L1 = 1)+ (2a,Ln = 1) < (n 4+ 1)S"™"H max {4a,L; +1},

ce qui n’est pas compatible avec ’hypotheése (7.7) (le membre de gauche
est au moins le double de celui de droite). Pour montrer que le troisiéme
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cas n’est pas possible, on utilise d’abord la premiére partie du lemme 2.6,
qui donne

Card sy (Z"(ay+1L)) > min [T2avsL; -1y,

jer
J décrivant les sous-ensembles de {1,... ,n} avec n — v éléments, tandis
que (7.8) implique
: (n+1)? ey
Tm;n H(?a,,+1 Lj —_ 1) > T}-_I—S

jer

(on minore (D/log E)**'[],4;log A; par D/ log E).

Nous sommes donc dans le quatrieme cas. Il reste & vérifier la con-
dition v > 2. Comme W 3 (by,...,b,), si on avait v = 1, on aurait
W = C(b1,...,byn). Mais (7.6) implique, nous ’avons vu,

(2a2Ly — 1)---(2a3L, — 1) > (n +1)S™7 1,

ce qui nous autorise a appliquer le lemme 2.6 (deuxiéme partie, avec d = 1)
pour Z™(azL). On a supposé b; # 0 pour tout ¢ = 1,... ,n; on trouve donc

bju = p{by,

avec 0 < py < 2ay L4, |u§j)| < 2a3Lj, (2 < j<n) Ainsi
b=
A=Y S W oga,,
i3

ou on a posé u?) = pq. Grace a la condition A # 0 (théoréeme de Baker),

on peut utiliser le lemme 2.4 avec (5.13) :

—V3 > log|A| > —Dlog2 — 2a;D » _ L;h(a) — log 1.
=1
On majore 2a;D Y.}, L;ih(a;) par 3conU car H > 4 (les hypothéses (6.3)
et (6.4) imposent c3 > 4) et a2 < 1. On en déduit

1 1
v, < 50271 + -g—logQ + T log(2L,y).
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On majore (D/U)log2 par 1, et (1/U)log(2L+) par (1/U)log(2¢c2U) < c2
(noter que l'on a 2¢oU > 11). Ceci conduit & une contradiction avec la
valeur de v,, donnée par le lemme 6.7. []

b) Calculs approzimatifs.

Voici comment choisir les valeurs des paramétres quand on veut satisfaire
les conditions énoncées jusqu’a maintenant. On trouve ’ordre de grandeur
de ces parameétres en négligeant les termes en 7 et en 1/c¢s (on choisira
ensuite c; suffisamment grand) et en ne gardant que les inégalités les plus
contraignantes, a savoir (6.3), (6.4) et (7.4).

Ces calculs approchés nous serviront (implicitement) quand on devra
choisir les parameétres au paragraphe 9 dans une situation plus générale
que d = n. Aussi nous posons m = nd+ n+d — d?. Pour d = n on a
m = 2n, tandis que pour 2 < d < n on a toujours m < (n? 4+ 6n+1)/4. On
prend aussi

Wq = ¢ +mez + ¢4y, Pd = HWq.

On remplace (6.4) par
(7.9) cacap > 2d(1 4 p)*(c1 + mea + c4)

et on remplace (7.4) par

(7.10) c12(n+1)2( = ) et

200 Co

Pour simplifier (sans y perdre beaucoup) on remplace v4 par la quantité
(14 p)(er + meg + c4) que on cherche & minimiser. En posant

¢ = Aeg, cs = Aycy,

on trouve que la condition (7.10) s’écrit

n n41
C3

A
2 4 :
C‘ZZA(n-I-l) (2(10) /\1 )

tandis que (7.9) impose

(1+p)? M +m+)
B Ay .

0322(1
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Le nombre

_ 14 )2 (X 4+ m 4 Ay)"F?
=9 1 2 ndn+1 ( .
v=2(n+1)%a, e WY

est minimal pour p = (n +1)/(n + 2), Ay = Ay = m/n, ce qui donne le
choix suivant des parameétres :

o = 2d(2n + 3)?
- n+1

bl

¢ = (n+ l)zm"'”c:'{'H
nn—1 (200)"’
B 2dn+1 (211. + 3)‘2n+2mn—1
T a(n+4 Dn-ipn-d

me
c1=c4= _nz’ pa = (14 1/n)mec,,

)

ce qui conduit a

2n+3 n+1 n+2
v=2(n+ 1)2a0—"d"'H (_211 + 3) (n + 2) (ﬂ)

n+2 n+1 n
(n +2)"*?(n/m)?

_ 2m"d™ T @2n43)?HR
- af (n+1)"="nn

c) Valeur optimiste des constantes.

Reprenons le cas d = n et m = 2n et choisissons ag ~ 1. On trouve comme

constante
2"t ™t (20 4+ 3)2 Y /(n 4 1),
c’est-a-dire -
pour n =2, v=1.76-10"
pour n =3, v=2314.10"
et

pour n — 0o, v~ e22Intiplnts

Les contraintes dont nous avons tenu compte jusqu’a présent ne sont pas les
seules que nous devrons imposer pour pouvoir conclure. S’il n’y en avait pas
d’autres, on choisirait des valeurs des parameétres voisines de celles que nous
avons indiquées ci-dessus ; il ne resterait plus qu’a vérifier que les termes
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d’erreurs sont suffisamment petits. Pour cette raison il semble raisonnable
d’espérer arriver, dans le théoréme 1.1, a remplacer la constante C(n) par
la valeur que nous venons de trouver pour v.

Il est intéressant de repérer d’oli vient I’exposant 2 dans n?". Une des
contributions est le lemme de zéros de [P] : pour utiliser la proposition
4.2, 1] a fallu disposer d’un nombre d’équations dont le rapport au nombre
des coefficients du polynome est au moins n™, alors qu’au niveau de la
construction (lemme de Siegel), le rapport correspondant doit étre < 1.
Cette perte apparait déja dans les lemmes de zéros les plus simples, a
commencer par le théoréme de Bézout (voir aussi le coefficient 1/n dans
la minoration wy(S) > twq(S)/n de [W1] §10.1). On pourrait espérer se
débarrasser de ce facteur n™ en effectuant une récurrence comme dans la
méthode de Baker [B], mais il faudrait pour cela disposer d’un lemme
d’interpolation en plusieurs variables. On peut noter a4 ce propos un
avantage de la méthode utilisée ici sur celle de Baker : dans le schéma
de démonstration du paragraphe 1, si on n’effectue pas d’extrapolation,
on trouve une dépendance en n de la forme n?"’ (cf [PW2], remarque apres
le théoréme 2.2).

La deuxiéme contribution au terme n?™ vient de la majoration de la

somme 3 7, L;log A; par nmaxic;<n Ljlog A;.

Nous n’avons pas encore tenu compte des contraintes (7.5) a (7.8). C’est
a cause de (7.6) et (7.7) qu’apparait la condition G > Z/n dans le théoréme
1.1. Cette condition signifie essentiellement que S est plus grand que T, ce
qui est naturel ici : nous avons déja vu que dans (4.1), il revient au méme
d’écrire 0 <t < T ou 0 <t < min{S,T}.

Enfin la conclusion de la proposition 7.2 ne montre pas immédiatement
que ’hypothese |A| < e"»¥ conduit 4 une contradiction ; il nous faut pour
cela utiliser une deuxiéme fois la machine transcendante.

8. Deuxiéme utilisation de la machine

Nous allons donc utiliser une seconde fois la machine transcendante. Pour
simplifier, nous gardons les mémes parameétres L;, T, H, S;, S et aussi ¢;,
i, Ui, Vi. Nous supposons que les hypothéses du paragraphe 6 sont vérifiées
pour tout d dans lintervalle 2 < d < n. On suppose aussi |A| < e™"V | avec
v = max{vq,...,V,}, vqy étant donné par le lemme 6.7.

ProposiTION 8.1. Si les hypothéses de la proposition 7.2 sont satisfaites
avec a, = 1/2n, (0 < v < n), alors il existe un eantier d, 2 < d < n — 1, tel
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que

n+1l ,_, DG
ST+1Y logE

(8.2) ot <

Remargue. Le fait que ’on choisisse tous les a, égaux fait perdre un facteur
n™. On en perd un autre & cause de la majoration m < (n? 4 6n 4 1)/4,
pour m = nd+n+d—d?. Cela explique que le résultat final fasse intervenir
n*" au lieu du n?™ trouvé a la fin du paragraphe précédent. Si on remplace
Phypothése £ < Dlog A;/|log ;| par E < Dlog A;/f|loga;| avec f > 1,
en supposant bien sur log A; > (fe/D)|log «;|, on peut remplacer, dans la
définition de wy, le terme (nd + n + d — d*)cy par (nd + nf +d — d?*)co/f.

Par exemple, on peut remplacer, dans le théoréme 1.1, n*™ par (6n*)", a
condition de supposer log A; > (ne/D)|log «;]|.

Démonstration. Supposons au contraire que I'inégalité (8.2) ne soit pas
vraie et que les hypothéses de la proposition 7.2 soient satisfaites avec
a, = 1/2n, (0 < v < n). La conclusion de cette proposition produit un sous-
espace vectoriel YW de C™. Nous choisissons un tel sous-espace de dimension
minimale sur C, nous ’appelons V et d est sa dimension. Donc d est le plus
petit entier dans P'intervalle 2 < d < n — 1 tel qu’il existe un sous-espace V
de C", de dimension d, contenant (by,...,b,) et tel que

n+1

Card Sy (Z (a,,_H L)) < S" d

La négation de (8.2) sert a vérifier

(8.3) Z__:: 15"—" < [[CasLi-1)
€T
chaque fois que I est un sous-ensemble de {1,...,n} ayant n — d + 1
éléments. Le lemme 2.5 fournit une base (v1,... ,vq4) de V; pour simplifier
les notations nous supposerons (ce qui est licite) J = {d +1,... ,n}, c’est-
a-dire
vi = (61,60, ™), (1<i<a).

Insistons sur 'ordre dans lequel les arguments sont utilisés : nous avons
d’abord défini les L;, puis construit V), ensuite nous avons utilisé le lemme
2.5, et maintenant nous allons appliquer le lemme 2.6. L’inégalité (8.3) nous
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permet d’écrire V comme intersection de n — d hyperplans, de telle sorte
que Papplication ¢ : C* — V qui envoie (z1, ... ,z4) sur

d d
Z (d+1 Z (n
Z1y.-- 4y 2d, u, )Zi,..., Uu; )Z,' ,
=1

=1

soit un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

Nous utilisons une deuxiéme fois la machine transcendante, avec ce sous-
espace V qui contient (by,...,b,). Le lemme 6.7 et la proposition 5.14
montrent qu’il existe un polynéme non identiquement nul

d
P(Xq,...,Xq4,Y) = E z Zpo‘n..hfﬁ (H A(X; + 05;51)“") Y*,

& (o,8) h =1

de degré total < S enles X; et de degré < H en Y, satisfaisant les conditions
(4.1) avec ® = Z™ NV, en prenant pour (64,...,0,) la base canonique de
C?et 0441 = =0, = 0. Ainsi, pour z € C",

2101+ -+ 200, = (21,... , 24).

Nous utilisons ensuite la proposition 4.2, avec al, = 2a,, (0 < v < d),
Bi=b;, (1<i<d)et

S, = {(,\1,... ,/\,i,a{\‘ cead); (A, ..., An) € (I>(a:,L)},

gy = {(A],. .. ;Ad);(AI;” . ,An) € (}(GLL)}
=""(®(a,L)).
Cette proposition 4.2 produit un sous-espace vectoriel W de C*%, de dimen-

sion v ; nous notons V' = (W) C V, tandis que sy, : C* — C™/V’ sera la
surjection canonique. Le diagramme

[

c* 1% cr
sw JV l syrlv 1 LY
ct/w 1A% >C™ V!

établit une bijection entre sy (€,) = £,/E, N W et sy (®(al,L)). On en
déduit qu’une au moins des quatre conditions suivantes est réalisée :
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T Cardpyw(E,) < (d + 1)25* " H.

Card pw(Z,) < (d+ 1)S*"H

et V' contient (by,...,b,); en particulier on a v > 1.

T Card sy (®(al, L)) < (cllj—il) St
etv<d-1.
Card sy (®(a},41 L)) < < d+ 15"1_
avec V' #V, V' contient (by,... ,b,) et 1< v <d—1.

o ili une iére fois le lemme 2. our ’application linéai
Nous utilisons une premiére fois le 1 2.7, P’application 1 ire

C* - C™/V, avec
C=7Z"(a,L) et CCZ"a,L).
Ainsi
Card Z™(a,L) < Card ®(a),L) - Cardsy(Z"(a,L)).

Comme nous avons choisi a, indépendant de v, nous obtenons, grace au

choix de V,

Card sy (Z"(a, L)) < Zj: 115"‘ '

On déduit de ces deux derniéres inégalités
Card Z™(a, L) < < 5"-" Card ®(d!,L).

Si on était dans la situation 1 avec v = 0, on aurait

nt+l ., 2.ad
—S5""d+1 H
d+15 (d+1)°S

<(n+1)’S"H

T CardZ"(agL) <

ce qui est exclu par I’hypothése (7.4), comme nous I’avons vu au paragraphe

7.
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Si on était dans la situation 1 avec v > 1, on aurait, grace au corollaire
2.8,
Cardpw(X,) > Card <I>(a:,L)/1rga<x {4a! L; + 1},
_z_n

donc
T Card Z"(a,L) < (n+ 1)25™YH Jmax {4a! L; + 1},

ce qui est n’est pas compatible avec ’hypothése (7.5).

Supposons que nous soyons dans la situation 2 avec v = 1, donc
W = C(b,...,bn). Pour A € Z®" NV, la condition (A1,...,As) € W
équivaut a (Aq,...,A,) € C(by,...,b,). On déduit alors des lemmes 2.4
et 2.9 que les nombres

pw(A1, .. A, @) - adn) A€ d®(d\L)

sont deux-a-deux distincts (I’argument est exactement le méme qu’au
paragraphe 7). Alors I'inégalité

Card ®(a}L) < (d+1)S*"H

implique
CardZ™(a1L) < (n+ 1)S™'H,

contredisant ’hypothése (7.6).

De méme, si on est dans la situation 2 avec v > 2, le lemme 2.8 donne

Card ®(a!,L) < (d+ 1)S*™"H max {4a, L; +1},
et par conséquent
CardZ"(a,L) < (n+ 1)S"""H max {8a,L; +1},

ce que ne permet pas ’hypothese (7.7).

Nous utilisons encore le lemme 2.7, pour I’application linéaire C*/V' —

C™/V, avec
C =sy(Z"a,L)), et CCsw(Z"(all)).
On obtient

Card sys (Z™(a, L)) < Card sy (®(al,L)) - Cardsy(Z"(a,L)).
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Par conséquent la condition 3 implique

(d+ 1)25,,_,,n+1

v+1 d+1
2

- v41

T Card sy (Z"(a,,L)) < Sn—rl

mais nous savons déja que ce n’est pas autorisé par I'inégalité (7.8). Enfin
la condition 4 entraine

n (41 ooy
Card sy (Z"(a, L)) < U_—l-TS

et ce n’est pas possible puisque V a été choisi de dimension minimale.
Ceci termine la démonstration de la proposition 8.1. []

9. Fin de la démonstration.

Nous supposons que les hypothéses du théoréme 1.1 sont satisfaites. Dans
un premier temps, nous supposons que les nombres log aq, . .. ,log a,, sont
linéairement indépendants sur Z. Nous définissons des nombres réels ¢,, €3,

Coy---,Cs, Ky, N0, T, Q0,y... ,0an Par :

€ = 1077, €3 = 1/76,

2n(2n + 3)?
=279
C3 n+ 1 ( +€3)1
n(n + 1)2(n? + 6n + 1) 12!
— ( ) ( 4"1_1 ) 3 . (1 +€2)’
n?4+6n+1
€1 = ¢4 = ——————03,
4n
Co = eﬁnn4n, Cs = 20v o =T = 2"1
1

”=n+ , a, =1/2n, (0<v < n).
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a) Majoration des c;.

Comme (2n + 3)2/(n+ 1) < 49n/6 pour n > 2, on a ¢z < 17n2. D’autre
part on a n? 4 6n + 1 < 17n?/4, donc

9 4 (17 ,\"
c < Zn:‘ (T-6-'n2) C;H—](l + 62)
9 (17\""
< Z (1_6) 17"+ n4"'+3(1 + 62).

Pour n = 2, la quantité

n—1
% (%) 17"t (1 + &)

est majorée par 93963 < 1.44 - 2'%) donc pour n > 2 cette méme quantité
est majorée par 1.44 . 2™ Ainsi

1
(9.1) ca < 17n%, ¢ < 1.44.(4n)*", ¢y =¢4 < -%ncz.
b) Minoration des c;.
Notons que dans le casn =2 on a
ca > 65, c2>22-107, ¢ =c4>4.7-10".
Cela permet de vérifier, pour n > 2,

(9.2) e3> 160 +1 ¢ >2.7-10°0%, ¢ =c4 > 2.9 100,

c¢) Vérification des hypothéses du paragraphe 6.
Vérification de (6.1) et de (7.1).

On a G > nes(log E)/D, donc U > nesDZ.
Vérification de (6.2)

Montrons que 'on a

€NncoCy

MCERICE R
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En effet, (9.1) et (9.2) entrainent

encyc e
(—nTl)(Lc:—_l)' <144. -58—(4n)“"

et 0.9 -e-28" 4+ 4 < e ce qui donne le résultat annoncé.
Vérification de (6.3)

On choisit pg = (n + Dwa/(n + 2) — 2n.

Vérification de (6.4)

1l suffit de vérifier I'inégalité

2n +3\° n+1 2n(n + 2) d\*
3 2 < 1-—- 1-—) .
(9:3) n(n+2> wd_c:;c4n+2< (n 4+ Dwg So
C’est ici que les définitions de c3 et de €3 interviennent. Commencons par
minorer le dernier terme & droite. Comme Sy < U/c5DZ on a, en utilisant

(92),

S'z 2 C4Cy — 1 2 108113

d d
1-—) >1-10"%.
( 52) >1-10

Ensuite on minore ’avant dernier terme a droite de (9.3) : comme
wq > 2nce, on trouve

donc

2n(n + 2)
(n+ Nwy

Passons au membre de gauche de (9.3). On majore wy :

<1077,

Donc

(n% 4 6n + 1)co 1 107 b5n+42 4n

4 < 24— — . .
(9-4) wa < an Pttt Tl T T W aentl
Mais 5n + 2 4

n n

. 106

Co n2+6n+1< 0

et

107
— 4+ 107" .052.
20.103 +107" < 0.05
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Enfin on majore n+2.052 par 1.013(n+2) et on constate que €3 a été choisi
pour que ’on ait
1.013 < (1 4+ €)(1 —107°).
Vérification de (6.5)
On utilise (9.1) pour obtenir

n2

c3 cffcf < n??

D’autre part on a U > 20nDZ et Z > 4nlogn + 6n +log D, donc U > DJ
avec

J = 20n(4nlogn + 6n + log D).

Notons que I’on a J > 701. Il suffit maintenant de remarquer que l’'on a

2nJ > 33n’logn + nlog(DJ).

Vérification de (6.6)
On majore (p + 1)w, en utilisant (9.1) et (9.4) :

2
n 3w,l < n'm,
n+ -

D’autre part log9 est majoré par J/300. Il suffit donc de remarquer que
I’'on a

1
J (171 - %) > 30n% log n 4 2nlog(DJ).

d) Vérification des hypothéses du paragraphe 7.

Nous allons vérifier les hypothéses du lemme 7.2. Rappelons que nous
avons choisi a, = 1/2n, (0 < v < n). Nous avons déja vu que ’inégalité
(7.1) était bien satisfaite. D’autre part la condition (7.3) est banale.

Commencons par minorer f, (qui, en fait, ne dépend pas de v). On a

_ Co 363
fv = 2a, o <1 )

2na,cqycs

—6
> 94,2 (1— 10 )
Ca n
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Donc

> (2a,6—2)n(1 ~107%).

C3

Vérification de (7.4) et (7.5).

Comme ¢4 > DZ/U, c’est le cas v = 1 qui est le plus restrictif dans (7.5).
Mais ¢4 > 3f,, donc il suffit de démontrer (7.4), c’est-a-dire de montrer

(QaOZ—"’) (e1 = 1)(1 =107%) > (n + 1)%cfe,.
3

C’est ici qu’intervient le choix de ¢g, ainsi que celui de €3. L’inégalité
annoncée résulte de la minoration

(14 €e)(1=1/c1)(1=10"%) > 1.

Vérification de (7.6) et (7.7).

Ici encore on peut se contenter démontrer (7.6), pour les mémes raisons que
ci-dessus. Comme ¢; = ¢4 et que G > Z/n, (7.6) est une conséquence de
(7.4).

Vérification de (7.8).

Comme f, < ¢4, il suffit de considérer le cas v = 0. Comme DZ/log E > 1,
I'inégalité désirée résulte encore de (7.4).

e) Conclusion dans le cas ot les logarithmes sont linéairement indépendants.

Montrons que I'inégalité (8.2) n’est pas satisfaite. Comme fs41 < c4 et
que DG > 20nlog E, 1l suffit de voir que ’'on a

_ 20n(n+1) ,_

f;;H] > (3 C:' 2’

ce qui résulte encore de la définition de ¢;. La proposition 8.1 nous montre
alors que l'inégalité |A| < ef"” ne peut pas étre satisfaite. On majore
U = maXs<d<n V4 en utilisant sa définition (lemme 6.7) avec (6.3) :

2n+3
n+2

10701

<
V= 103cs

n+1l/n2+6n+1 .
n+ 2 4 2

1
+n(1+—) cy.
e

(C1+C4+ +3n+2)+



182 M. WALDSCHMIDT

On majore (107¢;/103¢s) + 3n + 2 par 0.052(n? + 6n + 1)cz/4n (cf. la
démonstration de (9.4)), et on trouve

S{112—I-6n+1

1
2 s
In(n 5 2) (n +5.104n+6.156)+n(1+e)}CQ.

On majore alors trivialement v par la constante C(n) du théoréme 1.1, ce
qui termine la démonstration dans le cas ol les nombres log ey, ... ,log a,
sont linéairement indépendants sur Q. []

Remarque. On vérifie facilement que ’on a aussi

C(n) < n*"*%(77/38)"*%%  pour n>6.

f) Fin de la démonstration dans le cas ou les logarithmes sont linéairement
dépendants.

Supposons les nombres log aq, ... ,log @, linéairement dépendants sur
Q. Soit n® < n la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces
n nombres. En réordonnant éventuellement les «;, on peut supposer que
(log ay, ... ,log a,0) forme une base de cet espace vectoriel. Le lemme 2.10
permet d’écrire

nO

bjologa; = ij, loga,, (1<j<n),

s=1

avec bjo, b, entiers rationnels, bjo > 0, et

(9.5) Ibjal < (9(n - 1)D° max{1,log A})""‘.

Posons

bg = fI b]() et b(: = ib]qu Hbi()) (1 S s S no))
i=1 =

J=1 i#)

de telle sorte que
0

bA = Z b log .

s=1
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Soit B® = max{|by|,...,[|b%|}. Montrons que I'on a
(9.6) log B" < (3n%(n - 1) +1)G.
En effet, (9.5) donne
log B® < log B+log n+n(n—1)logmax{1,log A}4+n(n—1)log(9(n—1)D").

On majore logn + n(n — 1)log(9(n — 1)) par 3n% 4+ n?logn. D’autre part
on alog E — (n — 1)loglog £ > 0, donc

Z > (n—1)loglog A+ nlog D + 4nlogn + 6n,
mals aussi
Z > 4nlogn + 6n + log D,

et par conséquent
Z > (n — 1)max{0,loglog A} + nlog D + 4nlogn + 6n,
Ainsi on trouve

log B®

< log B + 3n” + n%logn + 3n(n — 1) log D + n(n — 1) max{0, log log A}
<logB +3n(n—1)Z

<log B 4+ 3n*(n — 1)G

< (3n’(n-1)+1)G,

ce qui démontre (9.6).

Les nombres loga,, (1 < s < n°) étant linéairement indépendants sur
@, nous pouvons utiliser le résultat que nous venons de démontrer pour
minorer [bJA|, avec A" = A, (1 <s<n"), A< A E"=FE 2°<Z, et
G° = (3n%(n — 1) + 1)G On trouve ainsi

[boA| > exP{C("")D"""'?G"ZlogA] .- log Ape(log E)™™"~" .

On majore aussi b) par 3n*G. Comme Dlog A; > log E pour
i=n"+1,...,n, on obtient ’estimation voulue avec la constante
3n*C(n%) et 1 < n® < n — 1. Or les valeurs que nous avons trouvées pour
C(n) satisfont toujours 3n*C(n—1) < C(n). Ceci termine la démonstration
du théoreme 1.1. []
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g) Démonstration du corollaire 1.2.

On choisit £ = e dans le théoréme 1.1. Alors
Z <4nlogn+6n+1+nlogD + (n —1)loglog A.

On minore nlog logfi par 4nlogn+6n+1 (le nombre 666 est un minoran~t
de ef*1/7) et aussi par nlog D+4(n—1)loglog A. On minore ensuite n log B
par 4nlog6 + 6n + 1, ce qui permet de vérifier

Z < 2nloglog A et Z < n(log B + loglog A),

d’ol _ _
G <log B + loglog A.

Le corollaire 1.2 s’en déduit facilement. []

Conclusion — Bilan.

La méthode de Baker était jusqu’a présent la seule permettant de mi-
norer explicitement des combinaisons linéaires de plusieurs logarithmes. Les
quatre méthodes que nous avons présentées dans I'introduction fournissent
des minorations comparables; il serait cependant intéressant d’analyser
soigneusement les petites différences qui apparaissent dans les estimations
finales. Il se peut qu’un mélange harmonieux des différents arguments ainsi
introduits conduise a de nouveaux raffinements.

On notera enfin que le résultat final est sensible aux estimations pro-
duites par le lemme de zéros : une amélioration de ce dernier est un objectif
important.

Dans un autre article, nous élaborerons la méthode de Schneider en
plusieurs variables (méthode 3 de I'introduction).
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