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Séminaire de Théorie des Nombres,
Bordeaux 2 (1990), 255-271

Résolvandes et espaces homogénes principaux
de schémas en groupe.

par MarTIN J. TAYLOR

1. Introduction Soit 9 un anneau de Dedekind de caractéristique
zéro et soit K son corps de fractions. Nous notons X = Spec(9) et nous
désignons par g € X le point générique de 9. Une fois pour toutes nous

choisissons une cléture algébrique K de K ; £ désigne la cléture intégrale
de O dans K.

Soient G un groupe fini abélien, A I’algébre de groupe K[G] et B désigne
I’algebre d’applications Map(G, K). L’élément £ € B est défini par la regle

1 sig=1

0 to) =

0 sinon.

Les algébres A et B sont duales (au sens de Cartier) via I’accouplement
naturel <,>: A x B — K. Soit ‘B un ordre de Hopf de B. (C’est-a-dire un
ordre qui est stable par la comultiplication de B.) Alors nous désignons par
A le O-dual de B par rapport a <,> ; c’est un ordre de Hopf de A. Nous
notons A? = Spec(2), B® = Spec(B). On sait par la théorie des algébres
de Hopf (voir [S] par exemple) que B est un A-module localement libre de
rang un.

Soit C une algeébre galoisienne sur K avec G = Gal(C/K). On dit qu’un
O-ordre € de C est une A-algebre si € est stable par P’action de 2, i.e.

€A = €. On appelle une telle A-algébre € un espace homogéne principal
de *B si il y a un isomorphisme d’anneaux

(2) E:QI@S":’ ‘B®5
S) I5)

ou ¢ est de la forme £(c ® A)(g) = 7(c9)A pour tout ¢ € G, pour une
K-projection non-triviale 7 : C' — K. Alors £ est un homomorphisme de

(A, D) algébres ou 2A agit sur les facteurs de gauche de (2), et O agit sur
les facteurs de droite de (2).

Manuscrit regu le 10 octobre 1989, révisé le 23 janvier 1990.
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Nous notons I’ensemble de classes d’isomorphismes d’espaces homogeénes
principaux de ‘B par PH(‘B),

Remarque : Normalement (voir par exemple [W]) la condition (2) est
remplacée par la condition équivalente

(2%) CRCBRC.
O O
Il est évident que (2’) implique (2). Par contre si (2) est vraie, on sait que
(€)= (BRY)Q C Puisque C est une algebre galoisienne on a
Iisomorphisme C® C = B® C, et (2’) en découle puisque O est fidelement
plat sur 9.
Soit 6(G) le sous-groupe de G x G défini par

5(G)={(9,97") 1 9 € G}.
Si @ est aussi un espace homogene principal de 8, nous notons

Cc.¢ = (Cx )@,
O

On vérifie aisément que €.&' est un espace homogeéne principal, et que
PH(*B), munie de cette opération, est un groupe. On sait d’ailleurs que ce
groupe est paramétrisé par le groupe de cohomologie H'(X, B") (pour la
topologie f.p.q.c.).

Nous considérons maintenant briévement le cas élémentaire ou K = 9.
Soit Q = Gal(K/K). Par la théorie de descente galoisienne (voir [Se]) , on
sait que

PH(B) = H'(Q, Aut(B)) = H'(Q,G)
(3) = Hom(Q, G)

Explicitement on associe & 7 € Hom(Q2, G) la G-algebre C = (Map(G, K))*
ou {2 opeére sur G par 7.

Nous revenons maintenant au cas général. Puisque O est fidelement plat
sur 9, on déduit de (2) que I’application d’extensiqn de scalaires ® 5 K est
une injection

(4) PH(B) — PH(B)
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Pour un espace homogeéne principal € de ‘B, nous disons que € correspond
am€ Hom(2,G), st 7 est 'image de € par la composition des homomor-
phismes (3) et (4).

Nous avons déja vu que B est localement libre comme 2A-module. Donc
Pisomorphisme (2) implique que € est localement libre sur # ; nous notons
(€) la classe de € moins la classe de B dans C¢(A), le groupe de classes
des A-modules localement libres.

Il est facile de vérifier (voir [W]) que ’application € — (€) est un homo-
morphisme de groupes

(5) ¥ : PH(B) — CL().
Pour ¢ € C nous écrivons

(6) c=Y g7 €C[G]
geG

On Dl’appelle la résolvande de c¢. On fait opérer 2 sur C[G] par son action
naturelle sur les coefficients. On obtient la formule d’action galoisienne
pour w € Q

Il
o
3
~
€
~

(7) c

ou 7 est ’homomorphisme qui correspond a C.

Les deux buts principaux de cet article sont les suivants : on sait depuis
longtemps que la théorie des résolvantes et résolvandes est extrémement
bien adaptée a la détermination de la structure galoisienne de nombreux
modules arithmétiques ; notre premier but est de démontrer qu’elle est aussi
bien adaptée a la théorie des espaces homogeénes principaux d’ordres de
Hopf. Le deuxiéme but est d’obtenir une description algébrique de Ker 9 ;
ainsl nous obtenons une nouvelle démonstration des résultats de Susan
Hurley (voir [H]).

Cette deuxiéme partie répond & une question de Mazur soulevée par les
résultats de [ST], ou ’on démontre que certains espaces homogénes princi-
paux arithmétiques appartiennent au noyau de 1. Puisque cette question
est la raison principale de cette étude, nous décrivons ce résultat elliptique
dans le cadre de cet article. Supposons maintenant que K est un corps de
nombres et que E est une courbe elliptique, définie sur K, ayant partout
bonne réduction, et & multiplication complexe par 9, Panneau d’entiers



258 M. J. TAYLOR

d’un corps quadratique imaginaire F'. Pour 7 € O, m # 0, nous notons G
le groupe de points de 7 division de E et nous supposons que G C F(K),
le groupe de K points de E. Soit B 'ordre de Hopf de B tel que Spec(‘B)

coincide avec le 9 schéma en groupe associé 3 G. La suite de Kummer
0—G— E(X) = E&) =0
donne une injection

E(K)
TE(K)

— PH(‘B).

[
En composant avec I’homomorphisme PH(‘B) — C¢(2A) on obtient un
homomorphisme

¢ E(K) — Ce2).
Dans [ST] on démontre le résultat suivant

THEOREME. Si wr désigne le nombre de racines de I’unité de F, et si
(r,wg) = 1 ; alors le sous groupe E(K )i de points d’ordre fini dans
E(K) est contenu dans le noyau de y'.

Nous avons maintenant besoin de quelques notations supplémentaires :
nous notons
A=[] %, AA=AK
pexX O
p#g

c’est-3-dire que A est anneau d’adéles entiers de A et AN est 'anneau
d’adéles de A. Nous notons U(2),U () le groupe des unités de A, A etc.
Le groupe V() est défini par

(8)

V() = {:c c U« ®5) |37 € Hom(Q,G) tel due ¥ = zm(w) Yw € Q}
0

Avec cette notation, nous disons que z correspond a I’lhomomorphisme
7. Evidemment U(A) C V() : c’est le cas ol 7 est ’homomorphisme
trivial. Les groupes V(A), V(A%) etc sont définis de maniére analogue.

Sive V(*jl) et si v correspond a ’homomorphisme 7 : Q@ — G, on écrit
v =Xuv, g7 ; alors

w —1

L v m(w) = v w(w) = v¥ = Yusg
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on en conclut que

(9) vg-tr(u;) = v‘;.

Si 7 est une surjection, alors il est évident, grace a (9), que v est une
résolvande ; par contre, si 7 n’est pas une surjection, v n’est pas forcément
une résolvande et on ’appelle une résolvande généralisée.

Nous terminons ce paragraphe avec la définition du groupe W(A)
(10) W(A) = V(A) N (V(A)U(AY)).
Il est clair que W(A) contient V(A)U(A).

2. Résultats

THEOREME 1. Il y a un isomorphisme naturel

w(4)

0: PH(B)> 70

et 0 induit un isomorphisme

~ V(U(4)
Keryp = UA)

Nous signalons que dans le cas ou O est local et G d’ordre premier, le
groupe d’espaces homogénes principaux est déterminé dans [R].

Supposons maintenant que G est cyclique d’ordre n et que K contient pp,
le groupe de racines de I'unité d’ordre n de K. Soit x un caractére fidele de
G et soit f I'idéal de O engendré par les éléments x(a)—¢(a) pour a € A ; on
appelle f le conducteur de A. Sia € V(2), alors (x(a)—¢(a))e(a)™" € fO;
donc x(a)™e(a)™™ appartient au groupe Uy = O* N (1 + fO)™. Avec ces
notations et ces hypothéses on a

THEOREME 2. (a) L’application a — x(a™)e(a™™) définie sur V(A)U(A),
induit une injection
UgK*"

I{*n
(b) De plus, si n est premier et si K est un corps de nombres, alors o, est
un isomorphisme et Ug = (1 + f*) N O*.

ay : Kerp —

La derniére partie du Théoréme 2 est une conséquence immédiate des
résultats de Susan Hurley obtenus dans [H] ; nos résolvandes nous donnent
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une nouvelle perspective sur son résultat. Dans le cas ou A est I'ordre
maximal (resp. O[G]) ce résultat est déja obtenu dans I’article [CS] (resp.

[C])-

Pour un idéal a de O, C¢,(9) désigne le groupe des classes de rayon de

conducteur a, et C€a(9), est le sous-groupe des éléments qui sont annulés
par n. Nous notons

v:Clpn(D)p — Cls(O),
I’homomorphisme induit par la surjection naturelle
Clgn (D) — CLs(9).

Afin de mieux décrire PH(*B) nous définissons le groupe
Vi={veEK*|ve K} (1+f"O;) pour tout p # g}.
Par le lemme 1 du prochain paragraphe, on sait que
Us=(1+f)nO*

donc il est évident que Uy C V5. Avec les hypothéses du Théoreme 2(b) on
a

THEOREME 3.
PH(B) = YL

K="
et il y a une suite exacte

U, R ™
1 — o - PH(B) - Im(v) — 1.

3. Démonstrations

Nous commencons la démonstration du théoréme 1, en définissant ’ho-
momorphisme §. Comme on ’a déja vu, pour chaque premier p € X

Cp = B, = A, en tant que Ap — module.

Soit ¢y € €, un générateur de €, sur Ap. Par [S] on sait que B, est
Ap-libre sur t,¢ ou

By NKpl = 1,09,
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Grace a (2), nous savons que £(cp) = tpfvp ol vp est un élément de

U(Ap ® 9). En évaluant en les éléments de G, nous déduisons qu’avec la
notation de (2)

tpvp = £(cp)(1a) = D 7(c?)g™" et donc v, € V().

Puisque fv, et fvg sont tous les deux des générateurs de £(C) @k K, sur
Ap, on sait que vy € vpU(Ap) pour chaque idéal maximal p de O ; de
plus vgvp-1 appartient a U(®A,) pour presque tout p ; c’est-a-dire vy €
V() U(R2).

Nous définissons 6(€) = vgU(A). 1l est facile de vérifier que 6(C) est
indépendant du cheix de générateur ¢; de C. Si &€(respl’) correspond a
’homomorphisme w{resp 7') dans Hom(Q2, G) ; alors, grace a (3) et (4),
pour démontrer que 6 est un homomorphisme, il suffit de remarquer que

vgug correspond a I'homomorphisme = 7'.

Il est clair que 8(€) =1 & vy € U(A) < € correspond a ’homomor-
phisme trivial 7 = 1 ; grace a (3) et (4), ceci se passe si et seulement si
€ est trivial (i.e. € = B). Donc on sait que 8 est injectif. Finalement
il nous faut démontrer que @ est surjectif ; c’est la partie centrale de la
démonstration. Soit v = #u, ou ¥ € V(A),u € U(AA). Pour chaque idéal
maximal p nous définissons

Cp = tpliopA,
ou v, désigne la p-composante de ¥ ; de méme on pose
C = tA.
Il est éviient que tous les €, sont ™A -stables ; de plus, puisque 7, €
U(2Ap @ O) (resp v & U(A® K)), on déduit que
C®D = tylip(A® D) = B, @ O
COK=t,Lv(AQK)=B®K.
Donc, pour démontrer que € = C N ([ €,) est un espace homogene
p

principal, il suffit de démontrer que € est un anneau. Pour démontrer cela,
nous définissons une nouvelle action de 2 sur B ® K par la régle

[fv(a ® A)]¢ = [fv(a ® A*¥)]
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poura € A, AeEK,weN.

Maintenant il nous faut démontrer que cette action respecte la multipli-
cation de B ® K. En utilisant le fait que v = 9u, u € U(A¥), le méme

raisonnement montre que € est ’anneau de 2 points fixes de B ® O muni
de cette nouvelle action.

Par linéarité il suffit de démontrer que

(11) [fvh]“[fvh']* = [fvh. LvR']¢

pour h,h' € G. Nous écrivons v = Lv,g~", et nous savons par (9) que
Ugn(w) = Vg . Par définition méme de cette action :

[fhv]“ = Lvh, [€h'v]* = £vh'. De plus, en évaluant en les éléments G, on a
I’identité

(12) L(Zayg™ " )(Tb, g7 = £(Zazb,g7")
Donc
[vh]“.[vh']“ = [fvh.Luh']
(13) = [U(Zvgnvgmg™")].
Ceci détermine le membre de gauche de (11) et aussi démontre que
[fvh.Lvh']* = [l?v.(v""‘Ev;‘hv;"h,g'l)]
= [en(w) ™ (S0 v 9]
= (g n(uy - Vg n(e=19 )]
par(9) = [6(Zvgnvgnig )]
par(13) = [fvh]“[fvh']“.
O

Ceci achéve la démonstration de la premiére partie du théoréeme 1.

On considére maintenant Ker. Par la théorie standard (voir par exemple
[F]) on sait que

(14) CH) = %%

et qu’avec la notation précédente la classe (€) est représentée par I’élément
vgo~! € U(AA). Donc € € Keryp <= vgo™" € U(A)U(A) <= vy'u €
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V() pour un élément u € U(A) <= vy € V(A)U(A). Ainsi on a démontré
que Kerw est isomorphe a V(A)U(A)/U(A) via 6.
O
Ensuite nous abordons la démonstration du théoréme 2. Dorénavant

nous supposons que G est d’ordre n et que K contient les racines n-iémes
de 'unité. Nous notons y un caractére fidéle de G.

Soit € un espace homogeéne principal de ‘B qui est isomorphe a B en tant
que A—module. Avec la notation du théoréme 1 on sait que 8(C) = vU(A)
avec v € V() et v“ = vm(w) ; d’ot on déduit

(15) x(v)* = x(v)x(m(w)).

Puisque m(w)™ = 1, v™ est fixe par Q ; c’est-a-dire v™ € U (). Il découle de
la définition de f que x(v™)e(v™)™" € Uy, et donc lapplication vU(A) —
x(v)K* induit un homomorphisme

V(MU(4) U/ K
U(4) K+

ay : Keryp =

Or, oy (€) = 1 <= x(v) € K*. Puisque x est fideéle, ceci a lieu si et
seulement si 7 = 1. En utilisant (3) et (4) on a démontré que o, (&) =1 si
et seulement si € est trivial.

Finalement nous considérons la deuxiéme partie du théoréme 2, et donc
nous supposons maintenant que n = p est un nombre premier.

Soit u € U}/p : notons ¢ I’élément de K

A U Y,
cC = - = -

P pl—u’

Dans la suite on suppose u ¢ K* ; alors u n’est pas une racine p-iéme de
P’unité, et donc ¢ # 0.

Nous identifions G = Gal(K (u)/K) de telle fagon que I’on ait u? = ux(g)
pour tout g € G. Afin de démontrer que u € Im(a, ), il suffit de démontrer
que la résolvande ¢ € V(), car on sait que

X' (e) = %Z D uxi(gh)

(16) = %Zu‘zxi(y)x’(y“)
i g

= ul
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pour 0 < j < p.

Par définition ¢ est une résolvande et, grace a (16), on sait que ¢ est
une unité dans n’importe quel ordre de K[G] qui la contient. On est donc
ramené a démontrer

(17) ce AR O.
Ainsi on se raméne tout de suite au cas local ou K est une extension finie

de Q,. Ceci nous permet d’utiliser le théoréme de Tate-Oort de [T0] sur la
classification de schémas en groupe de rang p.

Notons F, le corps a p éléments et identifions F et Aut(G) de la facon
naturelle. Soit o : Fj, — K™ le caractére de Teichmuiiller ; c’est-a-dire

¢(a mod(p)) = a mod pO.

Pour chaque entier 1 < i < p — 1, e; désigne I'idempotent associé a ¢

1 —1
e, = ;—__—l. Z [%2] (a)a.

aGF;

Une fois pour toutes nous choisissons un générateur g de G, et on définit
z; = ge;. Tate et Qort montrent que

) = wiz; ot w; O =19 (1 <7< p).

De plus ils montrent qu’il existe b’ € O tel que b = ¥@~1) divise w,
(dans O) et que

(18) % = Ofa: /]
ou a’ est une racine p — l-iéme de wpb™'. On a la description équivalente

de A
O[y]
(y? — by)

pour un indéterminé y. Grace a (18) on sait que

91:9+§(%)i53.

A

IR
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d’ou ’on déduit que, pour démontrer (17), il suffit de vérifier que
1= .
_C.eiE-Ti'D[G] 1<i<p-1
a

=1
cep1 €0 +=3 (9-1).

geG

(19)

Puisque z! = w,z;, on déduit facilement que
q 1 pel q

(20) x(z1)9 = (1-¢)9, ol (= x(g)
De la description explicite de 2 (18), on peut conclure que le conducteur
f est

f=1-0d 'O =V9.

Le résultat suivant est valable dans le cas global comme dans le cas local.
LEMME 1. Pour f D (1—¢)O on a I’égalité Uy = (1 4 fP) N O*.

DE",NL(BNSTRATION. Soit 6 € fg Alors, par la formule binéme (1+6)? €
14 fP9, ce qui démontre l'inclusion Uy C (1 + f?) N O*.

—
Réciproquement supposons que 1 + 7 € O est tel que (1+ 7n)?

€ 1+ f? ; il nous faut démontrer n € fO. Encore une fois nous pouvons
nous placer dans la situation locale. Nous notons v la valuation additive de

£. Supposons que v(1 — () = b,v(f) = a ; donc par hypothése a < b. On
peut en fait supposer que a > 0 ; donc ¢ = v(n) > Oet v(p‘zd_‘1 (®)n*) = v(pn)-
Puisque v((1 + n)? — 1) > pa, on sait que =

soit v(pn) > v(n?), d’ott pa < v(n?) et donc v(n) > a,

soit v(n”) > v(pn), ot (p—N)v(n) > v(p) = (p—1)b> (p—1)a. O

SupposorE que u? € Uy ; alors on peut écrire u de la forme u = 14 3,

avec B € b'9. Avant de démontrer (19), nous démontrons

PROPOSITION.
r=] —
(a) u* € bO
k=0

r=1 . —
(b) pourl<j<p-1, S uFpTi(k) € b9 O.
k=1

Il est intéressant de remarquer que la démonstration du résultat (b) re-
monte a la détermination algébrique par Kronecker des sommes de Gauss.
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DEMONSTRATION. Traitons d’abord la partie (a). Puisque b'| (1 — (),
nous savons que
p—1

Zuk_—_ 1 —u? _ 1_(1+ﬁ)]’ eﬂp—15gb5

pert 1—u -3

Considérons maintenant (b). De la définition du caractére ¢ on déduit

la congruence mod p9

p—1
Zu o7 (k) = Z ubpr=T —Z(lw)’“k" '

-1

Nous notons P,(z) le polynéme T(—T:Dn(,r;"—]l, et nous remarquons que
Pp(m) = 0 pour 0 < m < n. Donc

Eu pT(k) = ZZP (k)™ kr=1~1
(21) k=1 n=0
= Z " Z P (k)kr="

Puisque P,(z) est de degré n, il est clair que (pour n croissant) la somme

r—1

S Po(k)k?™"~Imod pO
1

est non nulle pour la premiére fois lorsque n = j. Ceci démontre que le
membre de gauche de (21) est divisible par 7. O

Il est maintenant facile de terminer la demonstratlon de (19) a laide de
la proposition.

Parce que
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nous sommes amenés a considérer
=1 p—1 p=1

> " (g™™ — 1)e; = Z_: DS L.t (g7™" — 1)pI(n)
p—1 p=1 p—1 .
= p(p p—1) kX_:o mz—:() }; ub" (g7 ™™ — 1) (n).

En substituant r = mn (dans F}) et en tenant compte de la relation
ud =ul,onal egahte

r—1

(2 T - e

m=0

p(p—-—l)Z > uF eI rmT ) (g7 - 1)

k=0m TGF'

Premier cas : j = p— 1. On obtient

—2 "= <mk) (Eo-n)

—<> <>

et ce cas de (19) découle de la partie (a) de la proposition et de I’égalité
Dab = pO.

Deuxiéme cas : 1 < i< p— 1. Cette fois-ci nous avons ’égalité

1’—10 ™ o—m _ e: = 1 = —-r_ “ uk = mk =3 (pm =)
20:-" (9 1),-p(p_1);(g I)LZzo gc o3 )]
__ 1 = “i(rVa~" — ~ ukpd 3 ™ol (m
—p(p_l)gso (r)(g™" = 1) [g @ ’(k)g_::]C @ ( )]

On en déduit qu’il suffit de vérifier que

r—1 r—1 —
LHEwrw) (S emm) s
k=1 m=1



268 M. J. TAYLOR

Grace a la proposition, avec u = ¢,
r-1 )
Y (M (m)e (1P TID.
1

En utilisant la partie (b) de la proposition encore une fois, nous pouvons
enfin déduire que

p—1 -1 —_
- (Z u’%o-J(m) (Z cmsof(m)) €t (1-(7D
k=1 m=1
= a"jg Oa

Il reste &4 démontrer le théoréme 3. Nous gardons toutes les notations
précédentes, et nous étendons I'isomorphisme o, du théoreme 2 a

B, : PH(B) — —&

K+

par le composé
~ W(A) o Vy
PH(B) = 7 -

ou 8 est induit par 'application w — x(w)?. Le raisonnement déja utilisé
pour montrer que o, est injectif démontre que #, et donc 3, est aussi
injectif.

Nous voulons maintenant démontrer que 3, est surjectif. Soit v € V¥, et
désormais nous excluons le cas trivial v € K*". Pour un idéal maximal p
de 9, on sait, par définition méme, que v s’écrit de la forme

v = zpup pour zp € Ky, up € (1+ f7O;)

et donc on peut toujours choisir 2, = 1 pour presque tous les premiers p.
Nous posons

-1
z:..zvi/r CpZI—I)I’z:uL/P,
0

Afin de démontrer la surjectivité de 3, , il suffit de démontrer que la résolvande
z € W(A). Pour 0 <7 < p— 1, nous notons e(7) 'idempotent de A associé
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au caractére y*. Alors
g
:—Z(Z 7/1’) —‘:Zvi/"e(i)
= Z a:pu e(i)

= (Z x;e(i)) (Z u:,/pe(i))

= (Z 2.’56(1')) S

Or, dans la démonstration du théoréme 2 on a déja vu que ¢, € V/(Ay), et
il est clair que & z}e(i) € A} ; donc z € W(A).

La définition de I’lhomomorphisme 7 utilisé dans I’énoncé du théoréme 3
dépend du résultat suivant

LEMME 2. Pour v € Vj, il existe un idéal a de O tel que v‘/l’g = a®.

DEMONSTRATION. On se raméne tout de suite au cas local et ’on suppose
que v correspond par 3, & € € PH(B). Par la théorie standard (voir [S])
on sait qu’il existe t € O tel que B = £t.A. Donc, si € = y¥, alors pour (2)
on sait que y = £t.a pour a € (A ® O)*. En considérant les résolvandes et
en appliquant le caractére x, on conclut que x(y) = tu pour u € D*. Mais
par la construction méme de v,v'/? = x(y)z par ¢ € K*. Ceci démontre

que /PO = xx(g)g = zt9. O

Pour un élément v € V%, on sait par le théoréme d’approximation faible
que I’on peut toujours choisir v' € Vy dans la méme classe de Vf/K*p tel
que v € 1 + fPO, pour tout p|f. Dans la suite nous supposerons que tous
les représentants choisis, des classes de Vy/K *" satisfont cette condition.
L’homomorphisme 7 : PH(®B) — Im(v) est défini comme suit : pour

€ € PH(B) on choisit v € fy(€), et puis () est la classe dans Cls(D)
de 'idéal a de 9 tel que v'/? = a. Puisque a? = vO et v € 14 PO, pour
p|f, il est évident que la classe de a? est triviale dans Clsr(9). De plus,
si v’ est un autre représentant de B, (€), alors v = vX pour A € K*" et
A € (14+79,) pour tout p|f ; grace au lemme 1 on sait que A'/? € (149 ,)
pour tout p|f et donc la classe de a dans C£;(£)) ne change pas.
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Il nous reste & démontrer que la suite est exacte.

Im(i) C Ker(m) : Siu € Uy, alors 7(uK*") = classe (a) ol u”pg = aD.
C’est-a-dire a = O, et donc m(uK*") est la classe triviale.

Ker(m) C Im(2) : Supposons que ’élément v € V est tel que w(vl{*ﬁ =
1. Ceci implique qu’il existe z € K* avec £ = 1 mod f tel que v/ =
9 ; donc va?K*" C UfK*p.

v est surjectif : Supposons que I'idéal a est premier avec p et qu’il
représente une classe de Im(v). Par définition méme a? = vO pour v € K*

tel que v =1 mod f?. Alors v'/? = 1 mod f9O (voir le lemme 1). Puisque
toutes les K-valuations de v sont divisibles par p, on déduit que v € V et

de plus 7(v) = a, parce que a9 = v'/79. O
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