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Modules de Swan et courbes elliptiques
a multiplication complexe

par ANUPAM SRIVASTAV

1. Introduction

A/ Modules de Swan

Soient G' un groupe fini et C¢(Z[G]) le groupe des classes des Z[G]-
modules localement libres. On associe a tout entier s, premier a l’ordre
G, le module de Swan

< 8,0 >= sl[G] + oZ[G]

oo =3 Y-
Le module < s,0 > est localement libre sur Z[G]. On note [s, o] la classe

qu’il définit dans C4(Z[G]). On montre pour tous les entiers s et ¢ premiers
a l’ordre de G ’égalité dans C4(Z[G]) :

[s,0] + [t, 0] = [st,0].
On note |G| ’ordre de G. On définit le sous-groupe de Swan de T(Z[G])

par :
T@2(G) = {[s,0] / (s1G]) =1}
C’est un sous-groupe fini de C¢(Z[G]) annulé par |G|, [Sw],[U].

THEOREME 1.
a) Si G est cyclique, T(Z[G]) = {0}.
b) Si p est un nombre premier, p > 2, et si G est un p-groupe, alors
T(Z[G)) est un groupe cyclique d’ordre p~!|G|.

Le résultat b) conjecturé par Ullom a été démontré par Taylor dans [T1],
Théoréme 2-5.
B/ Stucture des anneaux d’entiers

Soient L un corps de nombres et N une extension galoisienne et finie de
L. On pose I' = Gal(N/L). Si E est un corps de nombres on note Og
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son anneau d’entiers. On définit ’ordre associé a Onx comme 'ordre de Of,
dans L[I]
AN/L = {/\ € L[F] / AOn C ()L}-

On peut considérer On comme module galoisien, c¢’est-a-dire comme mod-
ule sur Z[G], O[T] ou Anyr. On utilise parfois la théorie des modules
de Swan pour étudier la structure galoisienne de On ; c’est notamment le
cas dans le théoréme suivant, [T1], Théoreme 3-1 démontré également par

S.Chase.

THEOREME 2. Si I'extension (N/L) est modérément ramifide alors Oy est
un Z[G)-module stablement isomorphe a la codiflérente de N sur L.

On verra d’autres exemples de cette méthode dans les paragraphes 2 et
3.

2. Modéle de Fueter

Soit Q un réseau de C. On note Q4 I'ensemble des points v de C/Q tels
que 41 = 0 et 29 # 0.

Pour tout couple (Q,%),¥ € 24, on définit une courbe elliptique Eq 4,
d’équation affine

2

y? = d42® 4 tg g + 1o

et un isomorphisme analytique de C/Q sur les points complexes de Lg
donné par :

C/Q — Equ(C)
{ (2(2),y(z),1) sizgQ
(0,1,0) sizeQ

avec z(9) = 1 et 2(2¢) = 0.

On dit que Eq 4 est le modéle de Fueter associé a (€2, ¢2). On obtient par
changement de coordonnées le modele de Fueter associé & (2, 1") a partir
du modéle de Weierstrass associé a Q, ([(CN-T], IV). Le discriminant de la
courbe elliptique Eq , est donné par :

A(Eq,y) = A(tg 4 — 2°).

Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant dyp < -1, dans
lequel 2 est décomposé. On fixe une fois pour toute un plongement de i
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dans C et ’on considere K comme sous-corps de C via ce plongement. On
pose 2 = Ok et on choisit ¥ tel que 2% soit un point primitif de 2 division
de C/N. Si f est un idéal de Ok on note N (f) le corps de classes de I de
rayon f.

Ph. Cassou-Nogues ct M.J. Taylor démontrent dans [CN-T], IX, Propo-
sition 5-4 et Théoreme 5-10.

ProrposiTION 1.
a) On a l'égalité K(4) = K(ta,y).
b) t§ , — 2% est une unité algébrique.

Ainsi la courbe elliptique Eq , est définie sur A(4), a multiplication
complexe par Op et possede bonne réduction en dehors de 2. On fixe
dorénavant (£2,%) et on écrit E(resp.t) pour Fq .(resp.tg ).

Soit p un idéal premier, non ramifié, principal de Oy, tel que p = AOy
avec

A= +1mod.40k. On pose :
N =K4p™™), L=NK4p"), I'=CGal(N/L)

avec 7 > m 2> I(resp. 7 > m > 1) si p est décomposé (resp.inerte) dans
(K/Q). On définit le nombre premier p par pNZ = pZ.

On étudie On comme module sur son ordre associé A = Ay . Dans
[T2], M.J. Taylor a démontré

THEOREME 3.

a) On est un A-module localement libre.
b) On est libre sur A si et seulement si lc module de Swan < 2.0 > A
est libre sur A.

Ce théoréme ramene donc I’étude de la structure de O x comme A-module
a celle de I'idéal < 2,0 > A de A.

On consideére deux cas :

Cas I : p est décomposé dans (K/Q).
Le groupe I' est alors un p-groupe cyclique avec p # 2. Puisque T'(Z[I']) =
{1} on en déduit que < 2,0 > est libre sur Z[1'] et donc libre sur A.

Cas I : p est inerte dans (K/Q).
Le groupe I' est non cyclique d’ordre p*™ ct T(Z[T']) est cyclique d’ordre
p?™~1 (Théoréme 1). On désigne par T(A,Z) le sous-groupe du groupe de

classes C4(A) engendré par les éléments [s, 0] tels que p £ s.
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On démontre dans [S3]
PROPOSITION 2. L’ordre du groupe T(A,Z) divise p™ !

Ainsi si m = 1, ’élément [s,o] est trivial dans C¢(A) et, puisque A est
commutatif, < 2,0 > A est un A-module libre.

Ce résultat suggere que le module < 2,0 > A est peut-étre toujours
libre sur A. On démontre effectivement ce résultat. Nous en esquissons
maintenant la démonstration.

On note E[p™] le sous-groupe des points de E annulé par p™. On pose
F = Ok [p™OKk. Les groupes I' et E[p™] sont naturellement munis d’une
structure de F-module. En fait ce sont des F-modules libres de rang 1.
Soit 7 (resp.a) une base de I' (resp. E[p™]) sur F.

La description de A comme algébre de Hopf est explicitement donnée
dans [T3],

Théoréme 3, par ses composantes locales en chaque place de L. Nous
rappelons cette description.

Soit P est un idéal premier de Or. Si P t p alors Ap = Op,[[]. Si
B|p alors Ay est défini, via un groupe formel de Lubin-Tate, de la maniére
suivante :

Soit ¥ x 'unique relévement premier de ¥ dans N. On choisit un plonge-
ment h de Q dans Q; dont la restriction & N définit Pn. On note K’
(resp. L', resp. N') I’adhérence de h(K') (resp.h(L), resp.h(N)) dans Q,.
Il existe un groupe formel de Lubin-Tate, ® € K'[[X,Y]], tel qu’on ait :

N' = K'(Wmyr) et L' = K'(w,)

ou, pour tout entier s, w, désigne un point primitif de p°-division de ®. Le
groupe des points de p™-division de ® est un F-module libre de rang 1. On
a I’égalité :

Ap ={p™™ ) O(wmf)1f,0 € O [[X])/[P™]}

fEF

On remarque qu’on peut associer au modéle de Fueter un groupe formel
® € Og/[[X,Y]]. La relation entre les groupes ® et ®; est étudiée dans
[S2], section 7.

Soit g, et o, les points de 2-division de C/Q différents de 0 et 2. On
définit, & une constante prés, la fonction D, elliptique pour Q, par son
diviseur :

(D) = (a1) + (02) = (0) — (29).
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On définit 1’élément résolvant p, associé a {a,~} par :

p=p~™ Y D™¢).D(af +¥)1.f.

fEF

On montre que p™p € O[T']. En utilisant la description de A, on démontre

dans [S]

ProPosITION 3. Sip € A, alors < 2,0 > A est libre sur A.
Enfin on démontre dans [S;]

THEOREME 4. L’élément résolvant p € A.
On déduit des Théorémes 3 et 4 et de la Proposition 3 :

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du Théoréme 3, On est libre sur son
ordre associé.

3. Courbes elliptiques

Dans [T3] Taylor considére le probléme de structure galoisienne suivant.
Il s’agit d’une généralisation de la question étudiée dans le paragraphe 2.

On considére K un corps quadratique imaginaire et I une courbe el-
liptique & multiplication complexe par Okg. On suppose que E est définie
sur une extension L de K et qu’elle a partout bonne réduction. Soient
I un idéal de Ok et G le groupe des points de 9 division de F. Par
raison de simplicité on suppose 9 = p™ ou p est un idéal premier prin-
cipal, p = 1Ok et m > 1. On suppose en outre que les points de G sont
rationnels sur L, i.e. 'inclusion :

G C E(L).

(Le lecteur peut se reporter a [S-T] pour le cas général).
Si P € E(L) on pose :

Gp={R€ E@)/rR=P)

On considére 1’algébre Map(Gp,Q) les applications des Gp dans Q, ou
I’addition et la multiplication sont les opérations naturelles.
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Soit 2, = Gal(Q/L). Ce groupe opére sur Gp et Q. Il opére donc sur
Map(Gp,Q)

par:
(Wf)(R) = w(f(w™'R)),Yw € Qy.

On définit : _
Lp = Map(Gp,Q)**

c’est la L-algébre des applications de Gp dans @ qui commutent avec
P’action de Q.

L’algebre de groupe A = L[G] opére sur Lp par :

(f. Zagg) (R)=)_ f(g + R)ay,VR € Gp.
9 9

On remarque que Lp est un espace homogéne principal sur A.

On se place maintenant au niveau des anneaux d’entiers. On définit un
ordre de Hopf de Oy, dans A qu’on note A. Comme dans le paragraphe 2 il
est défini par ses composantes locales : Si P t p,Ap = Op4[G], si Plp,Ap
est défini & I’aide d’un groupe formel de Oy, [[X, Y]] associé & la courbe E,
([T3]). Soit Op la cléture intégrale de Oy, dans Lp. On note que Op n’est
pas en général stable par I’action de A. On introduit :

Op = {z € Op/zA C Op}.

C’est le plus grand A-module contenu dans Op. Taylor démontre dans [T3]

PRropPosITION 4.
a) Op est un ordre de Oy, dans Lp.

b) Op est un A-module localement libre.
On peut considérer grace & b) la classe [Op] de Op dans CL(A).
On note % ’application :

¥: E(L)— Cl(A)
P -—*[5}:]
THEOREME 5([T3]).

a) v est un homomorphisme de groupe.
b) ¥(E(L)) est anrulé par ordre du groupe G.
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Pour une version plus générale de a) le lecteur peut se reporter a I’exposé
de Taylor dans ce volume.

Soit E(L)torsion le sous-groupe de torsion de E(L). On peut facilement
montrer grace au Théoréme 5 que le sous-groupe des points de torsion
annulés par un idéal de Ok premier & p est contenu dans le noyau de .
En fait Taylor conjecture dans [T3].

CONIECTURE: E(L)torsion C Kerip.
On démontre dans [S-T].

THEOREME 6. Soit £ un nombre premier décomposé dans O. On suppose
p ‘f[ et E[Zz] (- E(L]. Alors E(L)toraion C I\’eT'(/).

On remarque que dans ce cas (1 — {,0)A est libre sur A, ol (, désigne
une racine primitive £-iéme de I’unité.

Soit wi le nombre de racines de ’unité contenu dans K.

THEOREME 7 ([S-T]). Sip est premier i wg, alors

E(L)torsion C I(CTI/)

Pour certains résultats pour p|2 voir [CN-S].
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