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Séminaire de Théorie des Nombres,
Bordeaux 2 1990, 31-39

L’existence de certaines spécialisations
de courbes projectives.

par AuGgusTo NOBILE

Introduction. Dans une famille (plate) de courbes de P™ il y a une
inégalité qui minore le genre (géométrique) de la fibre générale en fonction
des genres (géométriques) et des multiplicités des composantes irréductibles
d’une fibre en un point fermé (formule (2) du §1).

On s’intéresse ici au probléeme inverse. On se donne un fermé connecxe
de P, équidimensionnel de dimension 1, de composantes irréductibles C;
dont le genre (géométrique) est g; pour 1 < i < s, on se donne en plus
des entiers m; > 0 pour 1 < ¢ < s, et un entier g qui satisfait 'inégalité
évoquée ci-dessus ; existe-t-il une famille de courbes de P™ dont la fibre
générale soit de genre g (et aussi bonne que possible) et dont la fibre en un

S
point fermé a pour cycle associé 1’élément Y m;C; ?
i=1

Au §1, on énonce de facon précise ce probleme, on commente les résultats
déja connus et on énonce deux théoréemes qui répondent a la question dans
des cas particuliers (théoréme 1 et 2).

Au §2, on interpréte les résultats en termes de lissification d’une courbe
et au §3 on donne une esquisse des démonstrations des théorémes 1 ct 2.

On trouvera des démonstrations détaillées des résultats principaux de cet
exposé (ainsi que des généralisations) dans [N3].

Mes remerciements les plus vifs a J. Fresnel et M. Matignon qui ont
corrigé le texte en francais et & Mme Sedeau pour son travail de frappe.

0 - Notations et terminologie.

Dans tout cet exposé k sera un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle. Par schéma sur k on entendra schéma de type fini sur k,
une variété algébrique (sur k) est un schéma (de type fini) sur k integre.
Une courbe algébrique sur k est un schéma sur k, équidimensionnel de
dimension 1. Une courbe C de I'espace projectif P} est un sous-schéma
fermé de P}, qui est équidimensionnel de dimension 1, on écrira souvent
C Cc P%. Un fermé V de P} est dit dégéncré s’il est contenu dans un

Manuscrit recu le 25 novembre 1989.
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hyperplan de P} (si P} = Proj(k[Xo, X1, -+ ,X4]), cela veut dire qu’il
existe L € k[Xo, X1, ,X,] homogene de degré 1 avec V C V(L)) ; un
fermé V de P} qui ne posséde pas la propriété précédente est dit non
dégénéré, en particulier une courbe C C P} est dite non dégénérée si le
fermé associé est non dénégéré.

Soit T' un schéma sir k, une famille de courbes de P} (ou P™) est un
sous-schéma fermé C de P} = P} X T, plat sur T tel que pour tout ¢ € T'la
fibre C; soit une courbe algébrique sur k(t) : ici k() désigne le corps résiduel
de ’anneau local Or; et C; := C X1 Spec(k(t)). On a donc le diagramme
commutatif suivant

C—>PrxT

N

T

ol ¢ est une immersion fermée, p est la deuxiéme projection et f est plat.
Du point de vue ensembliste on a donc C; = f~!({t}). Si ¢ est un point
fermé on a k(t) = k et C; est donc une courbe algébrique de P7.

Soient C' C P} une courbe algébrique de P, C;, 1 < i < s les com-
posantes irréductibles de C', m; la longueur de ’anneau local O¢ ,; ol z;
— S
est le point générique d2 C; (i.e.{z;} = C;), alors le cycle 3(C) := 3 m;C;
- i=1
s’appelle le cycle associé & la courbe algébrique C.

Soit C' une courbe intégre sur k, on appelle genre géométrique de C (ou
plus simplement genre) le nombre dim;H'(X,0x) ot X est la norma-
lisation de C (i.e. le genre géométrique de C est par définition le genre
arithmétique de sa normalisation).

I. Les résultats principaux

Soient T un schéma sur k intégre, C une famille de courbes algébriques de
PZ. On suppose qu'’il existe un point fermé ¢; € T tel que C;, soit intégre
alors il existe un ouvert non vide U; C T tel que pour tout point fermé
t € Uy la fibre C; soit intégre ; on peut alors montrer qu’il existe un ouvert
U C U non vide tel que le genre (géométrique) de C; soit constant pour
tout point fermé ¢t € U, soit g ce genre [N2]. Alors toute fibre C; avec ¢
fermé et t € U s’appelle une fibre générale et g s’appelle le genre de la fibre
générale.

Si o € T est un peint fermé, on dit souvent que la fibre C, est une
spécialisation de C en o.
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$
Soit o€ T un point fermé, 3(C,) = 5 m;C; le cycle associé, g; le genre
=1
(géométrique) de I’'unique courbe intégre associée au fermé irréductible C;,
on a alors la formule

S
(2)g > E €i(mig; — m; + 1), ot ¢; = min(1,g;)

et olt g est le genre de la (ou d’une) fibre générale (cf. [M], [N1], la
formule apparait aussi dans la littérature classique cf. [A])

On aimerait un résultat réciproque. Soient C; des fermés irréductibles de
dimension 1 de P, g; le genre (géométrique) de la courbe intégre associée &
C; pour 1 < i < s (on suppose en plus que C; UCy U+ --UC; est connexe) ;
soient m; > 0 pour 1 < i < s et g > 0 des entiers qui satisfont 'inégalité
(2). Alors peut-on trouver un schéma T sur k intégre et une famille de
courbes algébriques C de P} telle que la fibre générale soit de genre g et
qu’il existe un point fermé o € T tel que > m;C; soit le cycle associé a la
spécialisation C,. Il conviendra de demander que les fibres générales soient
“bonnes” e.g. lisses ou avec des singularités simples.

Dans le cas » = 2, on obtient le meilleur résultat possible si g < 3(d —
1)(d-2)oud= E m;1; et ou d; est le degré de la courbe intégre associée

a C;. On trouve alors une famille dont la fibre générale est une courbe avec
des points doubles ordinaires. La présence de singularités est ici inévitable
parce qu’on ne peut trouver dans PZ une courbe lisse de degré d et de genre
g,saufsi g = 3(d - 1)(d - 2).

Si donc on veut des familles a courbe générale lisse, il faudra supposer
n > 3. Le résultat idéal serait 1’énoncé suivant

ENONCE 1. Soient C; pour1 < i < s des fermés irréductibles de dimension

1 de P} tels que le fermé Cy U --- ... U C; soit connexe et non dégénéré ;

soient g; le genre (géométrique) de la courbe intégre associée a Ci,m; > 0

pour 1 <i < s etg >0 des entiers qui satisfont 'ingégalité (2). Soient d;
S

le degré de la courbe intégre associée a C;,d = Y m;d; ; on suppose qu'’il
=1

existe des courbes lisses de P} de genre g et de degré d. Alors il existe un

schéma intégre T sur k et une famille de courbes algébriques C de P7%. telle

que la fibre générale scit lisse de genre g et il existe un point fermé o € T

S
tel que le cycle associé a la fibre spéciale C, soit Y m;Cj.
i=1

La premiére difficulté est de savoir s’il existe des courbes lisses de degré
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g et de genre g dans P}. Une condition nécessaire est que la classique
“inégalité de Castelnuovo” :

g <7(d,n)=m (M@—_—l—)+€>’

oum = ﬁ et € est le reste de la division de (d — 1) par (n — 1) soit
satisfaite, cette dernic¢re étant satisfaite par toutes les courbes lisses, non
dégénérées, de degré d et de genre g dans P};. Mais il y a des “lacunes”, si
0 < g < ¥(d,n), il peut arriver qu'il n’existe pas de courbe lisse dans P",
de genre g et de degré d (cf. [H1] p. 354). 11 y a des résultats complets
pour n < 5 (mais ils sont compliqués et la théorie rigoureuse est récente,
[GP], [H2], [R], [P],[C]). Pour n > 6, il y a seulement des résultats partiels

([HS)).

Dans cet exposé on veut présenter quelques résultats de base dans cette
direction, on verra que !’énoncé 1 est vrai dans des cas spéciaux. Je ne sais
pas si il est vrai en général.

THEOREME 1. Soient C un fermé irréductible de dimension 1 de P}, non
dégénéré. Notons aussi C la courbe intégre associée a C, soient n: X — ('
sa normalisation, g le genre de X (i.e. le genre géométrique de C'), L =
7"(Oc(1)). On suppose que L est un faisceau trés ample. Alors il existe
un schéma intégre T sur k, une famille de courbes algébriques C de P71 de
fibre générale lisse, de genre g et il existe un point fermé o€ T tel que le
diviseur associé & la fibre spéciale C, soit 1C (autrement dit la courbe C,
a C pour espace topologique associé et O, , est réduit si x est le point
générique de C, ; en revanche C, peut avoir des points immergés).

THEOREME 2. Soient C une courbe réduite de P}, non ddégénérée,
n > 3,C,C,,...,C, les composantes irréductibles de C, g; le genre (géomé-
trique) de la courbe intégre associce a C; (celle-ci est aussi notée C),
ni : X; — C; la normalisation de C;. On suppose que C; N Cip1 # 0
pour 1 < ¢ < r -1 et que Ill(X,-,E,-) = 0 ou £L; = n;(Oc¢, (1)), pour
1 < ¢ £ r. Alors il existe un schéma intéegre T sur k et une famille
de courbes algébriques C de P} dont la fibre générale est lisse de genre
g=g1+92+:--+g, et il existe un point fermé o€ T tel que le cycle associé
a la fibre spéciale C, soit Cy + C2 + --- + C, (i.e. Co est génériquement
réduit et (Coyreq = C).

Remarque. Les hypotheses du théoreme 1 sont toujours valables si
d>2g+1,d=deg C = degL (cf. [H], p. 350). Donc, elles sont toujours
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satisfaites si ¢ = 0, ¢ = 1. En utilisant 1'inégalité de Castelnuovo on
peut trouver beaucoup d’autres situations favorables ; e.g. dans P3, si
Pa(C) = 2 ou 3 (donc d > 5) ou si p,(C) = 4 et §(C) > 2(6(C) =
2 peclong(Ocp/Oc,p) ot Oc,p désigne la cloture intégrale de Oc p, les
hypothéses du théoréme 1 sont satisfaites.

A propos du théoréme 2 nous avons les résultats suivants :

ProrosiTiON 1. On utilise les notations du théoréme 1. Si
HY(C,0¢c(1)) =0, alors H(X, L) = 0.

DEMONSTRATION: On a la suite exacte 0 —» O — O¢ — F — 0 o le
support de F est le lieu singulier de C. En tensorisant par O¢(1) et en
considérant la Jongue suite exacte de cohomologie on obtient la suite exacte
HY(C,0c(1)) — HYX,L) — HYC,F), aprées lidentification
HY(C,0¢c ®o, Oc(1)) = H(X,L) ([, p. 124, ct le fait que 7 st fini).
La conclusion est claire.

ProPoOSITION 2. On utilise les notations du théoréme 2. Si
HY(C,0¢c(1)) = 0, alors H*(C:,O¢,(1)) = 0, pour tout i (et donc,
HY(X;,L;) = 0. d’aprés la Prop. 1.)

DEMONSTRATION: Si J; est le faisceau d’idéaux définissant C; C C, alors
on a une suite exacte 0 — J; — O¢c — O¢; — 0. En tensorisant avec
Oc(1) et en prenant la suite exacte de cohomologie on a une suite exacte

HY(C,0¢(1)) = HYC;,0¢,(1)) = H*(C, T;(1)).

Comme C est une courbe, I*(C, J;(1)) = 0, ce qui implique la proposi-
tion.

Pour finir cette partie, on remarquera qu’il y a une version plus faible du
probléme de “réaliser gcométriquement” I'inégalité (2), ou ni les courbes C',
ni “n” dans P™ sont spéficifiés au préalable. Alors, nous avons le résultat
suivant :

ProrosiTiON 3. Soient g1,9>,..,9-,9 des entiers positifs. Alors il existe
une courbe lisse T et une famille de courbes algébriques C de P} (n assez
grand) de fibre générale lisse de genre g et il existe un point fermé o€ T
dont la fibre spéciale C, a pour cycle associé Cy + C2 + ... + Cr ou C; est
une courbe intégre de genre (géométrique) g;.

DEMONSTRATION: D’aprés [N2] (ou [N1]) il existe une courbe lisse T sur k
et une famille de courbes (planes) D de P% et il existe un point fermé o€ T



36 A. NOBILE

dont la fibre spéciale D, a pour cycle associé 3(D,) = D1+ D2 + ..+ D, ;
de plus la fibre générale D et les courbes Dy,.., D, sont nodales de genres
respectifs g,91,..,9-- On prend la normalisation 5 : C — D. D’apres [N2],
p- 742, 5 induit un morphisme birationnel des fibres spéciales C, — D,
(i.e., il induit un isomorphisme d’ouverts denses). Il est clair que la famille
pon:C — T ales propriétés voulues (ot p : D — T est le morphisme
canonique).

II - Quelques rappels et commentaires

Les problémes considérés au §I sont reliés au probléme de la “lissifica-
tion” des courbes. On dit qu’une courbe C' C P™ est “lissifiable” (“smooth-
able”, en anglais), s’il existe une famille C C P} (o T est intégre) telle
que la fibre générale C; soit lisse et une fibre spéciale C, est C' (aprés
Iidentification P} x {0} = P}). Bien sir, d’aprés la théorie des familles
plates, pa(Ct) = pa(Co) (pq est le genre arithmétique). Donc si C, est aussi
intégre et si C, est singuliére, on aura g(C:) > g(C,) (inégalité stricte). Si
dans ce cas (C, est intégre) on veut I’égalité dans la formule (2) du §I, la
fibre C, sera nécessairement non réduite ; elle aura des “points immergés”.
Autrement dit le théoréme 1 dit que si 'on “modifie” de maniére conven-
able la structure de C' en changeant le faisceau structural de telle fagon
qu’il y ait quelques points immergés, alors cette nouvelle courbe C' peut
étre lissifiée. On peut de méme donner une interprétation semblable au
théoréme 2.

Rappelons que, pour 'instant, presque tous les résultats sur la lissifica-
tion des courbes s’appliquent seulement au cas de courbes avec des points
doubles ordinaires.

Par exemple, on a le théoréme suivant :

‘THEOREME 3 ([HH], Section 1). Si C est une courbe dans P}, connexe
et nodale (c’est-a-dire, toutes les singularités sont des points doubles ordi-
naires), qui satisfait H'(C,O¢(1)) = 0, alors C est lissifiable. D’ailleurs le
point dans le schéma de Hilbert H, 4 , correspondant a C est lisse.

Il y a des généralisations de ce résultat ([HH], [CR],[S]) assez techniques
et compliquées, mais qui ne réussissent pas & éliminer I’hypothése “C est
nodale”.

On rappelle que le schéma de Hilbert H, 4, paramétrise les courbes de
P% de degré d et de genre arithmétique g, en ce sens que si D C P} est une
famille de courbes de genre g et de degré d, il existe un morphisme (unique)
¢:T— Hy g4, avec ¢(t) = Dy.

Une autre méthode, plus classique, pour étudier les courbes dans P™ est
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celle de la variété de Chow : elle paramétrise les cycles de degré d (et
dimension 1) dans P", i.e. les combinaisons linéaires formelles )  m;Cj,
avec C; courbe intégre de degré d; dans P", m; > 0 des entiers nuls sauf
pour un nombre fini d’indices et )  m;d; = d. Avec cette terminologie, les
théorémes 1 et 2 donnent des conditions pour qu’un cycle soit spécialisation
d’un cycle premier 1C, avec C lisse.

III - Les démonstrations
On esquissera la démonstration du théoréme 1.

D’abord, on peut décrire explicitement le morphisme de normalisation 7 :
X — C de la facon suivante. I y a une injection canonique
v : H°(P™, Op=(1)) - H°(X,L) (on utilise le fait que C' n’est pas con-
tenue dans un hyperplan et la “formule de projection”, [H] p. 124) ;
l'image Vo de v définit un “g2” i.e., un systéme linéaire de degré d et
de dimension n. D’ailleurs, “les coordonnées” z, ..., z, définissent des sec-
tion 0(® = (0((,0),--- ,aﬁ?’) de V C H°(X,L) ; le couple ag = (Vp,0(?)
détermine un morphisme X — P* (cf. [H], IL7), ce qui induit 5. Pour
achever la démonstration on fait varier le morphisme. Plus précisément on
considére 1’espace Z dont les points sont des systémes & = (V, a9, ,07,)
ot V € G, la grassmanienne des (n+ 1)-plans dans H°(X, L), et g9, , 0y
est une base de V. A chaque point de Z correspond une application ra-
tionnelle f, : X — P™. Soit Z 'ouvert des « tels que f4 soit une immer-
sion fermée. On voit immédiatement que Z est irréductible, de plus Z est
non vide, donc dense {:n fait, en utilisant ’hypothése “L trés ample”, on
construit aisément un élément de Z). Maintenant, on prend une courbe
irréductible T' dans Z, contenant g et telle que I'g :=T'\ {ap} C Z. Les
courbes Dy = fo(X),a € Ty, définissent une famille paramétrée par I'o.
En changeant la base par la normalisation de I si besoin est, on peut sup-
poser que la courbe I' des parametres est lisse. On prolonge a T' (cf [H],
9.8.1), il est clair que la fibre en ap, réduite, est précisément C, c’est donc
la famille cherchée.

Maintenant on considére la démonstration du théoréme 2. D’abord on
regarde le cas » = 1. La démonstration est dans ce cas semblable &
celle du théoréme 1. D’abord, par la remarque du §I, on peut supposer
que ¢ > 2. On commence comme au théoréme 1, on trouve le systéme
(Vo,a(o)),Vo C H°(X,L). Le faisceau £ n’est pas nécessairement trés am-
ple mais, selon un théoréme classique de Halphen ([H], p. 349), le faisceau
inversible général de degré d est non spécial et tres ample. Donc, dans
ce cas il convient d’utiliser 1’espace dont les points correspondent a des
systeémes 8 = (&,V,(d0,-+- ,04)) ot £ est un faisceaun inversible de degré
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d non spécial, V C H°(X,€) et 0g,- -+ ,0, est unc base de V (ol (£,V,0)
s’identifie & (£',V’,0") s’il y a un isomorphisme £=&' envoyant V dans V'
et o dans 0'). On voit que c’est un fibré sur la variété irréductible Picy(X),
donc irréductible ; le point (£, Vo,a(o)) (correspondant an: X — C C P")
appartient 3. L’ensemble i = {(£,V,0) € U|E est trés ample} est ouvert
non vide (donc dense) : c’est le théoréme de Ilalphen.

Maintenant on peut copier le reste de la démonstration du théoréme 1.

Considérons le cas r > 1. En utilisant le cas 7 = 1, on peut trouver des
courbeslisses D;, de degré d; et de genre g;, “trés proche” de Cj,2 = 1,--- ;7
ou C; est une courbe généralement réduite, telle que (Ci)rea = Ci. On vérifie

T

que l’on peut choisir les D; de telle fagon que D = |J D; soit nodale, avec

i=1
r — 1 points doubles ordinaires (tel que D; U D41 # @, pour tout #) : c’est
une conséquence de la théorie de Kleiman sur “les translations générales de
sous-variétés” (cf. [II], p. 273, ou [K]). On voit aussi que cette courbe D
se spécialise en une courbe C telle que 3(C') = Cy1 + -+ C,. La courbe D
est nodale, de genre arithmétique g = g; + -+ + g, (c’est un calcul facile).
Mais on peut montrer que I’hypotheése implique I1*(D,Op(1)) = {0}.
+ Donc, selon le théoréme 3, D est spécialisation d’une courbe lisse A, de
genre g1+ - -+gr. Douc, finalement “par transitivité” C sera spécialisation
d’une courbe du type cherché.

Remarque. On voit que les nombres g;,---,g, qui apparaissent au
théoréeme 2 doivent satisfaire :

g1+ +9- <(d,n)

(le nombre de Castelnuovo), une inégalité numérique qui ne semble pas
évidente.
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