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Séminaire de Théorie des Nombres,
Bordeaux 2 (1990), 13-30

Quelques exemples de suites unimodales
en théorie des nombres.

par MiCHEL BALAZARD

1 - Suites unimodales

Soit I un intervalle de Z. Nous dirons qu’une suite de nombres réels
positifs ou nuls (ux)ker est unimodale s’il existe kg € Z U {—00,+00} tel
que ux < U4 Si kK < kg et ug > ugq1 si k > ko. Le nombre kg est appelé
mode de la suite uy ; il peut ne pas é&tre unique.

En ce qui concerne le sens de variation, I'unimodalité est donc la propriété
la plus simple aprés la monotonie, qui en est d’ailleurs un cas particulier.
L’attention particuliére portée aux suites unimodales vient de la théorie des
probabilités et de la statistique : si u; est la probabilité qu’une certaine
variable aléatoire X prenne la valeur k, ko est la valeur la plus probable
de X et la probabilité que X = k est d’autant plus faible que |k — ko| est
grand (cf. 'ouvrage récent [7}).

Des suites unimodales apparaissent dans de nombreux domaines des
mathématiques et les démonstrations d’unimodalité, souvent délicates, sont
d’une surprenante variété. Ainsi 'unimodalité de la suite des coefficients du

n
polynéme [] (1 + z*) fut démontrée par Hughes en 1977 gréce & la théorie

k=1
des algebres de Lie, et redémontrée par Odlyzko et Richmond en 1982 par
la méthode de Laplace d’évaluation des intégrales. Nous reviendrons sur
cet exemple au paragraphe 3.

Notre objectif est ici d’illustrer cette diversité de méthodes par des
exemples issus de la théorie des nombres. Au paragraphe 2, nous rap-
pelons les relations existant entre unimodalité, concavité logarithmique, et
convolution. Au paragraphe 3, nous donnons quelques exemples de suites
unimodales tirés de la théorie des partitions. Enfin, le paragraphe 4 est
dévolu a la solution récente d’une conjecture d’Erdos, objet de ’exposé
oral tenu a ce séminaire. Signalons que notre article compléte dans une
certaine mesure le récent tour d’horizon de Stanley (cf. [22]), avec lequel il
a cependant une intersection non vide (essentiellement, notre paragraphe
3).

Manuscrit regu le 21 novembre 1989.
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2 - Unimodalité, concavité logarithmique et convolution

La suite de nombres réels positifs ou nuls (ux)xer est dite logarithmique-
ment concave (en abrégé, log-concave) si u > u4q1.up—1 pour tout k € I
tel que k£ 1 € I, et si le support de u (I’ensemble des k pour lesquels
uk # 0) est un intervalle de Z. La log-concavité de u entraine son uni-

u
modalité : :H est décroissante donc il existe ko € ZU {—00,+00} tel que
k

u . ° .
k+121s1k<koet-ﬁ—1_<_1sxk2ko.
Uk Uk

Le produit de convolution de deux suites de réels positifs ou nuls (ux)rer
et (vx)kes est la suite (wg)rer+s définie par

W = E uivy,

i+i=k
iel,jed

si la série du second membre converge pour tout k¥ € I + J. On note
w=ux*0.

Nous énoncons maintenant une suite de propositions concernant les re-
lations entre unimodalité, log-concavité et produit de convolution.

1) Le produit de convolution de deux suites log-concaves est log-concave.
2) Le produit de convolution de deux suites unimodales n’est pas néces-

sairement unimodal (prendre u = v avec ug = 3 U = U = 5 et
up=0si k#0,1,2).

3) Une loi de probabilité (p,)necz est log-concave si et seulement si
P * g est unimodale pour toute loi de probabilité (g, )rez unimodale
(Keilson et Gerber 1971, cf. [10]).

4) Si (pn)nez est une loi de probabilité telle que p, = 0 pour n < 0 et
n>d, po >0, pp >0, pa-1 > 0, pg > 0, alors il existe un entier
mo tel que pour m > my la puissance m-éme de convolution (p,)*™
soit log-concave (Odlyzko et Richmond 1985, cf. [17]).

5) Le produit de convolution de deux suites unimodales symétriques
(par rapport a leurs modes respectifs), s’il est défini, est unimodal
et symétrique.

Si ai,...,a, sont n nombres réels positifs, la suite des fonctions symétri-
ques élémentaires :

oo=1l,01=a1+:-+ay; o9 = § ;@5 ...y Op = G1...0y
1<i<j<n

est unimodale. Elle est en effet log-concave, étant le produit de convolution

ul -+ u™, ou u{i:l, u] = aj et ui::Osi k #0,1. Si tout les a; valent



Quelques exemples de suites unimodales en théorie des nombres. 15

1, on retrouve I'unimodalité bien connue des coefficients du binéme. Si
a; = i — 1, on obtient I’'unimodalité de k — |s(n, k)|, ol les s(n,k) sont les
nombres de Stirling de premiére espece (cf. [6], chapitre 7).

Ce résultat a aussi une intéressante conséquence arithmétique. Soit Ax(p)
la densité asymptotique de la suite des entiers dont le k-éme diviseur pre-
mier (par ordre croissant) est égal & p. Le crible d’Eratosthene-Legendre

1 1
permet de montrer que Ag(p) existe et vaut p~! J[[(1 - =) —, ot le
q<p 9 mm
produit porte sur les nombres premiers ¢ < p et la somme sur les entiers

m > 1, ayant exactement k —1 diviseurs premiers, tous inférieurs a p. Cette
somme est évidemment la (k — 1)-éme fonction symétrique élementaire des

nombres ¢ < p, q premier et on obtient donc I’'unimodalité de la

-1’
suite k r—>q/\k(p). Erdés et Tenenbaum ont étudié en détail le comportement
asymptotique de Ax(p) et ont en particulier montré que pour chaque p, le
mode ko de la suite A\x(p) vérifie kg = loglogp + O(1) (cf.[9]). On peut
d’ailleurs généraliser ce résultat de maniére élémentaire. Si Sj désigne la

n
somme de Newton Y af, il est clair que
=1

S10% — S204-1 < (k+1)ok41 < S10%,
donc le mode kg de la suite (o) vérifie :

[S1 — S2) < ko < [S1)

3 - Partitions

A la frontiére entre la théorie des nombres et I’analyse combinatoire, la
théorie des partitions est riche en exemples de suites unimodales. Rappelons
qu’une partition de 1’entier positif n est une suite d’entiers 1 < A < -+ <
A, telle que Ay +---+ A, = n ;les ); sont les parts de la partition.

Nous commencons par une liste de résultats, puis nous donnerons, a
titre d’illustration, quelques détails sur le théoréme de Hughes déja cité au
paragraphe 1.

1) Soit p(n,k) (resp.q(n,k)) le nombre de partitions de n en k parts
(resp. k parts distinctes). Pour n assez grand, les suites k — p(n,k)
et k — g(n,k) sont unimodales (Szekeres 1953, cf. [23]).

2) Une composition de n est une suite quelconque d’entiers positifs
A1,... Ay telle que Ay + -+ + A = n ; les A; sont les parts de la
composition. Soit a(n,m) le nombre de compositions de n dont la
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plus grande part est égale & m. Pour n > 1, la suite m — a(n,m)
est unimodale (Odlyzko et Richmond 1979, cf. [15]).

Soit p(N,M,n) le nombre de partitions de n en exactement M
parts, toutes < N. Pour N, M > 1, la suite n — p(N,M,n) est
unimodale (Andrews 1975, cf. [2], theorem 3.10).

Soit ¢(N,M,n) le nombre de compositions de n en exactement M
parts, toutes < N. Pour N,M > 1, la suite n — ¢(N,M,n) est
unimodale (Star 1976, cf. [2], theorem 4.2). quad Intéressons-nous
maintenant au nombre j(n,k) de partitions de k en parts distinctes,
toutes < n. Ainsi

+ 00 n
3 i(n,k)ek = TJ(1+2.
k=0 =1

Nous dirons qu’un polynéme est unimodal si la suite de ses coeffi-
cients l’est.

THEOREME A (Hughes 1977, cf.[13]). Pour tout n, le polynéme
n

[1(1 + z') est unimodal.

=1

Ce théoréme peut étre vu comme corollaire de I’un ou ’autre des deux
suivants :

THEOREME B (Stanley 1980, cf. [21]). Soit R un systéme de racines
de rang n, (o1,...,0) une base de R, Ry l’ensemble des racines posi-
tives de R relativement a cette base. Soient z,,...,T, n indéterminées

n
indépendantes. Pour tout § = ) a;a; € Ry, ot les a; sont des entiers

=1

naturels, on pose zP = z{'...z2*. On définit enfin

P(Biz1,...,22) = [] (1-2°)
BER,

Alors, si my,...,m, sont des entiers positifs, le polynéme en t

P(R;t™ ..., t™)
P(R;t,...,t)

est unimodal et symétrique.

TuEorEME C (Odlyzko et Richmond 1982, cf. [16]). Soit (a;)i>1 une
suite non-décroissante d’entiers positifs vérifiant les hypothéses :

0

loga
im g kg existe ,s > 0
k—+oo logk
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I - LN
(ID) 1/2a,,<a<1/2(10gk) Z“aa'” e TS0

oit || || désigne la distance a I’entier le plus proche.

Alors il existe une constante A (dépendant de la suite (a;), mais pas de

N

n) telle que si Y brzy = H(l + z%), N = Z a;, on ait br_y < by
k=0

pour ALk < NJ2 (doncb,c > bx—1 pour N/2 < k < N A).

Notre seul commentaire concernant le théoréme B sera de le rendre in-
telligible au lecteur ignorant la théorie des algébres de Lie. Un systéme de
racines de rang n est un sous-ensemble fini R de I’espace euclidien R™ tel
que :

1) R engendre R™ et ne contient pas 0 ;

2) si @ € R, Aa € R équivaut a A = £1;

3) si @ € R, R est invariant par la symétrie orthogonale par rapport &
I’hyperplan orthogonal a o ;

4) si a,B € R, alors 2(a, 8)/(a, a) est entier, ol ( , ) désigne le produit
scalaire.

Une base (a1,...,a5) de R est une famille d’éléments de R qui est une

n
base de R™ telle que tout 8 € R puisse s’écrire B = Y kia;, ol les k;
i=1

sont des entiers tous > 0 ou tous < 0. On peut montrer que tout systeme

de racines admet une base. L’ensemble R, des racines positives de R

relativement 3 la base (a,...,ay) est alors I’ensemble des 3 € R tels que
n

les k; soient positifs ou nuls dans I'égalité 8 = > kia;.

=1

Pour retrouver le résultat de Hughes, on prend
R=Cp={teit¢; #0;1<i <5< n},

ou {€1,...,€,} est la base canonique de R*. On vérifie que C, est un
systéme de racines dont une base est € — €3,€3 — €3,...,€p-1 — €5, 2€,, €t
que les racines positives de C,, ont pour coordonnées dans cette base :
e soit (0,...,0,1,...,1,0,...,0) a zéros, suivis de b “1” et de c zéros
(aveca >0,b>1etc>1)
e soit (0,...,0,1,...,1,2,...,2,1) a zéros, suivis de b “1”, de ¢ ""2" et
d’un “1” (avec a,b,c > 0)
P(R;t,...,t,1%)
P(R;t,...,t)

n’interviennent que les racines positives du second type et ce polynéme

On choisit m;y =my = -~ =my_; =1 et my, =2 ; dans
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vaut [] (1—t*¥2e+2) /(1 —gb+2e+1) = (141)(1+¢%)...(1+1™), comme
b+c<n-1 -
on le voit facilement par récurrence sur n.

Quant au théoréme C, observons d’abord que les conditions (I) et (II)
sont celles introduites par Roth et Szekeres dans leur important article [19] ;
elles sont vérifiées entre autres par les suites a; = f(i) ou a; = f(pi), pi
désignant le i-eme nombre premier et f(z) un polynome ne prenant que
des valeurs entiéres pour z entier et tel que pour tout nombre premier p il
existe un entier = tel que p ne divise pas f(z).

La méthode de démonstration du théoréme C peut étre adaptée dans le
cas particulier du théoréme d’Hughes pour supprimer la restriction A < k.
Nous donnons maintenant une esquisse de la démonstration d’Odlyzko et
Richmond du théoréme d’Hughes.

Nous allons procéder par récurrence en posant

n(n+1)/2 n(n—-1)/2

H(1+z")— E bnk:c =(142") E bnlka:

d’ott by = bp—1,k + bn1 k—n-

Supposons que b,_1 j croisse avec k pour k£ < n(n—1)/4 puis décroisse.
1 en résulte que b, x croit pour k < n(n — 1)/4 et décroit pour
k> n(n-1)/4 + n. Il nous suffit donc de considérer l'intervalle

nntl) .

k- 2 <

n
2°
Nous partons de la formule intégrale :

bpx = / H(l + exp(2i758))e 2" 0 dg

’.7 7=1

l n
=9 / exp(tiN8 — 2mik) [ cos(nj6)ds
-}

i=1

n(n+1)

W N =
ou 2

. Ainsi, nous obtenons

1

3 n
b(m) := by, Nj24m = 2" / cos(2rmb) H cos(m;6)do
0 .
]=1
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Pour montrer que b(m) décroit quand 0 < m < -é-, il suffit de montrer
que la dérivée b'(m) est négative, m étant maintenant considéré comme une
variable continue. Or

% n
b'(m) = —-2"+21r/ fsin(2wmb) H cos(mj6)do

=-2"2r

et l'intégrale I peut s’évaluer par la méthode de Laplace.

Au voisinage de 0, on a :

n 2
6 sin(2rm8) H cos(7j8) ~ 2rmb? exp (—%Hzn(n +1)(2n + 1))

j=1

et cette fonction “décroit suffisamment” quand 6 s’éloigne de 0, d’ou
+o0 w2
I~ 21rm/ 6? exp (—1—202n(n + 1)(2n + 1)) df ~ Cmn=9/?
0

quand 7 tend vers l'infini et 0 < m < -g—, ot C = 21/231/27=3/2,

En utilisant des versions numériques explicites des approximations que
nous venons d’indiquer, Odlyzko et Richmond prouvent que, pour n >
60et 0 <m < n, I > 0,368mn=%2, donc b'(m) < 0. Is terminent
la démonstration par une vérification sur ordinateur de 1’'unimodalité de

n
IT (1 + z*) pour n < 59.
k=1

Terminons ce paragraphe par une conjecture diie & Almkvist (cf. [1], ou
la conjecture est vérifiéz pour 3 < n < 20et n=100,101).

nv

T
CONJECTURE. Le polynéme []

est unimodal si
v=1 1- .

a) nest pairetr > 1;
b) n est impair et r > 11.

Pour n = 2 on retrouve le theoreme de Hughes. Notons que le coeffi-

cient de t/ dans le polynéme H
v=1
en parts < r, chacune répétée moins de n fois.

— est le nombre de partitions de j
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4 - Solution d’une conjecture d’Erdos

Il y a deux fagons naturelles de compter le nombre de facteurs premiers
de D’entier positif n : avec ou sans multiplicités. On définit ainsi deux
fonctions arithmétiques additives :

Q(n) = Z v; w(n)= Z 1.
p¥lin pn

Pour étudier le comportement statistique de ces fonctions quand n décrit
la suite des entiers ou la suite des entiers sans facteur carré, on introduit
les lois locales :

n(z,k) := Z 1; p(z,k) := Z u(n)?; o(z,k) = Z 1

n<z n<z n<z
w(n)=k w(n)=k Q(n)=k
, ) logz )
et I’on observe que o(z,k) =0si k > Tog? et que 7(z,k) = p(z,k) = 0 si
o

k> K(z),ou K = K(z) est défini par p;...px <= < p1...PKPK+1, Pj
désignant le j-éme nombre premier. On a K(z) ~ logz/loglogz quand
z — +00, d’apres le thioréme des nombres premiers.

L’étude locale des fonctions “nombre de facteurs premiers” a progressé

au cours du vingtieme siécle, et n’est d’ailleurs pas terminée. Ainsi Landau
démontrait en 1900, comme corollaire du théoréme des nombres premiers :

z (loglogz)*-!

logz (k-1)! °

7(z,k) ~ p(z,k) ~ o(z,k) ~

pour k fixé et z tendant vers I’infini, mettant ainsi en évidence une loi de
Poisson de parameétre loglogz. En 1917, Hardy et Ramanujan s’interes-
saient aux valeurs normales de w(n) et 2(n) et prouvaient :

2
Zw(m,k.) ~ 5 Zp(w,k) ~ Za(w,k) ~ T,

z tendant vers linfini, ou les trois sommes portent sur les entiers k tels
que |k — loglog z| < ¢(z)/loglogz, ¥(z) tendant vers I'infini avec z, ar-
bitrairement lentement. En 1939, Erdds et Kac prouvaient le théoréme
central limite correspor.dant & cette loi des grands nombres :

2 t
Sortek)~ 5 Ype k)~ o)~ 2= [ e Fa,
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z tendant vers l'infini, ou les trois sommes portent sur les entiers
k < loglogz + t\/loglog =, t étant un nombre réel arbitraire fixé. En 1948,
Erdos démontrait la version locale de ce théoréme central limite :

z (loglogz)*-1
logz (k-1)!

2
m(z, k) ~ -g-p(a:,k) ~o(z,k)~

~ \/;_W exp (—--;-((k —loglog z)/+/loglog 1‘)2) )

z tendant vers linfini, uniformément pour |k — loglogz| < By/loglogz,
B désignant une constante positive arbitraire. Dans le méme article, il
démontrait le

THEOREME D (Erdds 1948, cf. [8]). Pour z assez grand, les trois suites

sont unimodales en k.

Enfin, il conjecturait 1’unimodalité pour z assez grand des trois lois lo-
cales 7(z,k), p(z,k) et o(z,k).

En 1953, Sathe donnait des formules asymptotiques pour ces lois locales,
uniformes pour k = O(loglog z). La longueur et la complication de I’article
de Sathe motivaient alors Selberg en 1954 & redémontrer ces formules plus
simplement, en introduisant une méthode d’une grande fécondité (cf.[20]).
L’idée est d’écrire, par exemple :

0) 7z, k) = — 3240 | 27kl >0,
27 |z|=r n<z

le cercle |z| = r étant parcouru une fois dans le sens positif. Selberg re-

marque alors que le polynome générateur Y, 2¢(") est la fonction somma-
n<z

toire de n — 2“(™), fonction multiplicative de n dont la série de Dirichlet
est “proche” de ((s)?. La méthode classique d’intégration dans le plan
complexe, utilisant la formule de Perron et les propriétés connues de {(s),

permet d’obtenir une bonne approximation de 3 2¢(™ puis, par un choix
- n<lz
convenable de r, d’estimer précisément 7(z, k).
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On obtient ainsi :

(1) Z 2w(n) =

n<lz

(=F(2)(l0g z)* + Op((log z)™**™"))

(2) Z I‘('n)2zW(n) = IO—Z—:Z; (2G(2)(log z)* + 03((logz)R"—l))

n<z

3) Z 2Un) — lo::c (zH(z)aoga:)z + OB((logz)Rez"l))

n<lz

uniformément pour z > 2 et |2| < B, puis

@) wek)= g F (10;;1_0;) aoiofgf_l (”OB (logllogw))
© 0= 26 (egs) 2 (1 +0 (s

(6) of=,k)= long (loI;l:)gl:c) (lo?:)—g 3:—1 (1 +0s (logIIOgm))

uniformément pour z > 3 et 1 < k < B loglogz, ou B est une constante
positive arbitraire, soumise & la condition supplémentaire B < 2 dans le

!
oo esl(-2) (+3)
e (-3 ()

les produits portant sur I’ensemble des nombres premiers.
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En 1984, Nicolas achevait pratiquement 1’étude locale de £(n) en démon-
trant la formule (cf.[14]) :

=CcEZlog Z 2 1ogh© (32
(7) oz, k) = Cplog o + 0 (55108 (37))
uniformément pour (2 + €)loglogz < k < t)é; , Oll
1 1
el (14 y).
11l ( p(p—2)

p23

€ étant un nombre positif fixé mais quelconque et 0 < b(¢) < 1.

Il faut remarquer ici 1a différence entre la formule (6), montrant un com-
portement statistique proche d’une loi de Poisson, et la formule (7), essen-

. L g . 1 .
tiellement géométrique de raison =. En 1988, ’auteur, Delange et Nicolas

montraient que (6) et (7) étaient en fait deux aspects d’une formule unique
dont le terme principal est, de fagon approchée, le produit de convolution
d’une loi géométrique et d’une loi de Poisson. En particulier, leur résultat
entraine que :

o(z,k+1) 1
®) S ~ max (3, (oglogy) k)
uniformément quand y = 227% — 00 (cf.[3]).

Dans [4], nous donnons la démonstration compléte de 1’'unimodalité de
k — o(z,k) pour = assez grand, en nous appuyant sur (8), sur un raffine-

ment de la formule (6) de Sathe-Selberg (on explicite le terme Op ( 1 )

loglog z
nous revenons plus bas sur ce point, a propos de 7(z, k)), enfin sur ’argument
. . loga . . .
suivant : si k£ > %, tout entier n compté dans o(z, k) est pair et la cor-
o

respondance n — g- prouve que o(z,k) < o(z,k —1).

Le comportement de w(z,k) et p(z,k) pour les grandes valeurs de k
(loglog z = O(k)) s’est avéré plus difficile & appréhender. Apres les travaux
de Pomerance (1984, cf. [18]) et Hensley (1987, cf. [11]), Hildebrand et
Tenenbaum adoptaient une nouvelle approche de la formule (0), fondée
sur la méthode du col en deux variables complexes, et démontraient une
formule asymptotique pour 7(z, k) dont un corollaire est (cf.[12]) :

o Lo (3)
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1
uniformément pour 1 < k < Blogz (loglogz)~?, L =log (“‘k Toglh 1 1))‘

En combinant cette formule et le résultat (4) de Sathe-Selberg, on voit
qu’il existe zo(B) et une constante absolue C' > 0 tels que, si z > zo(B),
on ait n(z,k + 1) > n(z,k) pour k <loglogz — C et w(z,k + 1) < 7(z, k)
_pour loglogz + C < k < B logz.(loglogz)~2.

Nous avons récemment pu lever les incertitudes sur le sens de variation
de 7(z,k) et démontrer ainsi la conjecture d’Erd6s.

THEOREME E(1989, cf[5]). Si = est assez grand, les trois suites
n(z,k),p(z,k) et o(z,k) sont unimodales en k.

Indications sur la démonstration : L’idée essentielle est de considérer
7(z,k) comme cas particulier de la quantité n(z,t,k), nombre des entiers
< z ayant k diviseurs premiers, tous > ¢ ; on a w(z,k) = m(z,2 — ¢, k) pour
tout € > 0. On définit de méme p(z,t,k). Ces généralisations de m(z,k) et
p(z,k) ont 'intérét de vérifier des équations fonctionnelles :

: z
m(z,t,k+1)= 1r(—, ,k)
( )= > P

p>ta>l

p(z,t,k+1)=3 p (%,p,k)

p>t

qui se prétent a un raisonnement par récurrence. Dans le cas de 7(z,t,k),
ce raisonnement est compliqué par la présence des exposants a > 2 (cf.[5]),
c’est pourquoi nous le présentons ici pour p(z,t,k).

Pour montrer que p(z,k + 1) < p(z,k) si k > 2loglogz + 2 (par exem-
ple) et z assez grand, il nous suffit de montrer I’existence d’une constante
absolue positive zq telle que :

(10) p(z,t,k+ 1) < p(z,t,k) siz >zt t> exp(exp(-1))
et k> 2logu,

ouu= loga:.
logt

Cette derniére assertion est elle-méme une conséquence de

(11)  p(z,t,k+1) < p(z,t,k) siz>z§t!, t > exp(exp (-1))
et 2logu < k < 2logu + 1.
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Supposons en effet (11) vérifiée et démontrons (10) par récurrence sur k.
Pour k£ = 0, c’est une évidence ; si maintenant c’est vrai pour un entier
k > 0, supposons z > zf+? ¢ > exp(exp(—1)) et k+1 > 2logu. Observons

que tout terme non nul p(;, P,k + 1) de la somme

X
p(z,t,k+2) = p(=,p,k+1)
p>t p

. 4 z z k+1 .
doit vérifier p¥*! < =, donc = > z¥¥7 > :c(',"*’l. On peut donc appliquer

1
I’hypothése de récurrence : si k > 2logu > 2log (Blgcf:gv—l/)p)> ,et p>t,on

a p(i—,p,k +1) < p(%,p,k) donc

T T
p(z, b,k +2) = ZP(-,;»P,’H D < pGpk) = pla, bk +1).

p>t p>t

1l reste donc le cas ol 2logu < k + 1 < 2logu + 1, cas auquel I’assertion
(11) s’applique directement.

Pour démontrer (11), on utilise des travaux d’Alladi sur le comportement
asymptotique de p(z,t,k) quand k = O(log u). Par la méthode de Selberg
quand t est “petit” et par la méthode de 1’équation fonctionnelle quand ¢

est “grand”, on obtient :
z (logu)*!

ogz (k-1)!

(12) p(z,t, k) ~ g(r, )7

quand z tend vers l'infini, uniformément pour exp(—1) < logt < (log z)%

. k-1
et k <<logu,our = Togu’

s00= s {or IC=3) T 6-3) (45)

C, étant une constante positive absolue ;

et

z P
(13) p(z,t, k) ~ Eé—;fk(u) quand 2 tend vers l'infini,

1

p logz et k << logu, ot fi(u) est

uniformément pour (logz)®* < logt <
définie par récurrence :
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o fi(u)=1lpouru>1

u— dv
o fir1(u)=f, ! fk(v)T pour u > k + 1.

Une démonstration élémentaire montre que (logu)fi(u) > kfiy1(u) et
on déduit alors de (12) et (13) que

].im Sup p(x’t’k + 1)

1
< -
T ++00 p(z,t,k) -2 ’

uniformément pour exp(exp(—1)) < t < :c'FlFT,2logu <k<2ogu+1,ce
qui prouve (11).

Pour supprimer l’incertitude sur le sens de variation de w(z,k) dans
intervalle |k — loglogz| < C, on procéde comme dans [4]. Le lemme
principal est le suivant :

LEMME. Soit J(2) une fonction holomorphe pour |z| < R. Posons
+oo
J(2)e¥ = Zak(t)zk pour|z| < R.
k=0

Nous avons alors :

ak(t) = t?’: {H(p) B %ﬂ;’(ﬂ +0 (%)}

. ’ A k
uniformément pourt > 0et 0< k < Rt, ol p = 7 et

— m 2 17(4) .
M lr_gllg;g(lsH (8)l)+|r;|12~>§(lsﬂ )

On en déduit, comme dans [4], ’existence d’une constante absolue D
telle que, si

D
- 11y —
A =loglogz + F'(1) Toglogz
D
_ 1}
et B, =loglogz + F'(1) + Togloga’

alors w(z,k + 1) > n(z,k)si k < Az
et 7(z,k + 1) > n(z,k) si k> By, |k —loglogz| < C.
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Si z est assez grand, l'intervalle [A,, B;] contient au plus un entier et
cela suffit a assurer 'unimodalité de 7(z, k).

Remarquons ici que

STl

F’(1)=7—1+Z{log(l—%)+l—1)}=B1—1.

donc

Or on sait que ), E =loglog z+B; +O(—1—), donc il existe une constante
p<z logz
absolue D; telle que

1 Dy
- 1 < Bl Rt S
Z “p loglogx -L Bes ;p + loglogz

1
En particulier, si la distance de ) ; a D’entier le plus proche est supérieure
p<z

D,

a ————, l'intervalle [A;, B;] ne contient aucun entier et 7(z, k) atteint
loglog z
1
son maximum en ky = [A;]+1 = [E —] , résultat que nous pouvons
p<z

énoncer de la maniére suivante :

PROPOSITION. Il existe une constante absolue E telle que, si

Q- )IIZ-II>E

p<z p<z

1
alors la suite k — = (z,k) atteint son maximum en ko = [z ;] :
p<z

Terminons ce paragraphe par une liste de questions.

1. Des expériences sur ordinateur semblent indiquer que 7 (z, k), p(x, k)
et o(z,k) sont unimodales dés que > 1 : est-ce vrai ?

2. Ces trois suites sont-elles log-concaves ?
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3. Notons

I(z,k) = {n;1 <n < zetw(n)=k}
P(z,k) = {n;1 < n < z,n sans facteur carré, et w(n) = k}
L(z,k)={n;1 <n<zetQn) =k}

Pour k assez grand relativement a =z, les inégalités o(z,k) <
o(z,k — 1),m(z,k) < w(z,k - 1), et p(z,k) < p(z,k — 1) ont des in-
terprétations combinatoires : on peut construire une injection iy de Il(z, k)
dans II(z,k — 1) (resp. de P(z,k) dans P(z,k — 1), resp. de X(z,k) dans
Y(z,k — 1)) telle que ix(n) soit toujours un diviseur de =.

Quelle est la valeur K(z) (resp. Ka(z), resp. K3(z)) de plus petit k tel

qu’une injection iy existe 7 On a vu que K3(z) < igi;] + 1 et on peut
, log z 1 -log2+ o(1)

t < .

montrer que Ki(z) et Kj(z) sont < Toglog 2 (1 Toglog (cf

[51)-
4. Peut-on étendre le domaine de validité de la relation (9) de Hildebrand
et Tenenbaum ?

5. Les suites w(z,t,k), p(z,t,k) et o(z,t,k) (définie par o(z,t,k) =
f{n;1 < n <z, Qn)=ket (p|n) = (p > t)}) sont-elles unimodales pour
tout z et tout ¢ ? Dans ce contexte, signalons comme exercice pour le lecteur
que pour tout u > 1, la suite k — fir(u),1 < k < u, est log-concave.

6. Le calcul que nous avons présenté pour |k —loglog z| << 1 prouve que
si = est assez grand m(z,k) atteint son maximum en une ou deux valeurs
de k ; nous dirons qu’il y a un pic ou un plateau. Pour combien d’entiers
y < z, m(y,k) a-t-elle un plateau ? Existe-t-il pour tout entier £ > 0 un
entier z¢ tel que m(z¢ + j,k) ait un plateau pour j = 0,...,£ ? Les mémes
questions peuvent étre posées a propos de p(z,k) et de a(z,k).

7. Comparer la ou les valeurs de k rendant w(z,k) maximum avec la

valeur de £ rendant ) <o % maximum (cf. [8]).
w(n)=¢
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