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Intégralité des coefficients de Taylor de racines

d’applications miroir

par Eric DELAYGUE

RESUME. Nous démontrons l'intégralité des coefficients de Tay-
lor de racines de séries de la forme q(z) := zexp(G(z)/F(z)),
ou F(z) et G(z) + log(z)F(z) sont des solutions particulieres de
certaines équations différentielles hypergéométriques généralisées.
Cela nous permet de démontrer une conjecture de Zhou énon-
cée dans « Integrality properties of variations of Mahler mea-
sures »[arXiv :1006.2428v1 math.AG]. La preuve de ces résultats
est une adaptation des techniques utilisées dans notre article « Cri-
tere pour 'intégralité des coefficients de Taylor des applications
miroir »[J. Reine Angew. Math.].

ABSTRACT. Integrality of the Taylor coefficients of roots of mirror
maps.

We demonstrate the integrality of the Taylor coefficients of roots
of formal power series ¢(z) := zexp(G(z)/F(z)), where F(z) and
G(2) 4 log(z)F(z) are particular solutions of certain hypergeo-
metric differential equations. This allows us to prove a conjecture
stated by Zhou in « Integrality properties of variations of Mahler
measures »[arXiv:1006.2428vl math.AG]. The proof of these
results is an adaptation of the techniques used in our article:
« Critere pour l'intégralité des coefficients de Taylor des appli-
cations miroir »[J. Reine Angew. Math.].

1. Introduction

1.1. Enoncés des résultats principaux. Nous continuons I'étude des
coefficients de Taylor d’applications miroir d’origine hypergéométrique com-
mencée dans [1] ol nous avons établi des criteres d’intégralité pour les co-
efficients de Taylor d’applications miroir et d’applications de type miroir.
Nous allons raffiner notre critére pour les applications de type miroir, ce
qui nous permettra d’obtenir, dans certains cas, 'intégralité des coefficients
de Taylor de racines d’applications miroir et de type miroir. En particulier,
nous démontrons une conjecture énoncée par Zhou dans [12] et nous véri-
fions en partie une observation faite par Krattenthaler et Rivoal dans [5].

Manuscrit regu le 19 septembre 2011.



624 Eric DELAYGUE

Dans un premier temps, nous énoncons les deux résultats principaux de
[1]. Pour cela, nous devons introduire quelques notations.

Dans la suite, si e 1= (e1,...,eq ) et £:= (f1,..., fg) sont deux suites
d’entiers positifs, on note [e| := 377, e;, [f| := 3292, fj, Meg le plus grand
élément des suites e et f, et

(e1n)!--- (eqn)!

(fin)t-- - (foem)!

oun € N. On définit les séries entieres

Qe,f (n) =

= ()l (egn)!
For(z) '_ngo(fln)]...(f(pn)! ’

CETRCANE P SR CLOESHCHDL D SURTR S B
. £(2) = eiHe,n — Hen | 2
e — (fln)' . (quTL)' Pt (2 €ein le J fJTL
et, pour tout L € {1,..., Me¢}, on pose

o~ (e1n)!-- - (eq,n)!

(1.2) GL7 ,f(z) = HL Zn,
© = (A ()t
ot H, := YI"| % est le n-ieme nombre harmonique. La série Feg(z) est

une série hypergéométrique généralisée et est donc solution d’une équation
différentielle linéaire. On obtient, via la méthode de Frobenius (voir [11]),
une base de solutions de cette équation différentielle avec, dans certains cas
(voir [1, Partie 7]), au plus des singularités logarithmiques a 'origine, dont
For(2) et Geg(2) +log(2)Fet(2).

Dans le contexte de la symétrie miroir, cas ou |e| = |f], la fonction

Qo £(2) = zexp(Get(2)/Fet(2))

est une coordonnée canonique et son inverse pour la composition z(q)
est une application miroir(!). Pour tout L € {1,..., Mg}, on définit
qref(2) = exp(Gres(2)/Fer(2)). On dira que g e ¢ est une application
de type miroir. On a alors la relation

. q::,e,f(z)

Qo f(2) =2 _ .
Falt q}cz,e,f(z)

1. Dans cet article, nous énoncerons uniquement des résultats d’intégralité pour les coeffi-
cients de Taylor de racines de coordonnées canoniques. Ils vaudront tout autant pour les racines
d’applications miroir puisque, d’aprés l'introduction de [10], pour tout v € N, v > 1, on a
(g~ 12(q))Y/? € Z[[q]] si, et seulement si (2~ 1¢(2))1/? € Z[[z]].
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Afin d’énoncer les critéres démontrés dans [1], nous devons introduire
Uapplication de Landau Ae ¢ définie comme suit : pour tout z € R, on pose

q1 q2
ANeg(x) :=> lex] — Y | fir],

i=1 i=1
ou || désigne la fonction partie entiére. On note également {-} la fonction
partie fractionnaire. La fonction A ¢ est constante par morceaux. Pour tout
entier positif ¢, on a [cx] = [c{x}] + c[z] et donc Agg(x) = Aes({z}) +
(le|=|f])[x]. Ainsi, on a |e| = |f] si et seulement si Ag ¢ est 1-périodique. Si
Me g = 0, alors Ag ¢ est la fonction nulle. Sinon, la fonction Ag ¢ est nulle
sur [0,1/Me¢[ car 0 < e;/Meg <1 et 0 < f;/Meg < 1.

On rappelle le Critére de Landau (voir [7]) (?) :

Si e et f sont deux suites d’entiers positifs, alors tous les
termes de la suite Q¢ ¢ sont entiers si, et seulement si, pour
tout x € [0,1], on a Aeg(x) > 0.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux résultats principaux de [1].

Critére pour les applications miroir (Théoréme 1 de [1]). Soit e et f
deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que Qe s0it une
suite d termes entiers (ce qui équivaut a Neg > 0 sur [0,1]) et vérifiant
le| = |f]. On a alors la dichotomie suivante.
(1) Si, pour tout x € [1/Me¢,1[, on a Ae¢(x) > 1, alors qe£(2) € 2Z[[2]].
(17) S’il existe x € [1/Meg,1[ tel que Ae¢(x) =0, alors il n’existe qu’un
nombre fini de nombres premiers p tels que qe£(2) € 2Zy[[2]].

Les applications de type miroir ont initialement été introduites par Krat-
tenthaler et Rivoal dans [5] pour simplifier la preuve de l'intégralité des
coefficients de Taylor des applications miroir lorsque A ¢ est croissante sur
[0,1] et 1-périodique. On dispose aussi d’'un critére d’intégralité pour leurs
coefficients de Taylor.

Critére pour les applications de type miroir (Théoreme 2 de [1]).
Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que
Qe ¢ soit une suite & termes entiers (ce qui équivaut @ Aeg > 0 sur [0,1])
et vérifiant |e| = |f]. On a alors la dichotomie suivante.
(1) Si, pour tout x € [1/Meg¢,1[, on a Ae¢(x) > 1, alors, pour tout
Le {1? ce 7Me,f}; on a QL,e,f(Z) € ZHZH
(17) S’il existe x € [1/Meg, 1] tel que Agg(x) = 0, alors, pour tout L €
{1,..., Me ¢}, il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers p tels
1€ 01,04(2) € Z[[2]).

Pour espérer qu’une racine de zflqe’f(z) ou qu'une racine d’une des
qr.e.f(2) ait tous ses coefficients de Taylor entiers, ces deux critéres montrent

2. L’énoncé présenté dans cet article est le critére de Landau de [7] appliqué en une dimension.
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qu'il faut que, pour tout « € [1/Meg¢, 1], on ait A¢ ¢() > 1. Avant d’énoncer
nos résultats sur I'intégralité des coeflicients de Taylor de racines d’applica-
tions miroir ou de type miroir, nous donnons une précision sur les éventuels
v €N, v > 1, vérifiant (27 ger(2))/? € Z[[2] ou q1e¢(2)"/V € Z][[2]]. Soit
q(z) € Z[[2]] et V le plus grand entier naturel tel que ¢(2)"/V € Z[[z]]. Le
lemme 5 de [3] donne que les entiers naturels U tels que ¢(2)"/Y € Z[[2]]
sont exactement les diviseurs positifs de V.

Dans la suite de l'article, si e et f sont deux suites d’entiers positifs,
alors, pour tout élément L de e et f, on note Dy ¢ ¢ le plus petit commun
multiple des entiers allant de 1 & | Me¢/L]. Le théoréme suivant raffine le
point (i) du critére pour les applications de type miroir.

Théoréme 1.1. Soit e et £ deux suites d’entiers strictement positifs dis-
jointes vérifiant |e| = |f| et telles que, pour tout x € [1/Meg,1[, on a
Aeg(x) > 1. Alors, pour tout L € {1,..., Mc¢}, on a

qre£(2)/Pref € Z[[2]].

Remarque. Le théoreme 1.1 est principalement dii & une généralisation
du lemme 9 de [1] qui est ici le lemme 3.3 de la partie 3.1.2.

Le théoreme 1.1 permet, dans certains cas, d’obtenir 'intégralité des
coefficients de Taylor de racines d’applications miroir. Dans la suite, pour
tous a et b entiers, on note pged(a,b) le plus grand commun diviseur de a
et b.

Théoréme 1.2. Soit e et f deuzr suites d’entiers strictement positifs dis-
jointes vérifiant |e| = |f| et telles que, pour tout x € [1/Meg,1[, on a
Ae¢(x) > 1. Soit > 1 un diviseur de Meg. Si, pour tout élément L de e
et £, Uentier 0/pged(L, 0) divise Dy, ¢, alors on a

(27 "ge£(2))"? € Z[[2]).

Dans la partie 1.2, nous montrons que les théoremes 1.1 et 1.2 ne sont
pas optimaux dans le sens ou il existe des suites e et f pour lesquelles
ces théoremes ne donnent pas les entiers maximaux V et Vi tels que
(' geg(DVY € Z[[2]] et qre(x)/V" € Z[[2].

Nous donnons maintenant une certaine classe de suites e et f pour les-
quelles on peut appliquer le théoreme 1.2 avec M a la place de 6. En
particulier, nous démontrons la conjecture de Zhou [12, Conjecture 1] qui
s’énonce comme suit :

Sotent ki,...,ky, des entiers strictement positifs vérifiant
é + ,712 ++ é = 1. Soit k le plus petit commun multiple
de ki,...,ky et, pour touti € {1,...,n}, w; :=k/k;. Alors,
en notant e := (k) et f := (wy,...,wy), on a

(1.3) (2 gee(2)"* € Z[[2]].
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Corollaire 1.1. Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs dis-
jointes vérifiant |e| = |f| telles que, pour tout x € [1/Megg, 1], on a Agg(x) >
1 et telles que tout élément de e et £ divise Meg. Alors, on a

(27" ge£(2)) /Mt € Z[[2]).
En particulier, la conjecture de Zhou est vraie.

Démonstration. Montrons que le théoreme 1.2 implique le corollaire 1.1.
Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le| = |f] telles que, pour tout = € [1/Me¢,1[, on a Ag¢(x) > 1 et telles que
tout élément de e et f divise M ¢. Nous allons appliquer le théoreme 1.2
avec § = M, ¢. Pour tout élément L deeet f,ona [Me¢/L] = Meg¢/L donc
Mg /L divise Dy e¢. Ainsi 6/pged(L,0) = Me¢/pged(L, Met) = Meg/L
divise D ¢ ¢ et on a bien

(1.4) (27 ge,£(2)) /Mo € Z][2]).

Démontrons maintenant la conjecture de Zhou. Soient k1, ..., k, des en-
tiers strictement positifs vérifiant k% 4+ é = 1. Soit k le plus petit com-
mun multiple de k1, ..., k, et, pour tout i € {1,...,n}, w; := k/k;. En no-
tant e := (k) et f := (wy,...,wy), on obtient que |e|—|f| = k—>"7"; w; = 0.
De plus, Zhou montre dans la partie 2 de [12] que, pour tout = € [1/k, 1],
on a Ae¢(z) > 1. Enfin, pour tout ¢ € {1,...,n}, w; divise k. On peut donc
appliquer (1.4) qui donne bien (1.3) puisque Me¢ = k. Ce qui termine la
preuve du corollaire 1.1. O

Dans la partie 1.2, nous remarquons que les résultats antérieurs connus
sur 'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications miroir ou
de type miroir s’appliquent uniquement a des suites e et f telles que Ag ¢ est
croissante sur [0, 1[ et 1-périodique. Nous montrons sur un exemple que les
suites e et f traitées par la conjecture de Zhou ne définissent pas forcément
une application Ag ¢ croissante sur [0, 1[.

En effet, prenons k1 = 3, ko = k3 = 4 et k4 = 6, on obtient ﬁ + 1?12 +
%—l—k—i:%—l—%jtézl. Onak=12, w1 =4, wo = w3 = 3 et wy = 2.
Ainsi, Agg(1/4) =3 —1=2et Agg(1/3) =4—1—-2=1 donc Ac ¢ nest
pas croissante sur [0, 1[.

1.2. Résultats antérieurs et comparaison avec les théorémes 1.1
et 1.2. Dans cette partie, nous énoncons les résultats antérieurs donnant
I'intégralité des coeflicients de Taylor de racines d’applications miroir et
de type miroir. A la suite de chaque énoncé, nous comparons le résultat
correspondant avec les theéoremes 1.1 et 1.2.

Le premier résultat sur I'intégralité des coefficients de Taylor de racines
d’applications miroir est dii a Lian et Yau et s’énonce comme suit.
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Théoréme A (Lian, Yau, [9]). Soit p un nombre premier, e = (p) et
f=(1,...,1) avec |e| = |f]. Alors, on a

(27 e (2)'7 € Z[[2]].

Le théoréeme A est contenu dans le corollaire 1.1. Krattenthaler et Rivoal
se sont intéressés, dans [5] puis dans [6], a 'intégralité des coefficients de
Taylor de racines d’applications miroir et de type miroir associées a des
suites e et f d’'une forme particuliere. Leurs quatre théorémes, énoncés
plus bas, donnent toujours un meilleur exposant que celui que ’on obtient
en appliquant les théoremes 1.1 et 1.2. Nous énongons leurs résultats par
généralité décroissante relativement a la forme des suites e et f. Le premier
résultat (cf. [5, Remarque (b), p.181]) peut se reformuler comme suit (3).

Théoréme B (Krattenthaler, Rivoal, [5]). Soit e et f deuz suites d’entiers
positifs vérifiant |e| = |f|. Si Aeg est croissante sur [0,1], alors le plus
grand entier naturel V tel que q1 05(2)"V € Z[[2]] est Qeg(1).

Le théoreme B est optimal et donne donc un meilleur exposant que ce-
lui fourni par le théoréme 1.1 pour ¢ e¢(2). En revanche, le théoréme 1.1
permet d’obtenir 'intégralité des coefficients de Taylor de racines des ap-
plications de type miroir gz, ¢ ¢(2) avec L # 1.

Par exemple, en prenant e = (6) et f = (3,2, 1), on obtient que Ag¢ est
croissante sur [0, 1] et que Qe ¢(1) = 6!/(3!2!) = 60. D’apres le théoréme B,
on obtient que qi¢f(2)/% € Z[[2]]. Krattenthaler et Rivoal remarquent
dans [5] qu’il semblerait que les relations suivantes soient les meilleures
possibles :

(1'5) QQ,e,f(Z)l/ﬁ’ QS,e,f(Z)lm’ Q4,e,f(z)7 QS,e,f(Z)v Q6,e,f(z) € Z[[ZH

En appliquant le théoréme 1.1 avec e = (6) et f = (3,2,1), on obtient bien
(1.5). De plus, en appliquant le corollaire 1.1 avec e = (6) et £ = (3,2, 1),
on obtient que (2 'ger(2))!/6 € Z[[2]].

Dans le cas particulier ott f; = --- = f,, = 1 (1), Krattenthaler et Rivoal
montrent 'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications de
type miroir gz, e ¢ pour tous les L dans {1, ..., Mg ¢}, 'exposant donné dans

le cas o1 L =1 est 'exposant maximal Qe ¢(1).

Théoréme C (Krattenthaler, Rivoal, [5]). Soit e et f := (1,...,1) deux
suites d’entiers positifs vérifiant |e| = |f|. Soit ©p := L!/pged(L!, L!H})

3. Nous expliquons, & la fin de la partie 7.2 de [1] que les suites e et f considérées dans la
remarque (b) de la page 181 de [5] sont exactement celles pour lesquelles I'application Ag ¢ est
croissante sur [0, 1[ et 1-périodique.

4. D’apres la partie 7 de [1], le fait que fi = -+ = fg, = 1 impose que Ag ¢ est croissante
sur [0, 1[.
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le dénominateur de Hy, écrit comme une fraction irréductible. Alors, pour
tout L€ {1,...,Mc¢}, on a

qr.e6(2)9%/ Qe € Z][[]).

On remarque que, pour tout L € {1,...,Me¢}, on a Qe¢(1)/0r € N,
En effet, pour tout L € {1,..., Me¢}, O divise L! qui divise e;!---eq! =
Qe,f(l)'

Montrons que I'exposant donné par le théoréme C est meilleur que celui
que l'on obtient avec le théoreme 1.1 i.e. que, pour tout L € {1,..., M ¢},
DL7e7f divise Qe7f(].)/@L.

En effet, soit p un nombre premier et « := vy(Dre¢). On a alors p* <
|Meg/L], donc Me g > Lp® et on obtient bien que p® divise Me¢!/L! qui
divise Me¢!/O1, qui enfin divise Qe ¢(1)/OL.

Dans le cas ot e = -+ = ¢ == N > 2 et fi = -+ = fg, = 1,
Krattenthaler et Rivoal améliorent ’exposant obtenu wia le théoreme C
pour L = N, c’est le théoreme 1 de [6] qui s’énonce comme suit.

Théoréme D (Krattenthaler, Rivoal, [6]). Soit N > 2 un entier. Soit
ei= (N.ooo,N) et £i= (L,....1) vérifiant |e] = |f|. Soit
=N = H pmin{2+§(va)aUp(HN)}’
p<N

ot £(p,N) = 1 si p est un nombre premier de Wolstenholme (°) ou si p
divise N, et £&(p, N) =0 sinon. Alors, on a

- 1
N e f(2) Vet € Z[[2]].

On remarque que Zy n’est pas forcément un entier mais que Znx Qe ¢(1)
en est un. En effet, si on regroupe, dans la définition de =, les premiers
p pour lesquels on a v,(Hy) < —1, on obtient que Ey = wy/On ou
wy € N. Ainsi, on a ExyQe (1) = Qes(l)wn/On avec, comme on I'a vu
précédemment, Qe ¢(1)/On € N. En particulier, on voit que le théoréeme D
améliore le théoréme C d’un facteur wy lorsque e = (N,...,N) et L = N.
L’exposant donné par ce théoréme pour gy ¢ £(2) est donc meilleur que celui
donné par le théoreme 1.1.

11 est conjecturé dans [6] que le théoreme D est optimal lorsque e = (N),
i.e. que dans ce cas, le plus grand entier Vyy tel que QN’e’f(Z)l/VN € Z[[z]]
est Vv = EnQe (1) = EnNI Il est expliqué, toujours dans [6], que cette
conjecture est impliquée par la conjecture sur les nombres harmoniques
suivante : il n’existe pas de premier p et d’entier N > 1 tels que v,(Hy) > 4.

5. Un nombre premier de Wolstenholme est un premier p qui vérifie v,(Hp—1) > 3. Actuel-
lement, les seuls premiers de Wolstenholme connus sont 16843 et 2124679, et on ne sait pas si
I’ensemble des premiers de Wolstenholme est fini ou infini.



630 Eric DELAYGUE

Toujours dans le cas ot e; = -~ =¢q, = N >2et fi = -+ = fg, = 1,
le théoreme 2 de [6] donne I'intégralité des coefficients de Taylor de racines
d’applications miroir :

Théoréme E (Krattenthaler, Rivoal, [6]). Soit N > 2 un entier. Soit
e = (N,...,N) avec q1 occurences de N, etf = (1,...,1) vérifiant |e| = |f]|.
Soit
Oy = H pmin{%w(pJV),vp(HJ\rfl)}7
p<N
ot w(p, N) =1 sip est un nombre premier de Wolstenholme ou si N = +1
mod p, et w(p, N) = 0 sinon. Alors, on a

(4o (2) VT € 7],

On remarque que Qy n’est pas forcément un entier mais que Qn Qe ¢(1)
en est un. En effet, si on regroupe, dans la définition de 2, les premiers
p pour lesquels on a v,(Hy — 1) < —1, on obtient que Qny = my /Oy, ou
mpy € N, car Hy et Hy — 1 ont le méme dénominateur, une fois écrits sous
formes irréductibles. Ainsi, on a QnQe £(1) = Qe ¢(1)mn/On avec, comme
on I'a vu précédemment, Qe ¢(1)/On € N.

En particulier, on voit que dans le casone = (N,...,N)etf = (1,...,1),
I’exposant donné par le théoreme E est nettement meilleur que I’exposant
6 obtenu par le théoréme 1.2 puisque 6 est un diviseur de Mg s = N.

11 est conjecturé dans [6] que le théoréeme E est optimal lorsque e = (N),
i.e. que dans ce cas, le plus grand entier Vi tel que (27 'ges(2))/"V €
Z[[z]] est VN = QnQer(1)N = QnNIN. II est expliqué, toujours dans
[6], que cette conjecture est impliquée par la conjecture sur les nombres
harmoniques suivante : il n’existe pas de premier p et d’entier N > 2 tels
que v,(Hy — 1) > 4.

1.3. Trame de la démonstration des théorémes 1.1 et 1.2. Dans la
partie 2, on ramene le théoreme 1.1 a la preuve d’un énoncé p-adique.

La partie 3 est consacrée a la suite de la preuve du théoreme 1.1 qui
contient la principale amélioration de la preuve du point (i) du critére pour
les applications de type miroir.

Dans la partie 4, on démontre le théoréeme 1.2 en utilisant le théoréme 1.1.

2. Une réduction p-adique du théoréme 1.1

Dans cette partie, on se place sous les hypotheéses du théoréme 1.1 et
on fixe L € {1,..., Mc¢}. Pour alléger les notations, on note A := Agpg,
Q= Qer, F:= Feg, G:= Gey, GL = GLref, ¢ = Gef> 4L ‘= qL,ef €t
Dy, := Dy ¢ ¢, comme dans toute la suite de cet article.

On rappelle que ¢z, (2)'/Pr € Z[[2]], si, et seulement si, pour tout nombre
premier p, on a qz,(2)"/Pr € Z,[[2]].
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Nous allons définir, pour tout nombre premier p, des éléments @y, ,(a +
Kp) de Qp, ott a € {0,...,p— 1} et K € N, et montrer que qr,(2)"/Pr €
Z[[2]], si, et seulement si, pour tout nombre premier p, tout a € {0,...,p—1}
et tout K € N, on a ¢, ,(a + Kp) € pDZ,.

On fixe un nombre premier p dans cette partie.

Avant de donner la preuve du théoréeme 1.1, on va le reformuler. Le
résultat classique suivant est di & Dieudonné et Dwork (voir [4, Chap. VI,
Sec. 2, Lemma 3] ; [8, Chap. 14, Sec. 2|).

Lemme 2.1. Soit F(z) une série formelle dans 1+ zQ|[[z]]. Alors F(z) €

1+ 2Zy|[2]] si et seulement si ?Ez;z € 1+ pzZ,[[7]].

On déduit de ce lemme le corollaire suivant (voir [13, Lemma 5, p.
610]), qui va nous permettre « d’éliminer » I’exponentielle dans ’expression

qL(2)"/Pr = exp(GL(2)/DLF(2)).

Corollaire 2.1. Soit f(z) € 2Q[[z]]. On a ef®) € 1+ 2Z,[[2]] si et seule-
ment si f(2P) — pf(z) € pzZy[[2]].

D’apres 'identité (1.2) définissant G, on a GL(0) = 0 donc la série
formelle G1,(2)/DrF(z) est dans zQ][z]]. Ainsi, d’apres le corollaire 2.1, on
a qr(2)YPr € Z,[[2]], si, et seulement si %(zp) —p%(z) € pDr2Zp|[]).

Or, comme Q est une suite & termes entiers, on a F(z) € 1+ 2Z[[z]] C
1+2Z,[[2]]. Ainsi, qr.(2)/Pr € Z,[[2]], si, et seulement si on a F(2)Gp(2P)—
pF(2P)GL(2) € pDr2Zy[[#]]

Le coefficient de z475P dans F(2)GL(2P) — pF(2P)G(z) est

Q1 p(a+ Kp): Z (K (a+jp)(Hr(x—j) — PHL(atjp))-

On a donc qL(z)l/DL € Zy[[#]], si, et seulement si, pour tout K € N et
tout a € {0,...,p— 1}, on a @1 ,(a+ Kp) € pD7Z,,.

3. Démonstration du théoréme 1.1

On se place sous les hypotheéses du theoréme 1.1. Le but de cette par-
tie est de montrer que, pour tout L € {1,...,Me¢}, on a qr(2)V/Pr ¢
Z[[z]]. D’apres la partie 2, il nous suffit de montrer que, pour tout L €
{1,..., Mer}, tout nombre premier p, tout a € {0,...,p—1} et tout K € N,
ona ®r,(a+ Kp) € pDZy,. On fixe L € {1,..., M ¢} dans cette partie.

3.1. Nouvelle reformulation du probléme. Pour tout premier p, tout
a€{0,...,p—1} et tous K, s,m € N, on définit
(m+1)p°—1

S(a,K,s,pm):= Y (Qla+jp)QK —j) — Q(j)Qa+ (K — j)p)),

Jj=mp?
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ou 'on pose Q(¢) = 0 si ¢ est un entier strictement négatif.

Le but de cette partie est de produire, pour tout nombre premier p,
une fonction g, de N dans Z, telle que : si pour tout premier p, tout a €
{0,...,p — 1} et tous K,s,m € N, on a S(a,K,s,p,m) € p**lg,(m)Z,,
alors on a ®r,,(a + pK) € pDZ,. Démontrer le théoreme 1.1 reviendra
alors & minorer convenablement la valuation p-adique de S(a, K, s,p,m)
pour tout nombre premier p. Cette méthode de réduction est la méme que
celle que nous avons utilisé dans [1] et c’est, a l'origine, une adaptation de
l’approche du probléeme faite par Dwork dans [2]. Dans le présent article,
nous allons utiliser la méme fonction g, que dans [1].

3.1.1. Une réécriture de ®r,,(a + Kp) modulo pDyZ,. On fixe un
nombre premier p. Nous allons montrer que

(3.1) ®rp(a+ Kp) =
— > Hi(Qa+jp)QK — j) — Q(j)Qla+ (K — j)p)) mod pDrZ,.
Sia= K =0, alors c’est évident. On suppose donc, dans cette partie, que

a#0ou K #0.
Pour tout a € {0,...,p — 1} et tout j € N, on a

Ljp 1
PHL(a4jp) = Z Z Ljp—|—l

|La/p] 1
=p Z — Z —_— mod pZ,

= I Lirtip

[La/p]

(3.2) =Hpi+ Y,
=1

mod pZ,,.
Lj+i P
Nous avons besoin de deux résultats que 'on démontrera plus loin a
I’aide du lemme 3.3 énoncé dans la partie 3.1.2 :
Pour tout L € {1,...,Me¢}, tout a € {0,...,p—1}, tout K € N et tout
j€{0,...,K} telsque a #0 ou K #0, on a

[La/p]
(3.3) O(a + jp) 2 it € pD1Z,
et
(3.4) Q(K — j)Q(a + jp) € D1Z, C D1 7Z,.

En appliquant (3.3) et (3.4) & (3.2), on obtient que
(3.5) QK —j)Q(a+jp)pHL(atjp) = QK —37)Q(a+jp)Hr; mod pDZy.
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Ainsi, on a

K
(I)Lp a+ Kp) = Z Qa +JP)(HL(K i)~ pHL(a+jp))
J;O
= Z;] Q(a +]p)(HL(K )~ Hp;) mod pD1Z,
j=
et donc
@L,p(a + Kp) =

K
- ZHLj (Qla+jp) QK —j) — Q(j)Qa+ (K —j)p)) mod pDrZy,

ce qui est bien ’équation (3.1) attendue.
On utilise maintenant un lemme combinatoire di a Dwork (voir [2,
Lemma 4.2, p. 308]) qui nous permet d’écrire

K
ZHLJ' (Qa+jp) K —j) — Q) Q(a + (K —j)p)) =

7+1.51

Z Z WL((Z,K,S,p,m),

ou 7 est tel que K < p”, et
Wi(a, K, s,p,m) := (Hpmps — Hp|m/p|ps+1)S(a, K, s,p,m).

Si 'on montre que, pour tous m,s € N, on a Wy(a, K, s,p,m) € pD1Z,,
alors on aura bien ®r ,(a + Kp) € pDyZ,, comme voulu.

On note 1/, ,,1[ la fonction caractéristique de [1/Me, 1] et, pour tout
m € N, on pose ju,(m) := 322 1 /ag, 1({m/p'}) et gp(m) := p»(™. On
utilise maintenant le lemme suivant que ’on démontre dans la partie 3.1.2.

Lemme 3.1. Pour tout nombre premier p, tout L € {1,..., Mc¢} et tous
s,;meN, ona

ps+lgp(m) (Hmes — HLLm/pJps+1) € pDZy.

D’apres le lemme 3.1, si on montre que, pour tout a € {0,...,p — 1},
tous K,s,m € N, on a S(a,K,s,p,m) € p*Tlg,(m)Z,, alors, on aura
qr(2)Y/Pr € Z,[[2]], ce qui est la reformulation annoncée.

Afin de montrer que, pour tout a € {0,...,p — 1}, tous K,s,m € N, on
a S(a,K,s,p,m) € p*Tlg,(m)Z,, il suffit de suivre a I'identique les parties
4.2, 4.3 et 4.4 de [1]. La preuve du théoréme 1.1 est donc achevée modulo
celles des résultats et lemmes que ’on démontre dans la partie 3.1.2.
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3.1.2. Démonstration de (3.3), (3.4) et du lemme 3.1. Dans un
premier temps, on montre que, pour tout n € N, on a v,(Q(n)) =
S22 A({n/p'}). En effet, comme |e| = |f|, on obtient que A est 1-périodi-
que. De plus, on rappelle que si m est un entier naturel, on a la formule
vp(m!) = 322, |m/p’|. Ainsi, on obtient bien

(e1n)! -+ (egn)! > (n) > ({n})
vp (Q(n)) =v =Y Al )= A5+
P( ( )) P((fln)!”_(f%n)! 4:21 pz 4:21 pé
Nous énongons maintenant un lemme permettant de démontrer (3.4) que
I’'on utilisera aussi dans la démonstration du lemme 3.1.

Lemme 3.2. Soit p un nombre premier et 3 := |log,(Meyg)]|. Pour tout
m € N, m > 1 et tout £ € {vy(m) +1,...,0,(m) + B}, on a {m/p’} >
1/Me .

Démonstration. On note m = p*»(™(a + pb) avec a € {1,...,p — 1} et
b € N. On note b = 372, bpp¥, ot b € {0,...,p — 1}. Pour tout ¢ €
{vp(m)+1,...,v,(m) + S}, on a bien

mY _ [ a+bp | _ a"‘pzi;%p(m)iz bip" >_ o Sa 1
pé - pé—vp(m) B pZ—”Up(m) - pz_”p(m) - pr B Me’f'
U

Démonstration de (3.4). Soit L € {1,...,Mc¢}, B = [log,(Meg)], a €
{0,...,p—1}, K e Net j € {0,...,K} tels que a # 0 ou K # 0. On a
vp(D1) = p®. On doit donc montrer que

(3.6) Q(K — j)Qla+ jp) € p’Z,.

Si K—j =0,alorsa+jp=a+ Kp # 0. Ainsi, on a K —j # 0 ou
a + jp # 0. Supposons, par exemple, que K — j # 0. En appliquant le
lemme 3.2 avec K — j a la place de m, on obtient que, pour tout £ &€
{op(K —§) +1,...,0,(K — j) + B}, on a {(K — 5)/p’} > 1/Me¢. Comme
A est positive sur R et comme, pour tout « € [1/Meg¢,1[, on a A(z) > 1,
on obtient

op( QK — ) :fle({Kj}) N A({E7)) 2

4
P t=vp(K—j)+1

De plus, d’apres le critére de Landau, on a Q(a + jp) € N donc on a bien
(3.6).

Si K —j =0, alors a + jp # 0 et, de la méme manieére, le lemme 3.2
appliqué avec a + jp a la place de m et le fait que Q(K — j) € N donnent
bien (3.6). O
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Nous allons énoncer un lemme permettant de démontrer le résultat (3.3)
et le lemme 3.1. Ce lemme est plus fort que le lemme 9 de [1] et est la
principale amélioration de la preuve du critére pour les applications de
type miroir. Ceci nous permet d’obtenir le théoreme 1.1.

Lemme 3.3. Soit s € N, s > 1,a € {0,...,p° =1}, M > 1 et m € N.
Soit L € {1,...,M} et a := |log,(M/L)]. Si |[La/p®] > 1 alors, pour
tout w € {1,...,|La/p°|} et tout £ € {s,...,s +vp(Lm+u) + a}, on a

{(a+mp*) '} > 1/M.

Démonstration. Soit £ € {s,...,s+vy(Lm+u)}. On note m = 352, m;p’
le développement p-adique de m. On a

{a + mp?® } _a +p° Zf;%_l mjpj
Pt P '
On a que p*=* divise (u + Lm) et donc p’~° divise

00 l—s—1
u+Lm—L(Z mﬂﬂ) ZU+L(Z m]p7)

j=t— =0

Ainsi, on a

l—s—1
(3.7) P <u+L ( > mjpj)

(3.8) -

En multipliant (3.7) par p*~* %, on obtient

— <M
L — pt
Comme a < log,(M/L), pour tout i € {0,...,a}, on a p' < M/L et donc
a+p* YTy mypd
p* '
Ainsi, pour tout £ € {s,...,s +v,(Lm+u)} et tout i € {0,...,a}, on a

M a+p* YTy myp!

pP<M

1< M

a+ p° Z?Zf)_l m;p’ a+ p* Zfi%‘s‘l m;p’ a + mp®
p +1 pe“r'l pé“rl
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et on obtient bien que, pour tout £ € {s,...,s + v,(Lm + u) + a}, on a
{(a+mp*)/p'} >1/M. 0
Nous allons maintenant appliquer le lemme 3.3 pour démontrer (3.3).

Démonstration de (3.3). Soit L € {1,..., Mg}, a := |log,(Meg/L)|, a €
{0,...,p—1} et j € N. Comme v,(Dy,) = «, il faut montrer que

|La/p] 1 "
; = ety
Q(a+ jp) ; A

Si |La/p| = 0, c’est évident. Supposons que |La/p| > 1. En appliquant
le lemme 3.3 avec s = 1, m = j et M = Meyg, on obtient que, pour
tout i € {1,...,[La/p|} et tout £ € {1,...,1+ vp(i + Lj) + a}, on a
{(a + jp)/p*'} > 1/Meg et donc A({(a + jp)/p‘}) > 1. Comme A est
positive sur R, cela donne

@ m- £ ((247)

p

14vp(Lj+i)+o .
=y a({57))
=1 p

> 1+up(Lj+i) + o,

ce qui acheve la preuve de (3.3). O

Démonstration du lemme 3.1. Soit L € {1,..., Meg}, o := |log,(Meg/L)]
et m,s € N. Il faut montrer que

+1gp(m)(Hmes — HLLm/pjp5+1) S pa—HZp.

Si m = 0, alors c’est évident. Dans la suite de la démonstration, on
suppose que m > 1. On écrit m = b+qp,oub € {0,...,p—1} et ¢ € N. On
a alors Lmp® = Lbp® + Lqp*™* et L|m/p|p**! = Lgp*™. Ainsi, on obtient

Lbp* 1
Himps — Him/pjps+t = ]2: Lgpst1 +§
[Lb/p] 1
= Z —————— mod —Z,
- +1 ips+1
= Lgp*™' +ip* P
et donc

LLb/p]

p8+1gp(m)(HmeS_HLLm/pjszFl) = gp(b+qp) Z
=1

Tori mod pgp(m)Zy.
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On note 8 := [log,(Mcr)]. D’apres le lemme 3.2, pour tout £ € {v,(m) +
1,...,vp(m) + B}, on a {m/p’} > 1/Me¢. On obtient

)= S (5))

vp(m)+6 m
=D DR VYAt ({e}) >p=>a
(=vp(m)+1 P
Ainsi, on a
[Lb/p]
ps+1gp(m)(Hmes — HLLm/pjpSH) = gp(b+ qp) Zl Tori mod paHZp
=
et il ne nous reste plus qu’a montrer que
[Lb/p]
9p(b+ qp) ; Iq+i € p*t'z,.

Si |[Lb/p| = 0, c’est évident. Supposons que |Lb/p| > 1. En appliquant le
lemme 3.3 avec s = 1, M = Mgyg, a = b et g a la place de m, on obtient
que, pour tout i € {1,...,|[Lb/p|} et tout £ € {1,...,1+v,(i + Lq) + a},
ona {(b+qp)/p'} > 1/Mey et donc

b+
vp(gp(b+ qp)) le/Mef, <{ qp})

p*
1+vp(Lq+z)+a b+ qp
= Z 1[1/Me,f:1[ ({ Pl })
l=1
> 14 wv,(Lg+1i) + o,
ce qui achéve la preuve du lemme. O

4. Démonstration du théoréme 1.2

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le| = |f| et telles que, pour tout € [1/Meg, 1], on a Aeg¢(z) > 1. Soit
6 > 1 un diviseur de Me ¢ tel que, pour tout élément L de e et f, on a que
6/pged(L, 0) divise Dr, ¢ . On doit montrer que

(27" get ()" € Z[[]].
En notant e = (e1,...,eq) et f = (f1,..., fg), on rappelle qu'on a

;1;1 Qei,e,f(z)ei
Hf; in,e,f(z)fi

Zﬁl(]e,f(z) =
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11 suffit donc de montrer que, pour tout L € {ei,...,eq, fi,..., fg}, on a
L0t (2)0 = (qpe,6(2)PBdE0)0) E/pacd(Ld) ¢ 7],

ce qui est impliqué, comme L/pged(L,0) € N, par le fait que, pour tout
lément L de e et f, on a g o ¢(2)PedE0/0 € Z[[2]).
Soit L € {e1,...,eq, f1,---, feo} €t kr € Ntels que Dy o ¢ = pg%([/,@kl"

D’aprés le théoréme 1.1, on a g, e ¢(2)Y/Pref € Z[[2]] donc on a bien
(JL7e7f(Z)ngd(L’0)/0 — (qL7e7f(Z)1/DL,e,f)kL e Z[[2]).
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