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Journal de Théorie des Nombres
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Images directes I : Espaces rigides analytiques et
images directes

par JEAN-YVES ETESSE

RESUME. Cet article est le premier d'une série de trois articles
consacrés aux images directes d’isocristaux : ici nous considérons
des isocristaux sans structure de Frobenius; dans le deuxieme
[Et 6] (resp. le troisieme [Et 7]), nous introduirons une structure
de Frobenius dans le contexte convergent (resp. surconvergent).

Pour un morphisme propre et lisse relevable nous établissons la
surconvergence des images directes, grace a un théoréme de chan-
gement de base pour un morphisme propre entre espaces rigides
analytiques. Ce résultat répond partiellement a une conjecture de
Berthelot sur la surconvergence des images directes par un mor-
phisme propre et lisse.

ABSTRACT. Direct images I : Rigid analytic spaces and direct
images.

This article is the first one of a series of three articles devoted to
direct images of isocrystals: here we consider isocrystals without
Frobenius structure; in the second one [Et 6] (resp. the third one
[Et 7]), we will introduce a Frobenius structure in the convergent
(resp. overconvergent) context.

For a liftable proper smooth morphism we establish the over-
convergence of direct images, owing to a base change theorem for
a proper morphism between rigid analytic spaces. This result par-
tially answers a conjecture of Berthelot on the overconvergence of
direct images under a proper smooth morphism.

Sommaire

0. Introduction
1. Changement de base pour un morphisme propre
2. Sorites sur les voisinages stricts

3. Images directes d’isocristaux

Manuscrit recu le 4 novembre 2010, révisé le 7 avril 2011.

Mots clefs. algébres de Monsky-Washnitzer, schémas formels, espaces rigides analytiques,
théoréme de changement de base propre, cohomologie rigide, isocristaux surconvergents.

Classification math. 13B35, 13B40, 13J10, 14D15, 14F20, 14F30, 14G22.



102 Jean-Yves ETESSE

3.1. Sections surconvergentes
3.2. Définition des images directes
3.3. Changement de base

3.4. Surconvergence des images directes

0. Introduction

Soit V un anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel
k = V/m de caractéristique p > 0 et de corps des fractions K de ca-
ractéristique 0.

Cet article est le premier d’'une série de trois consacrés aux images di-
rectes d’isocristaux. Ici on rappelle la définition des images directes d’iso-
cristaux surconvergents par un morphisme f : X — S (cf [B 5], ou [C-T],
[LS]) de k-schémas et on prouve leur surconvergence dans le cas ou f est
propre et lisse relevable, ou X est une intersection compléte relative dans
des espaces projectifs sur S.

L’outil essentiel dans la preuve de ce résultat est le théoreme de change-
ment de base pour un morphisme propre du §1 : on établit celui-ci d’abord
dans le cadre des schémas formels [théo (1.1)], puis dans le cadre des espaces
rigides analytiques [théo (1.2)] grace aux travaux de Bosch et Liitkebohmert
[Bo-Lii 1],[Bo-Lii 2],[Li.

La notion de voisinage strict étant étroitement liée a celle de surcon-
vergence des isocristaux, on développe au §2 quelques propriétés de ces
voisinages stricts dans le cas plongeable : dans le cas cartésien, I'image
inverse d’un systeme fondamental de voisinages stricts est un systeme fon-
damental de voisinages stricts [prop (2.2.3)]; le méme résultat vaut pour
un morphisme fini et plat, ou fini étale, ou fini étale galoisien [prop (2.3.1)],
ce qui nous servira dans un article ultérieur.

Apres avoir rappelé au §3 la définition des images directes d’isocristaux
surconvergents donnée par Berthelot dans une note non publiée [B 5] (voir
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-Tsuzuki et Le Stum pour la pu-
blication des détails), on établit leur surconvergence pour un morphisme
propre et lisse relevable, en méme temps que le théoréme de changement
de base [théo (3.4.4)] : un ingrédient essentiel est I’extension aux voisinages
stricts du théoréme de changement de base pour un morphisme propre [théo
(3.3.2)].

Des résultats de relevement de [Et 5] on déduit alors la surconvergence
des images directes d’un isocristal surconvergent par un morphisme f :
X — S projectif et lisse, ot S est lisse sur le corps de base k et X relevable
en un V-schéma plat [théo (3.4.8.2)] (resp X est une intersection complete
relative dans des espaces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante,
étudiée dans le théoreme (3.4.9), ramene la preuve de la surconvergence du
cas projectif lisse au cas ou la base S est affine et lisse sur k. Ici nous avons
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laissé de coté le cas d’un morphisme fini étale qui sera traité dans [Et 6] et
[Et 7] (cf [Et 4, chap III, et IV]).

Ces théoremes (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9) [resp. le théo (3.4.4)] résolvent
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des
images directes par un morphisme propre et lisse : dans [Et 7] ( cf [Et 4,
chap IV]) nous en donnons une version avec structure de Frobenius.

Dans le cas ou la base S est une courbe affine et lisse sur un corps

algébriquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait
k) la conjecture a été prouvée pour le faisceau structural par Trihan [Tri]
(resp. Matsuda et Trihan [M-T]). Dans le cas relevable, la conjecture a aussi
été prouvée indépendamment par Tsuzuki par des voies différentes [Tsu] :
en particulier il n’a pas a sa disposition le théoréme de changement de base
pour un morphisme propre entre espaces rigides analytiques, alors que pour
nous celui-ci tient une place centrale. Une autre approche est celle de Shiho
qui utilise les log-schémas [Shi 1], [Shi 2], [Shi 3].
Notations : Pour les notions sur les espaces rigides analytiques et la coho-
mologie rigide nous renvoyons le lecteur a [B 3], [B 4], [B-G-R], [C-T] et [LS].
Sauf mention contraire, dans tout cet article on désigne par ¥V un anneau
de valuation discréte complet, de corps résiduel £ = V/m de caractéristique
p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 0, d’uniformisante 7 et
d’indice de ramification e.

On suppose donné un entier a € N* et on désigne par C'(k) un anneau
de Cohen de k de caractéristique 0 [Bour, AC IX, § 2, n°3, prop 5] : C(k)
est un anneau de valuation discrete complet d’idéal maximal p C(k) [EGA
Orv, (19.8.5)] et on note Ky son corps des fractions, Ko = Frac (C(k)).
Il existe une injection fidelement plate C'(k) — V qui fait de V un C(k)-
module libre de rang e [EGA Ory, (19.8.6), (19.8.8)] et [Bour, AC IX, § 2,
n° 1, prop 2]. On fixe un relévement o : C(k) — C(k) de la puissance ™
du Frobenius absolu de k comme dans [Et 2, I, 1.1]; on suppose que 1'on
peut étendre o en un endomorphisme de V, encore noté o, de telle sorte
que o(m) = 7; on notera encore o l’extension naturelle de o & K : lorsque k
est parfait C'(k) est isomorphe a 'anneau W (k) des vecteurs de Witt de k
et o est un automorphisme de K. Si k < k’ est une extension de corps de
caractéristique p > 0, V' := V®¢) C(K'), K’ = Frac()'), on peut relever la
puissance a’™¢ du Frobenius absolu de &’ en un morphisme o’ : K/ — K’
au-dessus de 0 : K — K [Et 2, I, 1.1].

Remerciements : Mes remerciements vont au referee pour les améliora-
tions qu’il m’a suggérées.
1. Changement de base pour un morphisme propre

Le théoréme suivant est un préalable pour les théorémes de changement
de base en géométrie rigide.
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Théoréme (1.1). Soient V un anneau noethérien et I &V un idéal; on
suppose V séparé et complet pour la topologie I-adique. Soit

X ——=X
|
N L>S
un carré cartésien de V-schémas formels (pour la topologie I-adique) de
type fini, avec f propre.
(1.1.1) Soit F un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0, on
a:
(1) R'f.(F) est un Os-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement
de base ' '
uW R fo(F) — R'g0*(F)
est un isomorphisme.
Plus généralement on a :

(1.1.2) Soient ES un complexe borné de Ox-modules cohérents et % =
EY ®og Osr. Alors, pour tout entieri >0, on a :

(1) R f.(E%) est un Os-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement
de base

u R fi(EY) = R'gu(E%)
est un isomorphisme, qui s’interpréte aussi comme un iSo0mor-
phisme
hinu;szn*(g).(n);> hin Rign*(g).(;l) )

(cf. notations plus bas).

Démonstration.

Pour (1.1.1)(1). La cohérence de Rif.(F) sur Os est rappelée pour
mémoire [EGA III, (3.4.2)].

Pour (1.1.1)(2). Notons F,, = F/I""LF et ¢, le morphisme canonique
on + Rif(F) — R f.(Fy,). Posons C,, = Coker o, H = R f.(F), Hp =
R fo(Fp) et H!) = H/T"H. Comme I"'H C Ker ¢, on a une surjection

H,, — H/Ker ¢,
de noyau noté K,,. Dans les suites exactes
(1.1.1.1) 0 — K, — H,, — H/Ker ¢, — 0
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(1.1.1.2) 0 — H/Ker ¢, — Hy, — C,, — 0,

les systeémes projectifs (H.,), et (H/Ker ¢,), vérifient la condition de
Mittag-Leffler (notée M-L) car les fleches de transition sont surjectives. De
plus (Hy,)n vérifie M-L d’apres [EGA III, (3.4.3)], donc (C,), aussi [EGA
Orrr1, (13.2.1)]. D’ou l'exactitude de la suite

(1.1.1.3) 0 — lim H/Ker ¢, — lim H, — lim C, — 0.

n n n

D’autre part on a un isomorphisme [EGA III, (3.4.3)]
R fo(F)—=1lim Hy ;

comme R f,(F) est un Os-module cohérent [EGA III, (3.4.2)], il est séparé
et complet pour la topologie I-adique, donc on a aussi un isomorphisme
R f(F)—=>lim H),.

Ainsi le morphisme composé

lim #;, — lim #/Ker ¢, — lim H,
est un isomorphisme, donc chacune des fleches est un isomorphisme (car la
seconde est injective par (1.1.1.3)). Par suite lim C, = 0; comme (Cy),

n

vérifie M-L, on en déduit que le pro-objet < (C),), > associé est le pro-
objet nul [G , 195-03, §2], i.e.

(1.1.1.4) Vn,3In’ > n tel que Cpy — C,, soit la fleche nulle

(cf aussi [Bour, TG II, §3, n°5, théo 1)).

D’apres [EGA III, (3.4.4)] les Ker ¢, définissent sur H une filtration -
bonne, i.e. [EGA 0777, (13.7.7)], on a IKer ¢,, C Ker ¢,+1 avec égalité pour
n assez grand ; en particulier on a Ker ¢, C I'H pour n assez grand et la
topologie sur ‘H définie par les Ker ¢, coincide avec la topologie I-adique :
par platitude de u, la topologie sur O ®pH définie par les Os ® o Ker ¢,

coincide donc avec la topologie I-adique. Comme H est cohérent sur Og on
en déduit des isomorphismes

Og Rog H— 11(111 (OS’ R0g H/ In+1(03/ R0og H))

— ll(ln (OS’ R0og 'H/ Og ®0g Ker (pn)

n

— liin (OS’ ®(’)s (’H/Ker (Pn)) .

n

Or il résulte de (1.1.1.4) que
Vn,3n' > n tel que Os ®og Cry — Osr ®og C, soit la fléche nulle,
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donc lim (Os ®os Cpn) = 0; comme les fleches de transition du systeme

projectif {Ogs ®o (H/Ker ¢y,)}n sont surjectives, ce systeme projectif vé-
rifie M-L : la suite exacte (1.1.1.2) le reste apres tensorisation par Og/ sur
Os et en passant a la lim on déduit de ce qui précede un isomorphisme

n

hln (OS’ Rog (H/Ker gon)) — 11(111 (OS’ R0g /Hn) .

n n
D’ou Iisomorphisme

(1.1.1.5) w (M)~ lim u(Hn)

n

ou l'on note

/ Un
X s X,

ST

/
Sn T Sn

le carré cartésien déduit de celui de la proposition par réduction mod I™*1.
Or, uy, étant plat, [EGA III, (1.4.15)] fournit un isomorphisme de change-
ment de base

Uy (Hn) = (R fs(F)) = R gns (05, (Fn)),
d’ot, par passage a la limite et via (1.1.1.5), des isomorphismes

u* (R fu(F))= m R'gns(vp(Fn)) = lim R'g.(v;,(Fn))

n n

—» Rig.(v*(F)) [EGA III, (3.4.3)],
car v*(F) = lim vy, (F). D’ott le (1.1.1) du théoreme.

Pour (1.1.2)(1). On note V,, = V/I", £% = E3/I"TIEY et %, =
EY,/IMTL E%,. 1 suffit d’établir le lemme suivant :

Lemme (1.1.2.1). Sous les hypothéses (1.1.2) et avec les notations ci-
dessus on a un isomorphisme de Os-modules cohérents :

Rf.(E%) = Im R fuu(E%,) -

Démonstration du lemme. Il s’agit d’étendre la preuve de [EGA III, (3.4.4)]
des (’)X-modules cohérents aux complexes de Oy-modules cohérents.
Comme R'*J f, (€%, ) est Paboutissement d’une suite spectrale de terme

Ei’j donné par
Ei’j = ijn* (Sg(n)
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et que E7Y est cohérent sur Og, puisque f, est propre, on en déduit que
R frs (£%,) est cohérent sur Og, : plus généralement, par la méme mé-
thode que pour la preuve de [EGA 111, (3.4.4)], on prouve que la condition
(F;) de [EGA Oy, (13.7.7)] est vérifiée pour tout ¢, donc par [loc. cit.] on
a:

(1.1.2.2) Pour tout i le systéme projectif (R’ fn«(£%, ))n vérifie M-L.
(1.1.2.3) lim R f,.(E%,) est un Og-module cohérent.

(1.1.2.4) La filtration sur R'f.(£%) définie par

Ker{t,, : Rif*(gg'\a) — le*(g).(n)}

est I-bonne.

Or R f,(E%) est 'aboutissement d’une suite spectrale de terme Ej
R f.(€%) qui est un Og-module cohérent via (1.1.1), donc R £, (£%) est
un Og-module cohérent ; comme la topologie I-adique sur R'f.(E%) coin-
cide d’apres (1.1.2.4) avec la topologie définie par les Ker{t, }, on en déduit
des isomorphismes

7j —

R'f.(€%) — Um(R'fo(EY)/ TR fu(€3))— Um(R'f.(E%)/Ker{yn}) .

En passant a la limite projective sur les injections canoniques

(R'f(E%)/Ker{vn}) = R fo(€X,)
il en résulte une injection canonique

RL(E3) = Im Rf(E%,)

Montrons & présent la surjectivité de cette fleche. Puisque R’ f.(E%) (resp.
lim R' f,(E%,)) est le faisceau associé au préfaiscean U — H'(f~H(U),EY)

(resp. U + lim Hi(f~ (), £%,,)), il suffit de montrer que pour tout ouvert

n
U de S on a une surjection canonique

H'(f71(U), %) - lm H'(f~(U), £%,,) -

n

Pour m > n, notons N, , le noyau de la projection £% — €%, et choi-
sissons des résolutions injectives [C-E, chap. XVII, §1] Z3* , Zp* , I3°
de N;m , €%, » €%, respectivement telles que I'on ait un diagramme

commutatif a lignes et colonnes exactes [C-E, chap. V, §2] et morphismes
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d’augmentation les

0 0 0
0—=Nmn &%, &%, 0
iam,n \LE’m \Lsn
0—— I;;n Wiy e 0 -

Alors, pour U ouvert de S, la suite
0 —=TL(fHU), I0,) —=T(f1(U), L) —=T(f1(U), I3*) —=0

est exacte; en particulier le systeéme projectif {I'(f~1(U),Z2*)}, a des
fleches de transition surjectives, d’ott R’ lim L(f~YU),Z2*) = 0 pour j > 0
[J, prop 2.1 et théo 1.8]. Pour la méme raison on a aussi R/ lim &%, = 0

n

pour j > 0. On en déduit donc des quasi-isomorphismes
RE(f~1(U), %) ~RO(f71(U),Rlim Y, ) ~ RImRT(f 1 (V), €%,

n

~ Rlm (' (U),Z3%) ~ i D(F (U), Z3°) .

n

Ainsi, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique 6

H'(f7H(U), &%) — H'(RU(f7H(U), €%)) = H' im D(f~1(U), Z3%))

n

L lm M (T V), T50)) o lim H(f YU, E%,)

n n

est surjectif d’apres [EGA Orry, (13.2.3)]; en fait [loc. cit.] fournit aussi
Iinjectivité de 6 puisque le systéme projectif {Hz(f_l(U),S)'(n)}n vérifie
M-L d’apres (1.1.2.2) ; d’ou le lemme. O

Pour (1.1.2)(2). Au cran fini n le morphisme de changement de base
par uy,

(1.1.2.5) wh R £ (E%,) — R gnu(EX))

est un isomorphisme car c’en est un au niveau des termes Eij de chaque
membre puisque u,, est plat. Compte tenu de (1.1.2.4) le passage a la lim

sur (1.1.2.5) fournit, par la méme méthode qu’au cas (1.1.1)(2) du théoréme
(1.1), 'isomorphisme de changement de base

u R fi(E%) = R'gu(E3)

qui s’interpréte aussi comme un isomorphisme
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n

Théoréme (1.2). Soient V un anneau de valuation discréte séparé et com-
plet pour la topologie m-adique, ot m est son idéal mazximal, k =V /m son
corps résiduel supposé de caractéristique p > 0, K son corps des fractions
de caractéristique 0.

Soit

v

X —X

|

S’ T S
un carré cartésien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre.
(1.2.1) Soit E un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0,

(1) R f.(E) est un Og-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de
base

u (R fi(E)) — R'g.(v*(E))
est un isomorphisme.

Plus généralement on a :
(1.2.2) Soient E®* un complexe borné de Ox-modules cohérents et E'® =
E* ®pg Og:. Alors pour tout entier i > 0

(1) R'f.(E®) est un Og-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de
base
uwR'f.(E*) — R'g.(E")
est un isomorphisme.

Démonstration du théoréme (1.2).
lére étape. Supposons d’abord démontré le théoreme dans le cas ou les
K-espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-séparés.

Prouvons alors (1.2.1) dans le cas général. ‘
L’assertion (1) est locale sur S puisque R'f.(E) est le faisceau associé
au préfaisceau

Ve H'(fY(V),E)
ou V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V, prop 5.1].
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Soient ¥ : V —— S un ouvert affinoide de S et W défini par le carré
cartésien

w - x

(1.2.1.1) I if
14 T) S
d’apres [loc. cit.] on a alors un isomorphisme canonique
V*R'f.(E) = R'fi(6"(E)).
Or ici V est quasi-compact, quasi-séparé, et W aussi car f’ est propre; d’ou
I'assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-séparé.

Pour le (2) on reprend le carré cartésien (1.2.1.1) : soient
u V' =VxsS — V
et v’ : V" < V' un ouvert affinoide de V’,

et on considére le diagramme commutatif suivant

X’ _— X’ X
9! o’
7 ’ o
W — W W !
\ \
v 7 7
w g’ /’ f/ /
= 7 w/ / Y
V/I( u V/ u \V4

dont les faces verticales sont cartésiennes.
Vu le caractere local de I'isomorphisme (2) cherché, il suffit de montrer
que 'on a un isomorphisme

@b”*u*le*(E) % ¢//*Rig* U*(E)
Or ici V et V" sont quasi-compacts, quasi-séparés, donc W et W aussi car
f' et g’ sont propres et on peut appliquer I'isomorphisme de changement
de base du cas quasi-compact, quasi-séparé pour le carré cartésien

,U/O,U//

W ——W

T

" > :
V u'ou V ’
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d’ou une suite d’isomorphismes
VR f(B) = (W) W R f.(E)
= (u'u")" R fL(0"(E))
~ R'g)((v'v")" (8" (E)))
= R'g/ (6" (v*(E)))
= " Rlg.(v*(E)).
D’ou le (2).

Pour prouver (1.2.2) & partir du cas quasi-compact, quasi-séparé la dé-
marche est analogue.

2éme étape. Prouvons le théoréme dans le cas quasi-compact, quasi-
séparé.

Pour (1.2.1). Le (1) est un théoréeme de Liitkebohmert [Lii, theo 2.7].
Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Li 1, démonstration de 4.1] :

[¢]
d’apres [loc. cit.] il existe des modeles formels X, S, &’ de X, S, S’ respec-
tivement et des éclatements admissibles

e X o X, S — S’
et des morphismes
w: X—=8,0:8—=8
tels que
Prig = fo Txrig €t grig = U ° Tgrig;
avec 6 plat [Bo-Lii 2, 5.2, 5.10 (c)].
Remarquons que tous les schémas formels précédents sont admissibles au

sens de [Bo - Lii 1], donc sont plats sur V [Bo - Lii 1, § 1].
On dispose donc d’'un carré cartésien

XI L) X
)
[ 5
§'—=S
qui est un modele formel du carré du théoreme : de plus il existe un Oy-
module cohérent F tel que Frjg = E [Lii, 2.2], ou [Bo-Lii 1, 5.6] et ¢ est

un morphisme propre [Lii, 2.6]. D’apres le théoréme (1.1) le morphisme de
changement de base

0*Rip,(F) — Ry, 6™ (F)

est un isomorphisme ; par passage aux fibres génériques le (1.2.1) en résulte.
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Pour (1.2.2) : le complexe E*® provient, & multiplication pres par p~",
d’un complexe £* de Oy-modules cohérents. Il suffit alors d’appliquer le
(1.1.2) du théoreme (1.1) et de passer aux fibres génériques pour obtenir
(1.2.2).

Nous rassemblons pour mémoire dans la proposition suivante quelques
propriétés des immersions.

Proposition (1.3). Soient V et K comme en (1.2). Alors

(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion fer-
mée) o : X — Y de K-espaces rigides analytiques quasi-compacts
et quasi-séparés admet un modéle formel B : X — Y au sens de
[Bo-Lii 2, cor 5.10] qui est une immersion (resp. une immersion
ouverte, resp. une immersion fermée) : en particulier X et ) sont
plats sur V.

(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d’anneaur Ox
est cohérent.

(1.3.3) Soient a: X — Y une immersion fermée de K -espaces analytiques
rigides et M un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier ¢ > 0

on a ‘
R'a,(M) =0
et le morphisme canonique
oo (M) — M

est un isomorphisme.

Démonstration. Le (1.3.1) n’est autre que [Bo-Lii 2, cor 5.10].

Le (1.3.2) est 1a pour mémoire et résulte de la définition [B-G-R, 9.4.3,
def 1].

Pour le (1.3.3), les assertions sont locales sur Y : on peut donc supposer
Y affinoide, donc quasi-compact, quasi-séparé et de méme pour X puisque
« est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2, prop 5]. On prend alors un modeéle
formel 5 : X — Y de « [Bo-Lii 2, 5.10(d)] et un Ox-module cohérent M
tel que My = M [Lii, lemma 2.2]. Soient f,, : X,, — Y, la réduction de
mod m"*! et M,, = M/m"*1 M alors

B Bu(M) /m™ T = B B (M)
et puisque M et 5.(M) sont cohérents [théo (1.1)] on a des isomorphismes
M ZS1im M, et BB (M) S 1lim 5 Bpe(My).

n

Or le morphisme canonique
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est un isomorphisme : en effet, M,, étant de présentation finie sur Oy, , on
est ramené au cas de Oy, pour lequel ’assertion est claire puisque 3, est
une immersion fermée. En prenant la limite sur n de ces isomorphismes et
en passant aux fibres génériques on en déduit un isomorphisme canonique

afa, (M) S M .
L’égalité R'o.(M) = 0 pour i > 0 résulte de I'isomorphisme

R'B (M) S lim R'Bp(My)  [EGA I, (3.4.3)]

n

et de I'égalité R'S,.(M,) = 0 pour i > 0, puisque f3,, est fini. O

2. Sorites sur les voisinages stricts

2.0. Rappelons la définition de «voisinage strict» dans un espace rigide
analytique [G-K 2, 2.22].

Si U est un ouvert admissible d’un espace rigide analytique W, un ouvert
admissible V' C W est appelé voisinage strict de U dans W si {V, W\U}
est un recouvrement admissible de W. Cette définition redonne celle de [B
3, (1.2.1)], [B 4, §1], [LS, chap 2 et 3] dans le cas des tubes.

2.1. Considérons un diagramme commutatif

x e py ey
(2.1.1) fL lh O ih
SC.—>ST>T

8

dans lequel le carré de droite est un carré cartésien de V-schémas formels
séparés plats de type fini, f est un morphisme de k-schémas, iy, iy = oiy,
ts et i7 = p oig sont des immersions.

On note

/

hlt]X[X —)]S[S s
U X[y — Xy,

Xy — 1507
2 18ls — ISlr

~

. =

les morphismes induits sur les tubes respectivement par h, h, ¥, ¢ [B 3,
(1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2].
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Proposition (2.1.2). Awvec les notations précédentes, on a un diagramme
commutatif dont le carré du haut est cartésien

|X[x —2 )Xy

h,i 5

—=15[r

il

Démonstration. Le diagramme est clairement commutatif. Pour montrer
que le carré du haut est cartésien, il s’agit de vérifier que | X[y satisfait la
propriété universelle du produit fibré. Soit Z un espace rigide analytique
s’insérant dans un diagramme commutatif

7 —=1X[y— Yk

I
NS

Sk —> Tk 5

par propriété universelle de Xx = Sk X7, Vi on en déduit une fleche
Z -5 Xk qui s'insére dans le diagramme commutatif

X=—X
5% iy
x—" .y
sp sp
7 v Xy VK Vi
\

ou sp sont les morphismes de spécialisation. Puisque sp(]X[y) = X <= Y et
iy

compte tenu de la commutativité du diagramme précédent le morphisme v
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se factorise par | X[y en

7 —= Xk
N
[ X[x s

d’ou la proposition. O
2.2. Considérons a présent un diagramme commutatif

le iy

XL Yy

(2.2.1) Nll 0 lf ih

S——T——T w

Jr el

dans lequel le carré de gauche est cartésien, f, fi et f sont des morphismes
de k-schémas, h et p sont des morphismes de V-schémas formels séparés
plats de type fini, jx,, jy et jr sont des immersions ouvertes, iy et ir
sont des immersions fermées. Notons Xy = Eil(S), Yy = Eil(T ) et fo:
Xo = S, fy : Yo — T les morphismes induits par h. Soient Yy et T
les réductions modulo 7w de Y et T : les immersions fermées iy et ip se
factorisent respectivement via les immersions fermées iay; : Y — Yy, iy :
Y < Yy < Yy et ig, : T — Tp. On désigne par hyx : | X[y — |S[r, hy :
Y[y — ]T[7 les morphismes induits par hr : Yk — Tx [B 3, (1.1.11)
()], B 4, 1.1], [LS, chap 2] jy : |X[y — Y[y, 1y, : Y]y —]Yoly =
Vs gy, :|Ya[= Vi ceux induits par I'identité de Vi et jp : |S[r —
1T[7, i, : T[T — To[r = Tk ceux induits par I'identité de Tx. Si V est
un voisinage strict de |S[y dans |T[7, alors W := E;I(V) est un voisinage
strict de ] X1[y (donc de | X[y) dans [Y]y [B 3, (1.2.7)], [LS, chap 3] et on

note hy := hyjy : W = V.
Proposition (2.2.2). Sous les hypothéses (2.2) on a :

(2.2.2.1) Supposons que f_l(S) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un
diagramme commutatif

-/
’LYO

dans lequel le carré de gauche est cartésien et les fleches horizontales
sont des immersions ouvertes .
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(2.2.2.2) Supposons que Eil(T) =Y et ?71(5) = X. Alors les deuz car-
rés du diagramme précédent sont cartésiens. Si de plus V' décrit un
systéme fondamental de voisinages stricts de S|y dans |T[r, alors

E;I(V) décrit un systéme fondamental de voisinages stricts de | X[y
dans |Y[y.

Démonstration.

L’existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) résulte de (2.2.1)
et [B 3, (1.1.11) (i)] ou [LS, 2.2] via la définition des tubes [B 3, (1.1.1)],
[LS, chap 2].

Puisque ?_1(5 ) = X le diagramme (2.2.1) se décompose en

X sy ¥y

| o |
(2.22.3) BNS) —=h (1) —=Y

| e e b

S T T W -

On est donc ramené a étudier séparément le cas ot E_I(T) =Yet ?_1(5) =
X et celui ou h = id : on montrera d’abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il
nous suffira de traiter le cas ou h = id.

Pour (2.2.2.2). Les carrés du diagramme (2.2.2.1) sont cartésiens d’apres
la définition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] et le fait que Eil(T) =Y
et 71(S) = X.

Pour la deuxiéme assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan-
darts Vj x» = Unen Viu,\ de Berthelot [B 3, (1.2.4)], [LS, 3.4] : rappelons
au passage que si A, < Ay, alors Vi, v C Vi,

Si V est un voisinage strict de |S[r dans |T'[r, alors E;l(V) est un voisi-
nage strict de | X[y dans |Y[y [B 3, (1.2.7)], [LS, 3.1]. Soit W un voisinage
strict de | X[y dans [Y[y ; d’apres [B 3, (1.2.2)] on se raméne au cas ou | Y[y
est affinoide, et avec les notations de [loc. cit.] il existe A\g < 1 tel que, pour
Ao < A < 1,onait Uy C W. Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si V;, A(5)

parcourt un systéme fondamental de voisinages stricts de |S[7 dans |T[r,
alors il existe 7, et \,, assez proches de 1 tels que (hy) ™" (V;,, 1,(S)) C Uy
car les équations locales de Y (resp de Z := Y \ X) sont obtenues par image
inverse par h des équations locales de T' (resp de T\ S) (cf. aussi [LS, 3.2]).



Images directes I : Espaces rigides analytiques et images directes 117

Pour (2.2.2.1). Puisque | X[y et |Y[y sont des ouverts de Vi [B 3, (1.1.2)],
[LS, chap 2] il en résulte que ji- et 4y, sont des immersions ouvertes; de
méme pour ji et i, .

Pour montrer que le carré de gauche du diagramme (2.2.2.1) est cartésien
il nous suffit de traiter le cas ot h = id. Comme fﬁl(S ) = X, les équations

locales de Z =Y \ X sont obtenues par image inverse par f des équations
locales de T'\ S : la définition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] fournit
alors I'égalité | X [y=]S[y N ]Y [y, d’ou le carré cartésien de (2.2.2.1). O

Proposition (2.2.3). Sous les hypothéses de (2.2) on a :

(2.2.3.1) Supposons E_IQT) = Y,f_l(S) = E_I(S) = X et h est propre.
Alors hi,hy et hx sont propres. Si V est un voisinage strict de
1S[7 dans |T|[1 et W = E;l(V), alors hy = hy, : W = V est
propre.

(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans Y. Alors

(i) hx est lisse et quel que soit V un voisinage strict de |S[7 dans
|T[7 il existe un voisinage strict W de | X[y dans |Y[y tel que

hx induise un morphisme lisse hy : W — V. De plus Q%/V/V
est un Oy -module cohérent et localement libre.

(ii) Sil’on suppose aussi que Eil(T) =Y, et 571(5) = X, alors il
existe un voisinage strict V de |S[y dans |T[r tel qu’en posant

W = E;l (V) le morphisme hy induise un morphisme lisse
hy : W —= V.

Si de plus h est propre, alors le morphisme propre hy est ou-
vert pour la topologie rigide et hy (W) est un ouvert admissible

de V et de Ti.

(iii) Si en outre g : T — Spf V est lisse sur un voisinage de S
dans T, alors on peut prendre le V' du (i) lisse sur K et ainsi
Q%//K est localement libre de type fini sur le faisceau cohérent
d’anneaux Oy .

(iv) Supposons f surjectif, E_I(T) =Y, E_l(S) = X et h est propre.
Pour Vet W comme en (i) posons V' = hy (W).

Si (W) est un systéme fondamental de voisinages stricts de
1 X[y dans Y[y avec Wy C W, alors (hy (Wy))x est un systéme
fondamental de voisinages stricts de |S[r dans V'.
De plus le morphisme hy induit un morphisme propre lisse
et surjectif
hv/ W — V.
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Démonstration.

Prouvons (2.2.3.1). Sous nos hypotheses les deux carrés de (2.2.2.1) sont
cartésiens [cf (2.2.2.2)]. D’apres Litkebohmert [Lii, theo 3.1] le morphisme
propre h induit un morphisme propre d’espaces analytiques rigides hg :
Yk — Tx. Comme la notion de morphisme propre est stable par change-
ment de base en géométrie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en déduit
que hy,hx et hy sont propres.

Pour (2.2.3.2).

(1)

(iii)

L’ensemble W’ des points de ]Y[y ot le morphisme Ay est lisse est
un voisinage strict de | X[y dans [Y[y [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3]. Si V est
un voisinage strict quelconque de |S[7 dans |T'[7, W = E;I(V) nw’
est un voisinage strict de | X[y dans [Y[y [B 3, (1.2.7) et (1.2.10)],
[LS, 3.1] et hx induit donc un morphisme lisse hy : W — V5 en
particulier hx :]X[y—]S[7C V est lisse.

La lissité de hy prouve que Q;V sy est un Ow-module localement
libre de type fini, et comme Oy est un faisceau cohérent d’anneaux
[prop (1.3)], il résulte de [EGA Oy, (5.4.1)] que Q%/V/V est un Oyy-
module cohérent.

Si V' décrit un systéeme fondamental de voisinages stricts de |S[r

dans |T'[r, alors E;I(V) décrit un systeme fondamental de voisi-
nages stricts de | X[y dans |Y[y [(2.2.2.2)] : ainsi la premiere asser-
tion de (ii) résulte de (i).

Si de plus h est propre alors le morphisme hy = Eylw W=V
est propre et lisse; en particulier hy est ouvert pour la topologie
rigide : en effet on se rameéne, comme dans la premiere étape de
la preuve du théoreme (1.2) (puisque hy est propre), au cas des
espaces quasi-compacts quasi-séparés et on applique alors [Bo-Li
2, 5.11]. Donc V' := hy (W) est un ouvert admissible de V', donc de
Tx car V est un ouvert admissible de 7Tk .

Supposons en outre g : 7 — SpfV lisse sur un voisinage de S
dans T ; alors ’ensemble des points de |T'[7 ou gk est lisse est un
voisinage strict de |S[7 dans |T[r [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3] : quitte a
restreindre le V' du(i) [B 3, (1.2.10)], [LS, chap 3] on peut supposer
que la restriction de gx & V est lisse. Ainsi Q%//K sera un Oy-
module localement libre de type fini, donc cohérent sur Oy [(1.3)].
Dot (iii).

Puisque f est surjectif et h plat au voisinage de X, le morphisme

hx X[y — ]S[r

induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c’est aussi la
restriction de hy. De plus hy (W) contient |S[7 par la surjectivité
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de hx. Dans le diagramme commutatif

X W =h (V) = by (V) =W
(2.2.3.2.1) hxi ihv/ by
ISl V= hy (W) V

les carrés sont cartésiens d’aprés (2.2.2.2)et hy, hy sont lisses et
surjectifs.

Soit W un voisinage strict de | X[y dans |Y[y avec Wy C W,
ou W est défini ci-dessus : le morphisme ouvert hy [cf(ii)] envoie
le recouvrement admissible {Wy; W \ | X[y} de W sur le recou-
vrement admissible {hy (W));hy(W \ |X[y)} de V! = hy(W).
Par la surjectivité de hy et le fait que hy'(JS[r) = | X[y on a
hy(W \ | X[y) =V’ \ |S[7; par suite {hy(W)); V' \ |S[r} est un
recouvrement admissible de V| i.e. hy (W) est un voisinage strict
de |S[7 dans V.

Supposons maintenant que (W), décrive un systéme fondamen-
tal de voisinages stricts de | X[y dans |Y[y avec W)\ C W. Soit
V" un voisinage strict de ]S[7 dans V' : montrons que hy (V")
est un voisinage strict de | X[y dans W. D’abord {V"; V'\ |S[1} est
un recouvrement admissible de V', donc par image inverse
(Rt (V"); Ryt (VI\]S[7)} est un  recouvrement admissible de
hyt (V') = W ; en utilisant encore 1'égalité hy,/ (]S[7) =] X[y on en
déduit que hy (V'\ |S[7) = W\ ] X[y : donc hy (V") est un voisi-
nage strict de | X[y dans W. Ainsi il existe x tel que W, C i/ (V"),
d’ou

hV’(Wﬂ) C hyr h;—,l(V”) _ V//;

par suite (hy (W)))a est bien un systeme fondamental de voisinages
stricts de |S[y dans V.

Si de plus h est propre alors hy est de surcroit propre puisque
(2.2.3.2.1) est a carrés cartésiens et hy est propre. O

2.3. Soient S = Spec Ap un k-schéma lisse et f : X = Spec By — S
un k-morphisme fini. Désignons par A = V[t1,...,t,]/(f1, ..., fr) une V-
algebre lisse relevant Ap, P la fermeture projective de Spec A dans P}, P’
le normalisé de P et notons & = Spf A, S=PetS= P les complétés
formels de Spec A, P et P’ comme dans le théoréeme [Et 5, théo (3.1.3)] : on
sait [loc. cit.] que S et S sont propres sur V, que S est normal, qu’il existe
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une A-algebre finie normale B et un carré cartésien de V-schémas formels

SpfB=X“—>X =P/

3 i

SpfA=8——>S=P

ot P/ est la fermeture intégrale de P’ dans Spec B, avec h fini, h fini et j
une immersion ouverte. On note f : X — S la réduction de h: X — S
sur k =V /m.

Rappelons [Et 5, théo (3.1.3)] qu’il existe a € A et f(t) € A,[t] tels que
B est la fermeture intégrale de A dans A,[t]/(f). Fixons d’autre part une
présentation de la V-algebre B

B ~ V[t},....,t0]/ (g1, s gs)-

Soient Y le complété formel de la fermeture projective Py de Spec B dans
P@l et Y sa réduction sur k.
Comme P’ est le normalisé de P on a un triangle commutatif

= P
P

i:v

oft v est fini et j une immersion ouverte. Un systéme fondamental de voisi-
nages stricts de Sk dans Sk est fourni par les intersections Vy de (Spec A)%
avec les boules fermées B(0,A") C A% pour A — 11 et V), = Spm A,

A}( = lim A4, [B 3, (2.5.1)], [LS, 5.1]. Puisque v est propre, et étale au

.

J
S ~ SN :
J

VoisinageA de S, il existe A\g > 1 tel que tout A, 1 < A < Ag, v induise un iso-
morphisme entre Vy et un voisinage strict Vy de Sk dans Sk [B 3, (1.3.5)],
[LS, chap 3] : on identifiera Vy et Vy dans la suite.

Notons Pi l'adhérence schématique de Spec B plongé diagonalement
dans P/ xy Pj, Z = P} le complété formel de P§ et Z sa réduction mod
m. On a un diagramme commutatif
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ou les u;,v; sont propres et les u; sont étales au voisinage de X. D’apres
B 3, (1.3.5)], [LS, chap 3] u;x induit un isomorphisme entre un voisinage
strict de | X[z dans Zg et un voisinage strict de | X[ ~ |X[x = Xk
dans Xk et par suite un isomorphisme entre des systémes fondamentaux
de tels voisinages stricts. De méme ugx induit un isomorphisme entre un
systeme fondamental de voisinages stricts de | X[z dans Zk et un systéme
fondamental (W) de voisinages stricts de X dans Vk. Par composition
il en résulte pour N’ — 17 un isomorphisme entre les W}, et un systéme
fondamental de voisinages stricts (W{,) de X dans Xk identifiés ci-apres.
Pour A\ > 1, il existe donc X > 1 et des immersions ouvertes

. A
Spm By = Xx < W 225 R (Va) =: Wi

Proposition (2.3.1). Avec les notations de 2.3 on a :

(1) Si (Va)a est un systéme fondamental de voisinages stricts de Sk
dans Sy, alors (Wy)y = (E;(l(V,\)),\ est un systéme fondamental
de voisinages stricts de X dans X k.

StV = Spm Ay, alors Wy = Spm By, ot B), est une Ax-algébre

finie.

(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fidélement plat, resp. fini
étale, resp. fini étale galoisien de groupe G) et Vy = Spm Ay. Alors
il existe \g > 1 tel que pour tout \,1 < X\ < A, et Wy := E?(VA),
le morphisme induit par hi

hy = EK|W>\ Wy — V),

soit fini et plat (resp. fini et fidélement plat, resp. fini étale, resp.
fini étale galoisien de groupe G), avec V) lisse sur K et Q%/A/K
localement libre de type fini sur le faisceau cohérent d’anneaux Oy, .

Démonstration. On utilise les notations du 2.3.

(1) On a déja prouvé la premiere assertion du (1) en (2.2.2.2). Prouvons
la seconde assertion du (1). Comme hy est fini, Wy = E;(VA) est
un affinoide noté Spm B, et B) est une Ajy-algebre finie [B-G-R,
9.4.4 cor 2] ; on note h) := EK|WA : Wy =Spm By — V), = Spm A,.
D’ou le (1).
(2) On peut supposer A et B intégralement clos : on traitera a part le
cas fini étale galoisien.
Notons ¢ : A — B le morphisme fini tel que Spec ¢ : Spec B —
Spec A releve f [Et 5, théo (3.1.3)], et ¢ : A — B (resp. ¢f :
Al — BT) le morphisme induit sur les séparés complétés (resp. sur
les complétés faibles). D’apres [loc. cit.], ol et ¢ sont finis et plats
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(resp. finis et fidelement plats, resp. finis étales) si et seulement si
f Dest. Avec les notations du (2.3) on a :

A}(:h_m AA,B}(:h_rpBAeth}(:AJ}(%B}(
> >
A—1 A—1

est la limite inductive des ¢y : Ay — By [EGA 1V, (8.5.2.1)] avec
hx = Spm () : Wy = Spm B, — V) = Spm A,.

Si f est fini et plat (resp. ...) alors @J}( I’est et pour A assez proche
de 1, vy lest aussi par [EGA IV, (11.2.6), (8.10.5), (17.7.8)], de
méme pour hy. D’ou le (2) hormis le cas galoisien.

Considérons a présent le cas galoisien.
Puisque f est galoisien il est surjectif; ainsi

h:X=SpfB - S=Spf A

est fini étale surjectif et galoisien de groupe G, d’ou en particulier
une injection : A < B. Par suite hg : Xx — Sk est fini étale
surjectif et galoisien de groupe G.

Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture intégrale de
A dans Au[t]/(f) et que Spec AT — Spec A est un morphisme
normal [Et 5, prop (1.1)], il résulte de [EGA IV, (6.14.4)] que BT =
B®aAT est la fermeture intégrale de AT dans (BT), = (A"), []/(f) :
par suite B}( est la fermeture intégrale de A}( dans (A", k [t]/(f).
L’anneau AT est réduit par [Et 5, prop (1.7)], car A est réduit, et
At — BT est fini étale car A — B Dest : donc B' est réduit car
AT est réduit [Et 5, lemme (1.6)]. Ainsi BT est intégralement fermé
dans B [Et 5, théo (2.2)(2)(ii)] ; d’ott B}{ est la fermeture intégrale
de AJ}( dans Bp.

On a vu ci-dessus que, pour A suffisamment proche de 1,

hA:WA:SmeA—)VA:SpmA)\

est fini étale. Compte tenu du diagramme commutatif

A

BK )B)\

| |

Ag )A}( DA,

la fleche Ay — B, induite par h) est injective, donc h) est surjectif.
Choisissons un ensemble fini {x;} de générateurs de B) sur Aj.
Comme chaque z; est entier sur Ay, les éléments g5 (2;) € Br,

pour g décrivant G et 95, - Byx — By induit par g, sont aussi
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entiers sur Ay C A}{, donc a fortiori sur Ak = limA,. Or on a
=

m
vu que B}( est la fermeture intégrale de AJ}( dans By et que B}(
est intégralement fermé dans B ¢ il existe donc N, 1 < N < A
tel que pour tout i et tout ¢ € G on ait 9B, (x;) € By. Ainsi
I’action de G s’étend de Xx & Wy = Spm By : en effet g € G
définit un morphisme gy : Wy — W), s’insérant dans le diagramme
commutatif a carré cartésien

W

d’ou la factorisation de gyy par Wy.

Montrons que le morphisme fini étale surjectif
hy : Wy — Vy
est galoisien de groupe G. On a
(Bx) C (Bg)® = Ax;
d’ou
Ay C (By)® € By NAg

et on dispose d’un carré commutatif

v —

|

B/\’(HBK

avec Ay — By fidélement plat et Bx = Ax ®4,, By : d'apres [Et
2, prop 2] on en déduit

Ay =Byn AK = (B)\/)G,

d’ou la proposition (2.3.1). O
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3. Images directes d’isocristaux

3.1 Sections surconvergentes. On suppose donné un diagramme com-
mutatif tel que (2.2.1). Pour un voisinage strict W (resp. un couple de
voisinages stricts W/ C W) de | X[y dans |Y[y on note ayy (resp.ayy)
Iimmersion ouverte de W dans |Y[y(resp. de W’ dans W). Si A est un
faisceau d’anneaux sur W et E un 4-module, on pose [B 3,(2.1.1.1)], [LS,
chap 5] :

(3.1.1) JivE = lim ayprealu E

w'cw

la limite étant prise sur les voisinages W' C W.
De méme [B 3,(2.1.1.3)], [LS, chap 5] :

(3.1.2) SV E = ay gl E

(3.1.3) Si V est un voisinage strict de |S[r dans |T[r, alors W =
EK_I(V) NYly = EY_I(V) est un voisinage strict de | X[y dans |Y[y
[B 3, (1.2.7)], [LS, chap 3] et on note hy la restriction de hy a W, et
Proposition (3.1.4). Avec les hypothéses et notations de (3.1.3) supposons
que hy : Y [y—]T |7 soit quasi-compact et quasi-séparé ; soit E un faisceau
abélien sur W.

(a) Supposons que h _I(T) =Y eth (S)= X alors, pour tout entier

120, on a des isomorphismes canoniques

(3.1.4.1) Rihy~(jiy B) =5 i, Rihy-(E)

1

(3.1.4.2) Rihge-(ji B) =5 jLR by (E) .
Si de plus h est une immersion fermée, alors
(3.1.4.3) R'hy-(jl,E) = 0 pouri>1
et le morphisme canonique
(3.1.4.4) hyhji B il E
est un isomorphisme.
(b) Si l’on ne suppose plus que h _1(T) =Y eth _1(5’) = X, alors,

pour tout entier © = 0, on a des isomorphismes canoniques

(3.1.4.5) Rihy-(jly E) = 5 R hv- (il B)

(3.1.4.6) R (G E) == jpR'hy-(ily B) .
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Démonstration

(a) Les deux foncteurs

F:E v hy-ji, E
et

G:Ev—s jlhyE
de la catégorie C des faisceaux abéliens sur W dans la catégorie
des faisceaux abéliens sur V' sont exacts & gauche [B 3,(2.1.3)(iii)],
[LS, 5.3]. Comme la catégorie abélienne C admet suffisamment d’in-
jectifs, les foncteurs dérivés droits R'F et R'G existent et (R'F); ,
(R'G); sont des d-foncteurs universels : puisque jl]:v et jg, sont exacts
[loc. cit.], et que ay : W <Y [y (resp. ay : V ——=|T'[7) est exact
sur la catégorie des j;r,VZ—modules (resp. des j;r/Z—modules) B 3,
dém. de (2.1.3)], on est ramené pour le (a) a prouver que F = G.

Comme hy est quasi-compact et quasi-séparé, il en est de méme
par changement de base pour hy, donc hy+ commute aux limites
inductives filtrantes : de plus les hypotheses entrainent que si V' dé-
crit un systéme fondamental de voisinages stricts de |S[7 dans |T[r,
alors h;l(V’ ) = W' décrit un systéme fondamental de voisinages
stricts de | X[y dans |Y[y [(2.2.2.2)]; d’ou

hye (Gl B) = lim hyeagpyrayly, B
w'cw
= lim ayyrhyrayy B
vicv
= lim avv/*a‘_/%/,hv*E
v/icv
= jyhv-(B),
ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2).

Si h est une immersion fermée, alors hx en est une aussi [B 3,
(0.2.4)(iv)] , ou [Bo-Lii 1, §4] et [B-G-R, 9.5.3 prop 2 et 7.1.4 def
3], de méme que hy par changement de base : en particulier hy est
quasi-compact et quasi-séparé. Ainsi (3.1.4.3) résulte de (3.1.4.1) et
(1.3.3). Pour (3.1.4.4) on utilise la suite d’isomorphismes

Rychice i B =5 Ry jhhy-E (3.1.4.2)
& G by (B) [B 3,(2.1.4.8)], [LS, 5.3]
= i (B) (1.3.3).

(b) L'ouvert W = EY_I(V) est un voisinage strict de ] X[y (donc de
X[y) dans Y[y ; la définition de jT FE) fait intervenir une limite
y Yy w
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inductive sur les voisinages stricts W' de ] X[y dans ]Y[y : si cette
fois la limite inductive est prise sur les voisinages stricts Wyde | X1y
dans Y[y nous noterons jIT%(E) le résultat, et on a [B 3, (2.1.7)],
[LS, chap 5]

i (B) = iy © iy, (B) = iy, o jily (E)-
D’ou, en appliquant (3.1.4.1) :
Rihy-(jly B) = R'hv-jly, (jiy E)
= ji R'hv- (il E);
de méme pour (3.1.4.6). O

3.2 Définition des images directes.
(3.2.1) On suppose fixé un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on

fait I’hypothése supplémentaire que h (resp p) est lisse sur un voisinage de
X dans Y (resp de S dans T)

X< Jy < iy y

R

S——=T——T W.

Jr eyl

Soient E € Isoc((X,Y)/W), W un voisinage strict de | X[y dans ]Y[y
et Eyw un Op-module cohérent muni d’une connexion intégrable tel que
j;r,EW =: Fy soit une réalisation de E [B 3, (2.3.2)], [LS, 7.1]. Lorsque Y
est propre sur W on notera Isoc!((X,Y)/W) = Isoc'(X/W) [B 3, (2.3.6)] :
si de plus W = SpfV on notera Isoc!(X/SpfV) =: Isoc!(X/K).

Pour E € Isoc'((X,Y)/W) Berthelot a défini dans [B 5,(3.1.11)] les
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par
la formule

(3211)  Rf,0e(X,Y)/T: E) i= Rhg-(j} Ew @0y, Qyiy /730
= REY*U;[/EW ®O]Y[y Q].Y[y/]T[T);

et la cohomologie de ces complexes est indépendante du Y choisi [B 5,
(3.1.2)], [LS, 7.4.2]. _

Lorsque X =Y, alors f : X — T et on obtient la cohomologie conver-
gente :

(3212) R?com}* ((X7 Y)/Tv E) = Rfrlg*((X’ X)/Tv E)
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(8.2.2) Sous les hypothéses (3.2.1) supposons de plus h propre : ainsi Y est
une compactification X =Y de X au-dessus de 7. Berthelot définit alors
R frig« (X/T; E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2])

(3.2.2.1) Rfrig-(X/T3E) := Rf ;0 (X, X) /T E);

et la cohomologie de ce complexe est indépendante du X choisi [B 5,(3.2.2)]
[LS, 8.2.1] [C-T, 10.5.3].

3.3 Changement de base.
(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on considére un parallélépipede com-
mutatif

(3.3.1.1)
X ¢ A y ¢ i y
L T
f i
, Jy? : yr _
X' ¢ Y' € : Y h
; oy -
fl 3 S Co IT . : T Co o ZT> T P W
) —/ E E/
. A

S : T' € : T’ ; w’

Jr! iy p

dans lequel le cube de gauche est formé de k-schémas séparés de type fini,
les morphismes g, h, g, &, p, p/, 0 sont des morphismes de V-schémas
formels (V-schémas formels que 'on supposera séparés, plats et de type
fini), les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). On
suppose 0 lisse et X' = X x5S, Y =Y xr T, et Y =Y x7T".

On vérifie alors facilement que 'on a

(3312)  IXy=IXyxep ]Sl Y =Y oxr T

Soient V un voisinage strict de | Sy dans |T'[7 et V' un voisinage strict de
18'[7+ dans |T'[7+ tel que V! € g, {(V)N|T'[7; alors W :=Rye (V)N]Y [y
est un voisinage strict de | X[y dans |Y[y et W' := E};l(V’)ﬂ]Y’by est un
voisinage strict de | X'[» dans [Y”[y tel que W’ C Gy ' (W)N]Y”[3. Notons

hy W =V, gy : V' =V, b, W =V et gy W W
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les morphismes induits respectivement par hx, G, E/K, et g . Ainsi on
dispose d’un cube commutatif

W Vi Tk
(3.3.1.3)
\
hlV/ V G s > TK
7 _
gV:: h/}(
- 9K
Ve Th

dans lequel W/ =W xy V' et Vo = Vx X715 T k-

Lemme (3.3.1.4). Avec les hypothéses et notations de (3.3.1) supposons
de plus que g soit plat (resp. que g soit lisse sur un voisinage de S’ dans
T'). Alors il existe un voisinage strict V' de |S'[7+ dans [T [+ tel que gy
soit plat (resp. que gy soit lisse).

Démonstration. Dans le cas plat c’est clair puisque Gy est plat; dans le cas
lisse, c’est [B 3, (2.2.1)], [LS, chap 3]. O

Définition(3.3.1.5) Soit £ un j;(’)v—module ; som tmage inverse surcon-
vergente est définie par la formule

(0. 2.9)1(€) = i1 (G5E);

lorsque £ est une réalisation d’un isocristal E € Isoct((S,T)/W) on écrira
ausst

(2. 2)*(€) = (2. 7.9)1(€) = i1 (75E).

Théoréme (3.3.2) Sous les hypothéses (3.3.1) supposons que h _I(T) =
Y, h 71(5) = X et hy propre (cette derniére hypothése est vérifiée si h est
propre).
(3.3.2.1) Soit Ew un Ow-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0,

on a :

(1) Rihg- (j;EW) est un j}(’)]T[T-module cohérent et on a un iso-

morphisme
Rihge (1 Bw) = jLRihy~(Ew).
(2) Supposons de plus gy plat; alors
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(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens
surconvergent

(0,9, 9) (R 4y Bw) ~ Ry (9553 Ew)
~ Rl (j1 gt Bw)
~ jr_Tp,Rih/ (g Ew).

(i) Si de plus p ~1(S) = S’, les isomorphismes précédents
deviennent

% pie - i/ . %

Tic Rk Bw ~ Ry (31 gty Ew)
~ it Ry (g5 Bw),

et l'on a des isomorphismes

G Rihy-jly Bw ~ Ry (gh 58, Bw)
~ R hV’*JW’gV)'{/EW‘

(3.3.2.2) Soient Ey, un compleze borné de Ow -module cohérents et
By, = By ©o, Ov' = givEyy.
Alors, pour tout entier i > 0, on a :

(1) Rihg- (j;r/E;/V) est un j}O}T[T-module cohérent et on a un iso-
morphisme

Rhi- (3} Eyy) = j3Rihy-E
(2) Supposons de plus gy plat; alors

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens
surconvergent

— ]T/R hv/* (EW/)

(i) Si de plus  ~1(S) = S’, les isomorphismes précédents
deviennent

Tic R Bry ~ R (31 Byy)
~ b R B (B,
et l'on a des isomorphismes
i Rihy+jly Eyy ~ R'Wygii ity By
~ R hV/*JWIQWEW-
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Démonstration
Le (1) de (3.3.2.1) résulte de (3.1.4.2) et (1.2.1).
Pour le (i) de (3.3.2.1)(2) on considere le diagramme commutatif

SolT 0 Tgﬁ
S/ C%T/
Jir!

d
Sl (—> T/
I’

dans lequel le carré du haut est cartésien et o = 1 075. On a alors une suite
d’isomorphismes

(0, 2,9) (R il Ew) ~ i} g5 R b Ew  [(3.3.1.5)]
X gk Ry By [(3.1.4.2)]
X bl gt Ry By [B 3,(2.1.4.8)], [LS, (5.3)]
B 3,(2.1.7)], [LS, (5.1)]

SR g By [(1.2.1)(2)]
3.1.4.2)]

3,(2.1.4.8)], [LS, (5.3)].

T =

[

[

[

S jhgy R By |
[
& R jingwBw |
B

; RiEK*g KJYEW

Pour le (it) de (3.3.2.1)(2) il suffit de remarquer que les hypotheses im-
pliquent que (¢, 3,9) 1(£) = % (€) pour tout faisceau abélien € sur Tk ; la
derniere assertion résulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] ou [LS, 5.3] et (1.2.1)
comme ci-dessus.

Pour (3.3.2.2) on procéde de méme en utilisant cette fois le (1.2.2) du
théoreme (1.2). O

Remarque (5.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du théoréme précédent,
si 'on ne suppose plus 'existence de g, mais que 'on suppose toujours
I’existence du carré cartésien

/

g
Wl L)W

V==V
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on obtient, pour tout Oy -module cohérent Fy, un isomorphisme de chan-
gement de base

(3.3.3.1) go Ryl Bw =5 RNy gl il Ew
5 RUBy gl gt Bw.
De méme, pour le (3.3.2.2)(2)(ii) du théoréme, on a un isomorphisme

(3.3.3.2) 9o Rihy-jw (Eyy) S Ryl (By).

3.4 Surconvergence des images directes. Nous allons considérer dans
le prochain théoréme 1'une des trois situations suivantes.

(3.4.1) Dans le premier cas, nous considérons un diagramme commu-
tatif satisfaisant aux hypotheses de (2.2)

X(jY

y -y
(3.4.1.1) fJ/ O J{f O |&
5 ir Te ir T—W,
et un diagramme commutatif
g C Jr T i T p W

(3.4.1.2) «JT 4 Tg Te

S/C . T/C . T/ - W/

Jr! trr P

tel qu’en prenant I'image inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un
parallélépipede commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carrés
de (3.4.1.1) cartésiens (h _1(T) =Y, h _1(5) = X), h propre, h lisse sur
un voisinage de X dans Y, 6 lisse, p (resp p') lisse sur un voisinage de S
dans T (resp de S’ dans 7). On suppose également satisfaite I'une des
deux hypotheéses suivantes : g est lisse sur un voisinage de S’ dans 7/, ou g
est plat.

(3.4.2) Dans le deuxriéme cas, nous considérons un diagramme commu-
tatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif

Ly (R VY

(3.4.2.1) wT WT Ta
S/ C 4 T/ C 4 7-/ - W/

JT! Lyt p
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satisfaisant aux mémes propriétés que (3.4.1.2) excepté l'existence de g,
mais en supposant p propre, et nous noterons

X' =X x5S o ¥y oY xpT

et
S
f
X/ C%]Y/ Y/ f
(3.4.2.2)
v S ¢ ST

I'image inverse par (¢, @) de (3.4.1.1).

(3.4.3) Dans le troisiéme cas, qui généralise le premier, nous considé-
rons des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans
supposer p propre. Par contre nous supposons de plus I'existence d’un dia-
gramme commutatif

b CL Y/ CL yl
(3.4.3.1) f’i O lf’ O lhl

SIC . T/( . 7'/ r W/
j i

T/

T/

satisfaisant aux mémes hypotheses que (3.4.1.1), et dans lequel X', Y sa-
tisfont aux propriétés de (3.4.2.2).

Dans le cas relevable le théoréme suivant résout une conjecture de Ber-
thelot [B 2, (4.3)] et généralise le théoreme 5 de loc. cit.

Théoréme (3.4.4) Pour tout entier i > 0, on a :
(3.4.4.1) Sous les hypothéses (3.4.3), on a :
(i) f induit un foncteur
Rf (X, Y)/T; =) : Isoc (X, Y) /W) — Isoc! ((S,T)/W).
(i) 4l existe un morphisme de changement de base
(@7@)*Ri?m'g*((X7 Y)/Tv E) — Ri?m‘g*((X,? Y/)/T/; (¢,7¢/)*(E))
et celui-ci est un isomorphisme dans Isoct((S',T")/W').
(3.4.4.2) Sous les hypothéses (3.4.2) on a :
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(i) f induit un foncteur
R frige( X/ T; =) : Isoct(X/W) — Isoct(S/W).

(ii) L’isomorphisme de changement de base de (3.4.4.1)(ii) existe
et devient

(9. P) R frigs (X/ T3 B) = R0 (X', Y) /T (¢, 7)) ().

(iii) Si de plus p' est propre, alors lisomorphisme de (ii) précédent
devient un isomorphisme dans Isoc' (S'/W') :

O R frige(X/T; B) = R flig (X' T' ¢ (E)).

(iv) Si 8" = T, Uisomorphisme du (ii) précédent devient un iso-
morphisme dans Isoc(S'/W') :

Sa*j%RZf”g* (X/T’ E) ;> leéonv* (X//T/’ @l*(E»

o E € Isoc(X/W) est Uisocristal convergent associé d
E € Isocl(X/W) par le foncteur d’oubli Isoc'(X/W) —
Isoc(X/W).

En particulier si S' =T = S, on a un isomorphisme

TR frige(X/ T E) = R feonus(X/ T3 E).
(3.4.4.3) Sous les hypothéses (3.4.3) avec S =T et ' =T on a :
(i) f induit un foncteur
R feonus : Isoc(X/W) — Isoc(S/W).

(ii) Il existe un isomorphisme de changement de base dans
Isoc(S"/W')

PR feonon(X/T:€) = R fronue (X' [T (€)).

Avant de donner la preuve du théoréme, faisons quelques remarques :

Remarques (3.4.4.4) :

(i) Sous les hypotheses de (3.4.4.2)(iii), et en supposant de plus que
@ est 'identité de S et 0 I'identité de W, I'isomorphisme de chan-
gement de base prouve que R'f.(X/T;E) est indépendant du
schéma formel 7 dans lequel S est plongé (avec bien str 7 propre
sur W, p lisse sur un voisinage de S dans T et h vérifiant (3.4.4)).

La méme remarque s’applique & R’ foonps(X/T; E).



134 Jean-Yves ETESSE

(ii) D’apres [Et 5, théo (3.2.1)] les hypotheses de (3.4.4.2)(iii) sont véri-
fiées pour W = SpfV, S affine et lisse sur k et certains morphismes
f projectifs et lisses.

(iii) En conjuguant (i) et (ii) nous en déduirons plus loin [Théoréme
(3.4.8.2)] que les constructions se recollent pour certains mor-
phismes f projectifs lisses et S un k-schéma lisse (plus nécessai-
rement affine).

Démonstration de (3.4.4).
Le (3.4.4.3) est conséquence directe de (3.4.4.1).

La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six étapes que l'on précise
ici :

Dans les quatre premiéres étapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous
I’hypothese plus particuliere (3.4.1) (i.e. existence de g) :

- étape D) : montrer que R'f,, . ((X,Y)/T; E) est un j}(’)}T[T—module

cohérent.

rig*

- étape (2) : montrer I'isomorphisme de changement de base (3.4.4.1)
(ii) lorsque B~ 1(S) = 5.

- étape (3) : achever la preuve de (3.4.4.1)(i).

- étape (@) : achever la preuve de I'isomorphisme de changement de
base (3.4.4.1)(ii).

- étape (5) : on prouve (3.4.4.1) sous les hypotheses (3.4.3).
- étape (6 : on prouve (3.4.4.2).

Placons-nous d’abord sous les hypotheses (3.4.1).

On se donne donc un diagramme tel que (3.3.1.1) avec E_l(T) =Y,

Eil(S) =X :onnote S| =@ 1(S) et S’ EN S, 24 S la factorisation de ¢

ou j est une immersion ouverte ; on en déduit un diagramme commutatif &
carrés verticaux cartésiens
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S/ ( . Tl :C

It Gt

Pour E € Isoc'((X,Y)/W) on notera (¢,%)*(E) son image inverse par le
couple (¢, %) [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS, chap 7] pour préciser la dépendance en
p et p : d’autres images inverses seront utilisées, que le contexte précisera
(cf. dét. (3.3.1.5)).

Etape (D). Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strict W de | X [y
dans |Y[y tel que Ey := j;L,EW soit une réalisation de E, et d’apres (2.2.2.2)
on peut supposer que W est de la forme W = E;I(V) pour un voisinage
strict V' de |S[r dans |T'[7; de plus on a un diagramme commutatif

]X[y (—>W(ﬂ>yK

S

]S[T< V( ay TK

dans lequel les carrés sont cartésiens et ou les fleches horizontales sont des
immertions ouvertes, hx est propre et hx est propre et lisse [(2.2.3.2)(i)] :
quitte & restreindre V' on peut supposer via [(2.2.3.2)(ii)] que hy est propre
et lisse.
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Or RH_]frzg ((X,Y)/T; E) est aboutissement d’une suite spectrale de
terme E) “J donné par

avec filtration
Fil' := Fil'(ji, Ew ® Yy i)
= JYEW ® Q]Y[y/TK
et on a une suite d’isomorphismes
.+ i
Jy Ew DOy, Q]ZY[y/TK

~ on*( wEw @oy, O‘;V(Q]iY[y/TK))
*(JWEW ROy Q%/V/TK) car ayy est étale
=y (JWEW Qow QW/V) car oy est étale

~ o+ (jly Ow ®oy Bw @0y, Qyy)[B 3,(2.1.3)], [LS, chap 5]
~ OéW*j{T/V(EW 0w Q%/V/V) [loc. cit.]
= ];[/(EW Qow Q%/V/V)a

ol Q%,V/V est un Op-module cohérent et localement libre [(2.2.3.2(i)].
D’apres (3.1.4) on en déduit un isomorphisme

Eiv] = RJEK* (]I/EW ®O]Y[y Q]ZY[y/TK)
5 R by (Bw @0y Qiyjv):
or Rihy«(Ew ROy Q;V /V) est un Oy -module cohérent d’apres le théoreme

(1.2), donc E"l’j est un j;O]T[T—module cohérent. Comme la filtration Fil’
est finie, il en résulte que Paboutissement R f,.  ((X,Y)/T;E) est un

j}(’)}T[T—module cohérent. Remarquons que pour prouver cette cohérence
on aurait pu appliquer le (1) de (3.3.2.2).

Etape (2). On a vu a I'étape (D) que
Ri?rig*((X’ Y)/T;E) = RiﬁK* (];L/EW ®O]Y[y Q].Y[y/TK)
~ R (3} (Bw @0y Qyyv),

et les By ®oy, Q{/V % sont des Oy -module cohérents.
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Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de S’ dans
77, on peut d’apres (3.3.1.4) et quitte a restreindre V supposer gy plat : le
(2) de (3.3.2.2) nous fournit alors I"isomorphisme de changement de base

(34.4.1.1) B
yKszrig*((X’ Y)/Tv E) - sz/rig*((Xiv Y,)/T,; (‘Pﬁa@l)*(E))

Etape Q). Ayant établi & I'étape (D) que RiTTig*((X, Y)/T;E) est un
j}O}T[T—module cohérent, I’isomorphisme de changement de base de 1’étape
va nous permettre ci-dessous d’établir l'existence des isomorphismes
B 3, (2.2.5.1)], [LS, chap 7] vérifiant la condition de cocycles, munissant
ainsi R'f,;,.((X,Y)/T; E) d’une connexion surconvergente.
On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens

I'-=(1yxh) |
y Y T — y
hl ihXIT \Lh
T TxwT 1T T,

olt p17, P} sont les premieres projections, I';- est le morphisme graphe de h
et A7 est le morphisme diagonal : I';; est une immersion fermée puisque 7
est séparé sur YW ; on note alors |Y [yx,, 7 le tube de Y dans Y xy, T pour

]__‘7
I'immersion fermée composée Y — Y < Y x0T, et |T[72 celui de T
dans 7?2 pour 'immersion fermée T — T T TxwT.
T

D’apres (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif & carré cartésien

Piy

(3.4.4.1.2) Yy

p1y

olt b}, hY, h sont induits respectivement par hg x 17, 1y, X by et hy X hg.
On a de méme un diagramme analogue (3.4.4.1.2)" avec py & la place de
p1 et hhy, hi...
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D’apres (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] ou [LS, 7.4] on a les
isomorphismes canoniques

~

R g (X, Y)/T% E) = R0y (By) © Oy, 72)
~ R'AY, (01 (By) @ Q}.Y[yxT/Tﬁ)
& pir Ry (Ey @ Xy, /7c) [étape ()]
= PiTR frig (X, Y)/T: B);
I’avant-dernier isomorphisme ci-dessus est réalisable via I'étape (2) car p
étant lisse sur un voisinage de S dans T, p17: T xw T — T est lisse sur

un voisinage de S dans T xyy T.
Or l'isomorphisme [B 3, (2.2.5.1)], [LS, 7.2]

pay(Ey) — piy(Ey)
assurant 1’existence d’une connexion (surconvergente) sur Ey fournit aussi
les isomorphismes

R'h (pgy(Ey) ® Q}.y[y2 /7’}3) — R'h. (pfy(Ey) ® Q}.Y[yQ /7’}2()7
c’est-a-dire, par les mémes arguments que ci-dessus, des isomorphismes
(34413) R (X, V)T E) 55 R0 (X, Y)/T% E)

& pT’TRZ?m'g*((Xv Y)/Ta E)
satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)], [LS, 7.2]. Ceci établit 'exis-

tence d'une connexion surconvergente sur R'f,...((X,Y)/T; E) et acheve
la preuve de I’étape (3).

Etape (@. Puisque R'f, ;. ((X,Y)/T; E) est un isocristal surconvergent le
long de T'\ S, son image inverse par (¢, ) est, d’apres 1'étape (2), 'image
inverse par (j,idy) de 'isocristal surconvergent (le long de T\ S7)

Ri?rig*((Xia Y/)/T/; (80,1@/)*(]5)) = jIT’(Ri /V’*(g{/)lk/(EW) ®OW’ Q;/V'/V/))

(cf (3.3.1.3)).
Le Oyr-module

Evr = R'hiy (g (Bw) @0y, Ly jyr)

est cohérent, et par définition des images inverses [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS,
chap 5] on a

Gy idr)* (Gl (EL)) = 3 (E8):
or d’apres [(3.3.2.2)(1)] on a :
I (E) = R (il (g (Bw) @0y Wy 1)
= R f (X, Y) /T (0.9)"(E)),
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d’ou 'isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1.4)

(0, 8) R frigu(X,Y) /T E) = RF,0, (X, Y) )T (¢, ) (E)),
qui est celui de (3.4.4.1)(ii).

Etape (5. Plagons-nous sous les hypotheses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1)
dans ce cas.

Considérons les parallélépipedes commutatifs suivants dans lesquels les
faces verticales sont cartésiennes

(3.4.4.1.5)
XC Jy Y( iy y
¢’ @ P p1y
x'C I/ y/C v/ N 7
/ g A S o "
9] 7 b 7 -1 ’
h
@ %7—//
S/( - Tl( — T/l — 7' X T/
T/ U
X/( Ty’ Y/( yr Y
e LY YL Ny -
X Y y B
(3.4.4.1.6)
v . v 11
7 GC A T ZT; T
id - - = =
. f : h
S’C . T/( . Tl - W/
Jr! s P

ol p; est la projection sur le i® facteur et i/, = (ip o @, ipv).
On forme aussi le carré cartésien

JN/ u2 Y
(3.4.4.1.7) ull lh”
Y . =T
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Comme u; et us sont propres, et lisses sur un voisinage de X’ dans 37, on
peut d’apres [B 5, (3.1.2)] ou [LS, 7.4] faire le calcul de

R Frige (XY /T (¢ 9) ()

a l’aide de la cohomologie de de Rham, aussi bien avec E’", " oup = E”OUQ
ou E”, qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X’
respectivement dans Y, Y et Y. Or pyyn (vesp parr) étant lisse sur un
voisinage de S’ dans T”, on a d’apres I'étape (4 des isomorphismes de
changement de base (le premier calculé via 1" et le second via E’”)

(0,2 017) R Friga (X, Y) /T3 B) = R g (XY T3 (6 9) (B))

* i ! Y
(pQT“) : lerig*((le Yl)/T/; (90/7 ()0,) (E))
~ R0 (XY T" (¢, &) ()
et les seconds membres coincident en faisant le calcul de la cohomologie de
de Rham via i o up = B’ o ug. Ceci acheve la preuve de I'isomorphisme de

changement de base : d’ou, ici encore, 'isomorphisme (3.4.4.1.3). Comme
I’étape (D) s’applique on a prouvé (3.4.4.1).

Etape (6). L’étape (3) reste inchangée puisqu’on peut faire les changements
de base par py7 et po7 car ils sont lisses sur un voisinage de S dans T xy T :
en particulier R'f,; .((X,Y)/T;E) est un isocristal surconvergent le long
de T'\ S. Soit Wy la réduction sur k& de W. On note

(3.4.4.2.1)

Jy Ty

X//( Y//( y/l — y X T,

f// l ?// \L E” \L

S// — S XWO S/% T// e T XWO T/% 7'// P 7' XW 7'/

-jT” =jr XJpr ZT//:iTXiT/

I'image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif

g C Jr T C i T
(34422) plST TplT Tpﬂ—u
S// C T//( 7'//
Jn it

N . . . = =
ou les py sont les projections sur le premier facteur : b~ est propre et A est
lisse sur un voisinage de X" dans )".
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De méme
X/ C Iyt y’ ¢ byrovy Y
(3.4.4.2.3) f’l lf/ lh,,
1 C 1 C 1
S Jr T i1 0y T

est I'image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif

J L

g C T C T
=(p,1gr =(@, 17 i1
(34424) Ps (Wls)T TlﬁT (@171) id
1 C 7 C 1"
S jT/ T iT”OwT T

ou Yg, Y sont des immersions fermées et Yy est 'immersion fermée définie
par le carré cartésien

Y/ ¢ wY > YI/

1k

T T
T

En appliquant (3.4.4.1)(ii) au changement de base par pi7 et 17 on obtient
un isomorphisme

* i F i ! N*
VIPirn R Frige (X, Y) /T E) = R frig (X Y) /T (¢, ) (E)).
Puisque le carré suivant commute
T—"T 71
plTOwTZQOT TPW"
T7——T",

L1 OYT

pour prouver (3.4.4.2) il suffit d’apres [B 3, (2.3.2)(iv)] ou [LS, chap 7] de
prouver que la projection sur le second facteur payr : 7" — T induit un
isomorphisme

Porn R Frign (X Y) /T (4, 9) ()

~ R frig (X Y) /T (¢, ) (E)).
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Considérons alors le diagramme commutatif & carré cartésien

Y

x/C Iy’ y/C ¥ ye byt N

i 1
\ py Y
_, \Lh”
h —11 1/
h T
lezT "
1" 1
T Do T

D’apres les hypotheses faites sur p, pay est propre et porr est lisse sur un
voisinage de S” dans 77 : ainsi py7n ok’ est propre et porvoh est lisse sur
un voisinage de X’ dans )" ; par suite en appliquant (3.4.4.1) on en déduit
que

_, _ _, _
R Frigi (XY /T (0, 0) (E)) et R Frigu (X Y) /T (¢, 6)(E))
sont des isocristaux surconvergents et puisque ¢y~ est propre, que 'on a

des isomorphismes (o p1y : Y — ) est la premiére projection)

Pyro R Frige (XYY /T (0, )" (E))
R * °

~R ;p:sy((pwa) ® Q}Y’[y///TII()

=/

~ R, (p5ypiy(Ey) ©

}Yl[y’”/TIZ) [(212)]

a7k % % .
~R h* (Zy”p?))/ply(Ey) ® Q]Y’[yu/'r]z) [B 57 (322)]

47, ) —
= RTig (X YT (0, 0)(B)  [(322)];

au lieu de [B 5, (3.2.2)] ci-dessus on peut utiliser [LS, 7.4]. D’ou (3.4.4.2),

compte tenu des définitions (3.2). Ceci achéve la preuve de (3.4.4). O

(3.4.5)
(3.4.5.1) Supposons donné un diagramme commutatif

xo - .y

e s

S ¢ ; T W,

JT

dans lequel le carré est cartésien, f est un morphisme propre de k-schémas
séparés de type fini, h et p sont des morphismes de V-schémas formels
séparés plats de type fini, h est propre, h (resp p) est lisse sur un voisinage
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de X (resp S) dans Y (resp T), jy et jr sont des immersions. Soit T’
ladhérence schématique de S dans T et

Se—T—T
JT T

la factorisation de j7 : jr est une immersion ouverte dominante et ¢ est une

. . , —1 = T

immersion fermée. On note Y = h (T) et f := h|, : Y — T. Avec les no-
. . . . -1

tations précédentes on est donc dans la situation (2.2.1) avec f (5) = X.

(3.4.5.2) Supposons de plus donné un diagramme commutatif

s 7 .y
d K lo
g’ C Tt T o W'

dans lequel ¢ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, g, p

sont des morphismes séparés de V-schémas formels séparés plats de type
fini, p’ est lisse sur un voisinage de S’ dans 7', 6 est lisse et j7 est une
immersion.

On définit f': X' — S’ par le carré cartésien

X’ X

/| k

S 5.

On note T" I'adhérence schématique de S’ dans 7 et
S T — T
JrT’ it

la factorisation de j7+ par 'immersion ouverte dominante j7 et I'immersion
fermée i7+ : g induit un k-morphisme @ : 7" — T .

Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obtient un parallélépipede
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations ; on en déduit :

Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypothéses (3.4.5.1) et (3.4.5.2) les parties
(3.4.4.1) et (3.4.4.3) du théoréme (3.4.4) sont valides.

(3.4.5.4) Supposons donné cette fois un diagramme commutatif

JT P

S ¢ T w
T Ta
S/ C ' 7-/ W/

I P
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dans lequel ¢ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, p, o/, 0
sont des morphismes (séparés) de V-schémas formels séparés plats de type
fini, € est lisse, p (resp p') est lisse sur un voisinage de S dans 7 (resp de
S’ dans T7), jr et jr sont des immersions. Et on suppose de plus que p
est propre. D’apres I'étape (6) de la démonstration du théoréme (3.4.4) on
a montré :

Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypothéses (3.4.5.1) et (3.4.5.4) la partie
(8.4.4.2) du théoréme (3.4.4) s’applique.

3.4.6. Sous les hypotheses de (3.4.5.1) avec k parfait supposons que W =
SpfVetquep: T — SpfV est lisse sur un ouvert S de T, avec .S contenu
dans S.

Soient is : s = Spec k(s) < S un point fermé de S et fs : X; — s la fibre
de f en s. On note V(s) = W(k(s)) @w V, ou W = W (k), W (k(s)) sont les
anneaux de vecteurs de Witt & coefficients dans k et k(s) respectivement, et
K(s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme i5 définit des foncteurs
images inverses [B 3, (2.3.2)(iv) et (2.3.6)], [LS, chap 7]

(3.4.6.1) il* : Isoct((S,T)/V) Isoct(Spec k(s)/K(s))

|

Isoc(Spec k(s)/K(s)),
qui, pour p propre, devient

(3.4.6.2) il* : Isoct(S/K)

Isocl (Spec k(s)/K(s))

|

Isoc(Spec k(s)/K(s)),
et qui, pour S =T, devient

(3.4.6.3) it Isoc(S/K) — Isoc(Spec k(s)/K(s)).

S

Nous allons donner maintenant une réalisation explicite de ces foncteurs :
dans la notation ii*, le () n’est pas utile, sauf pour insister que 1’on travaille
avec la catégorie surconvergente, et pas seulement la convergente.

Dans le carré cartésien de V-schémas formels plats et séparés

U(s) “ S
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les morphismes u et u’ (resp v et v’) sont finis étales (resp lisses et séparés).
Par lissité de S sur V le morphisme composé

Spec k(s) SN RN
se releve en un morphisme séparé
gs = SpfV(s)— S.
Par la propriété universelle du produit fibré, g5 se factorise en
gs : SpfV(s) Eus) S

avec v' 0 gs = Idg,y¢ V(s) : on en déduit que gs est une immersion fermée.
En notant g, le morphisme composé

s : Spf V(s) IS 5 T,

les foncteurs i* et 7* sont induits par g% [B 3, (2.3.6) et (2.3.2)(iv)], [LS,
chap 7], ce qui fournit une réalisation explicite de ces foncteurs comme nous
I’annoncions.

Théoréme (3.4.7). On se place sous les hypothéses et notations de (3.4.6).

(8.4.7.1) Soit E € Isoc'((X,Y)/V). Alors, pour tout entier i > 0 et tout
point fermé s de S, on a des isomorphismes

iR f g (X,Y) /T E) = R fs 1ige(Xs/V(s); Ex,)
= Rifs convk (XS/V(3)§ E/‘)Z)

~ H}; (Xs/K(s); Ex,)
= H! o (Xs/K(s); Ex,)

ou lisocristal convergent Ex, € I'soc (X/K(s)) = Isoct (X/K(s))
coincide avec lisocristal surconvergent Ex, € Isoct (X,/K(s)).

(3.4.7.2) Supposons p : T — Spf V propre et soit E € Isoct (X/K).
Alors, pour tout entier i > 0 et tout point fermé s de S, on a des
isomorphismes

Zi*szmg*(X/T, E) = Rifs rig*(Xs/V(S); EXS)
~ les conv*(Xs/V(s); 177)?5)
~ Hf;ig(Xs/K(s)SEXs)

= H!\o(Xs/K(s); Ex,)

conv

ot Uisocristal convergent Ex. € I'soc (Xs/K(s)) = Isoct (X/K(s))
coincide avec lisocristal surconvergent Ex, € Isoc! (X;/K(s)).
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(8.4.7.3) Supposons que S =T et soit £ € Isoc (X/K). Alors, pour tout
entier ¢ > 0 et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes

%:Rifconv*(X/T; 6) = szs com}*(Xs/V(S);ng)
= Hcionv(XS/K(S);ng)'

Démonstration. On applique le changement de base par (is, g,) et les co-
rollaires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). O

3.4.8. Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X — S un k-morphisme
projectif et lisse. Notons S = |J Su,0 une décomposition de S en réunion

«
d’ouverts connexes affines S, o = Spec(Aa0), Ao = Vt1,...,ta,]|/Ja une V-
algebre lisse relevant A, o dont on a fixé une présentation et S, = Spec(Aq).

On désigne par S, I'adhérence schématique de S, dans Pl par S, (resp
Sa) le complété formel m-adique de S, (resp S,) et par

fa: Xa,[) =X Xg Sa,O — Soz,O
la restriction de f. Quitte a décomposer X, o en somme disjointe de ses com-

posantes connexes on peut supposer X, o connexe. D’apres [Et 5, (3.2.1.1)]
il existe un carré cartésien

Xo—X,
y 5
S5,

dans lequel h, est projectif, h, est un relevement projectif de f, et les
fleches horizontales sont des immersions ouvertes. Le complété formel de
ce carré est d’apres [Et 5, théo (3.2.1)] un carré cartésien de V-schémas
formels

X, — =X,
(3.4.8.1) ﬁal iaa
So— S,

dans lequel h,, est projectif, fza est un relevement projectif de la restriction
fa de f et les fleches horizontales sont des immersions ouvertes.
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Théoréme (3.4.8.2). Sous les hypothéses (3.4.8) supposons que, pour tout
o, X, est plat sur V. Alors, pour tout entieri > 0, on a un diagramme com-
mutatif de foncteurs naturels induits par f et définis ci-aprés en (3.4.8.5)

Ri frig*

Isocl (X/K) Isocf(S/K)
Isoc(X/K) & feone Isoc(S/K)

ot les fleches verticales sont les foncteurs d’oubli.

De plus ces foncteurs commutent a tout changement de base S — S entre
k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent auz passages aux
fibres en les points fermés de S.

Démonstration. Puisque, pour tout a, X, est plat sur V, le théoréme [Et
5, théo (3.2.1)] prouve que fla est un relévement projectif et lisse de la
restriction f, de f. Soient E € Isoc'(X/K) et E, sa restriction a X, : grace
a l'existence du carré cartésien (3.4.8.1) dans lequel he est un relévement
projectif et lisse de f, on conclut a I’aide du théoreme (3.4.4) que

R forigi(Xa,0/Sa; Ea) € Isoc! (Sa0/K).
Montrons que celui-ci ne dépend que de S, et non de S,.

Supposons donnés un k-schéma propre 3;70, un V-schéma formel propre
3;, une immersion ouverte dominante jéw : S0 = ?lajo et une immersion
fermée iy,  : ?;70 — 3/0470 tels que le morphisme gla — SpfV soit lisse sur
un voisinage de S, 0 dans gla. Notons T 0 I'adhérence schématique de S, o

plongé diagonalement dans ?Z = Sa0 Xk gloé,o et Sﬁ; = Safwgla. On a un
diagramme commutatif

Sa,O C T Ta,() C T g,c;

(3.4.8.3) ml ipa lpl,a
C g C <
Sa70 jS Sa,O iS S

dans lequel les fleches verticales sont induites par la premiere projection,
les i (resp les j) sont des immersions fermées (resp ouvertes). Comme pq
est propre, le foncteur (pa,@,a)* est une équivalence de catégorie [B 3,
(2.3.5)], [LS, 7.1] de la catégorie des isocristaux sur S,,0/K surconvergents
le long de Zn0 = Sa0 \ Sao dans la catégorie des isocristaux sur S, /K

surconvergents le long de (’1’70 = Tao \ Sap. De plus P1,o €st propre, et

lisse sur un voisinage de S, dans 3’;, donc par le théoréme (3.4.4) on a
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un isomorphisme de changement de base

PR farign(Xa0/Sai Ba) = R farig(Xa0/Sq; Ea),
et de méme

P2 R farig(Xa0/Sai Ba) = R farige(Xa,0/Sa; Ba),
d’ol1 un isomorphisme canonique
(3.4.8.4) R farige(Xa,0/Sai Ba) = R farige(Xa0/Sp; Ea)-

Ainsi Rifarig* (X0,0/Sa; Eo) ne dépend que de S0 ; de plus sur S, 0N Ss0
ces isocristaux se recollent car on a des isomorphismes analogues a (3.4.8.4)
et vérifiant la condition de cocycles. Ces données qui se recollent fournissent
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)], [LS, 8.1] noté

(3.4.8.5) R frige(E),

et c’est le seul possible d’apres le théoreme de pleine fidélité de Kedlaya
[Ked 3, Theo 5.2.1] qui prouve que I'extension de l'isocristal surconvergent
de Sa,0MN Sz & S est unique.

On raisonne de maniére analogue pour R’ feonu«(E) et le carré du théo-
reme est clairement commutatif.

L’assertion sur les changements de base S’ — S résulte du théoréme
(3.4.4). O

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypothéses (3.4.8), supposons que f définit
X comme une intersection compléte relativement a S dans un espace pro-
jectif sur S [Et 5, déf (3.2.5)]. Alors les conclusions du théoréme (3.4.8.2)
demeurent valides.

Démonstration. Avec les notations de [Et 5, (3.2.5.2)], chaque fo 53 : Xa0 5 —
Sa,p se releve d’apres [Et 5, cor (3.2.6)] en un morphisme projectif et lisse
au-dessus de V et donne lieu & un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1)
en remplagant S, par S, g, et on conclut comme pour (3.4.8.2). O

On a la variante suivante du théoreme (3.4.8.2) :

Théoréme (3.4.9). Supposons que le théoréme (3.4.8.2) est vrai pour tout
morphisme projectif et lisse f : X — S avec S un k-schéma affine et lisse
(donc sans faire 'hypothése X, plat sur V). Soient S un k-schéma lisse et
séparé et f : X — S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout
entier i = 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs naturels induits
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par f et définis a la maniére de(3.4.8.5)

Ri frig*

Isoct(X/K) Isoc'(S/K)
Isoc(X/K) R feon Isoc(S/K)

ot les fléeches verticales sont les foncteurs d’oubli.

De plus ces foncteurs commutent a tout changement de base S’ — S
entre k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent aux passages
aux fibres en les points fermés de S.

Démonstration. 11 suffit de décomposer S en schémas affines et lisses sur k

et d’opérer les recollements comme dans la preuve de (3.4.8.2). g
Bibliographie

B 1] P. BERTHELOT, Cohomologie cristalline des schémas de caractéristique p > 0. Lec-
ture Notes in Math. 407, Springer, 1974.

B 2] P. BERTHELOT, Géométrie rigide et cohomologie des variétés algébriques de caracté-
ristique p. Bulletin de la SMF, mémoire no 23 (1986), 7-32.

B 3] P. BERTHELOT, Cohomologie rigide et cohomologie rigide & supports propres. Prépu-
blication 96-03 de Rennes, 1996.

B 4] P. BERTHELOT, Finitude et pureté cohomologique en cohomologie rigide. Invent.
Math. 128 (1997), 329-377.

B 5] P. BERTHELOT, Cohomologie rigide § 3. Préprint (14/09/89) non publié.

B 6] P. BERTHELOT, Cohomologie rigide et théorie de Dwork, le cas des sommes expo-
nentielles. Astérisque n°119-120 (1984), 17-49.

[Bo-Dw-R] S. BoscH, B. DWORK, PH. ROBBA, Un théoréme de prolongement pour des fonctions
analytiqgues. Math. Ann. 252 (1980), 165-173.

[B-G-R] S. BoscH, U. GUNTZER, R. REMMERT, Non-archimedean analysis. Grundlehren der
Math. Wissenschaften 261, Springer Verlag, 1984.

[Bo-Lu 1] S. BoscH, W. LUTKEBOHMERT, Formal and rigid geometry I. Rigid Spaces. Math.
Ann. 295 (1993), 291-317.

[Bo-Lii 2] S. BoscH, W. LUTKEBOHMERT, Formal and rigid geometry II. Flattening techniques.
Math. Ann. 296 (1993), 403-429.

[Bour] N. BourBakl, Algébre [A] chap. I & VII; Algébre commutative [AC| chap. I & X;
Topologie Générale [TG] chap. I a X.

[C-E] H. CARTAN, S. EILENBERG, Homological Algebra. Princeton University Press, 1956.

[C-T] B. CHIARELLOTTO, N. TSuzuki, Cohomological descent of rigid cohomology for etale
coverings. Rendiconti Sem. Mat. Univ. Padova, Vol. 109 (2003).

[EGA] A. GROTHENDIECK, J. DIEUDONNE, Eléments de Géométrie Algébrique. Chap. 1,
Springer Grundlehren 166 ; Chap. II, III, IV, Pub. Math. IHES n°8, 11, 17, 20,
24, 28, 32.

[Et 1] J.-Y. ETESSE, Relévement de schémas et algébres de Monsky- Washnitzer : théorémes
d’équivalence et de pleine fidélité. Rendiconti Sem. Mat. Univ. Padova, Vol. 107
(2002), 111-138.

[Et 2] J.-Y. ETESSE, Descente étale des F-isocristauz surconvergents et rationalité des fonc-

tions L de schémas abéliens. Annales Scient. Ec. Norm. Sup., 4éme série, t. 35 (2002),
575-603.



150
[Et 3]
[Et 4]

[Et 5]

[Et 6]
[Et 7]
[Et 8]

[Et 9]
[G-K 1]

[G-K 2]
(G ]
[J]
K ]
[Ked 1]
[Ked 2]

[Ked 3]

[LS]
[Li]
M)
[Shi 1]
[Shi 2]
[Shi 3]
[SGA 4]
[Tri]

[Tsu |

Jean-Yves ETESSE

J.-Y. ETESSE, Introduction to L- functions of F-isocrystals. In Geometric Aspects of
Dwork Theory, Vol. 11, de Gruyter, 2004, 701-710.

J.-Y. ETESSE, Images directes et fonctions L en cohomologie rigide. Hal.00262316/
arXiv :0803.1580.

J.-Y. ETESSE, Relévement de schémas et algébres de Monsky- Washnitzer : théorémes
d’équivalence et de pleine fidélité I1I. Rendiconti Sem. Mat. Univ. Padova, vol 122
(2009), 205-234.

J.-Y. ETESSE, Images directes II : F-isocristauz convergents. Hal-00425919/arXiv :
0910.4434.

J.-Y. ETESSE, Images directes III : Images directes de F-isocristauzx surconvergents.
Hal-00425922/arXiv : 0910.4435.

J.-Y. ETESSE, Cohomologie syntomique : liens avec la cohomologie étale et la coho-
mologie rigide. Hal-00425926/ arXiv : 0910.4436.

J.-Y. ETESSE, Fonctions L en cohomologie rigide. Préprint.

E. GROSSE-KLONNE, de Rham-Kohomologie in der rigiden Analysis. Preprintreihe
der Universitiat Miinster SFB 478, Heft 39 (1999).

E. GROSSE-KLONNE, Rigid analytic spaces with overconvergent stucture sheaf. Jour-
nal fiir die reine und angewandte Math. 519 (2000), 73-95.

A. GROTHENDIECK, Fondements de la Géométrie Algébrique. Extraits du Séminaire
Bourbaki 1957-1962, Secrétariat Mathématique, 1962.

C. U. JENSEN, Les Foncteurs Dérivés de éln et leur Applications en Théorie des
Modules. Lecture Notes in Math. 254, Springer, 1972.

N. KAtz, Nilpotent connections and the monodromy theorem : application of a result
of Turritin. Pub. Math. IHES 39 (1970), 175-232.

K. KEDLAYA, Finiteness of rigid cohomology with coefficients. Preprint, arxiv :
math.AG/0208027. Duke Math. J. 134 (2006), 15-97.

K. KEDLAYA, Full faithfullness for overconvergent F-crystals. In Geometric Aspects
of Dwork Theory, Vol. 11, de Gruyter, 2004, 819-835.

K. KEDLAYA, Semistable reduction for overconvergent F-isocrystals, I : Unipotence
and logarithmic extensions. Preprint, arxiv : math.NT/0405069 v3, 24 Jul 2005.
Compositio Math. 143 (2007), 1164-1212.

B. LE StuM, Rigid Cohomology. Cambridge Tracts in Mathematics, Cambridge Uni-
versity Press, 2007.

W. LUTKEBOHMERT, Formal-algebraic and rigid-analytic geometry . Math. Ann. 286
(1990), 341-371.

S. MATsuDA, F. TRIHAN, Image directe supérieure et unipotence. J. Reine Angew.
Math. 569 (2004), 47-54.

A. SHiHO, Crystalline Fundamental Groups II- Log Convergent Cohomology and
Rigid Cohomology. J. Math. Sci. Univ. Tokyo 9 (2002), 1-163.

A. SHIHO, Relative Log Convergent Cohomology and Relative Rigid Cohomology I.
ArXiv : 0707.1742v1 [math.NT] 12 Jul 2007.

A. SHIHO, Relative Log Convergent Cohomology and Relative Rigid Cohomology I1.
ArXiv : 0707.1743v1 [math.NT] 12 Jul 2007.

M. ARTIN, A. GROTHENDIECK, J.-L. VERDIER, Théorie des topos et cohomologie étale
des schémas. Lecture Notes in Math. 269, 270, 305, Springer 1972, 1973.

F. TRIHAN, Image directe supérieure et unipotence. Preprint University of Tokyo,
2001.

N. Tsuzuki, On base change theorem and coherence in rigid cohomology. Documenta
Mathematica, Extra Volume : Kazuya Kato’s Fiftieth Birthday, 2003, 891-918.



Images directes I : Espaces rigides analytiques et images directes 151

Jean-Yves ETESSE

CNRS - IRMAR

Université de Rennes 1

Campus de Beaulieu

35042 RENNES Cedex France

E-mail: Jean-Yves.Etesse@univ-rennesl.fr


mailto:Jean-Yves.Etesse@univ-rennes1.fr

	0. Introduction
	1. Changement de base pour un morphisme propre
	2. Sorites sur les voisinages stricts
	3. Images directes d'isocristaux
	3.1 Sections surconvergentes
	3.2 Définition des images directes
	3.3 Changement de base
	3.4 Surconvergence des images directes.

	Bibliographie

