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Marches sur les arbres homogènes
suivant une suite substitutive.

par WEN ZHI-XIONG &#x26; WEN ZHI-YING

RÉSUMÉ - Ce travail consiste à étudier les comportements des marches sur
les arbres homogènes suivant la suite engendrée par une substitution. Dans
la première partie, on étudie d’abord les marches sans orientation sur Z et
on détermine complètement, d’après les propriétés combinatoires de la sub-
stitution, les conditions assurant que les marches sont bornées, récurrentes
ou transientes. Comme corollaire, on obtient le comportement asympto-
tique des sommes partielles des coefficients de la suite substitutive. Dans
la deuxième partie, en utilisant les résultats de la première et la théorie des
groupes, dans certaines conditions on donne des classes de marches substi-
tutives sur un arbre homogène qui sont bornées, récurrentes ou transientes.

0. Introduction et préliminaires.

Dans les années récentes, Cobham [Co], Christol et al [CKMR] ont
établi des liens entre les notions de suite reconnaissable par p-automate, de
suite engendrée par une p-substitution et de série formelle algébrique sur
un corps de fractions rationnelles sur un corps fini. Puis, de nombreux au-
teurs ont découvert les liens étroits entre les suites automatiques et d’autres
domaines, par exemple la théorie des nombres, l’analyse harmonique, les
systèmes dynamiques, les fractals, la physique théorique etc..., et ils ont

étudié systématiquement leurs propriétés; pour une vue générale, voir [Al],
[M, [Ww].

Ce travail consiste originellement à étudier un problème posé par J.
Peyrière sur les comportements des marches sur un arbre homogène suivant
une suite automatique.

Pour cela on fait d’abord des rappels.

Soit A un ensemble fini que nous appelons alphabet. On note A* _
l’ensemble des mots construits sur A, où A~ est réduit au mot vide

noté e. L’ensemble A*, muni de la concaténation, est un monoïde, 6 est

Manuscrit reçu le 16 mai 1990, version révisée le 1er octobre 1991.
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l’élément neutre pour cette opération. Une substitution sur A est une
application de A dans A*. o- induit naturellement une application de A*
dans A* par concaténation : si w est le mot aya2 ~ ~ ~ an de A", on pose
u(w) = On définit également une application de A~
dans j4~ en posant, pour x = xy x2 ~ ~ ~ E AN,u(x) = 
un désigne la substitution n fois itérée. Si w est un mot, L(w) = 
désigne le vecteur de IIBA dont la composante La ( w) correspondant à a est
le nombre de fois que a figure dans w, et Iwl désigne la longueur du mot w.
On note M~ la matrice, indexée par A x A, dont la colonne correspondant
à a est On adopte la terminologie de [Se] en ce qui concerne les
matrices à coefficients positifs.

Avec ces notations on a = M"L(w), d’où

On suppose qu’il existe une lettre a E A, telle que o-(a) = aw’ où w’ est
un mot non vide de A*, alors il est évident que la suite un.( a) tend vers un
élément x = Xl X2 ... x,., - - - dans AN qui est un point fixe de la substitution
dans le sens suivant : a(z) = x. Si a est une substitution de longueur
constante, c’est-à-dire, s’il existe p tel que pour tout a E A, = p,
dans ce cas, le point fixe x de (T peut être engendré par un p-automate, et
on dit que x est une suite p-automatique.

On note An l’arbre homogène d’ordre n (c’est-à-dire, un arbre dont tous
les sommets sont liés exactement à n + 1 autres), où on distingue un point
0 appelé racine et un point 1 qui dirige une orientation initiale 01. Soit
A = (r, g, d), soient (J’une substitution sur A et x = ~~ ~2 . ~ ~ un point fixe
de u. On considère maintenant une marche sur .~42 suivant la suite 
selon la règle suivante : zo se trouve dans la position 1 avec l’orientation

-

initiale 01 à l’instant n, si xn se trouve sur un noeud avec une orientation,
et si = r (resp. g, d), alors Xn+’ "régresse" d’un pas suivant cette
orientation et est muni naturellement d’une nouvelle orientation (resp. à

gauche, à droite), voir figure 1.
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figure 1

Exemple. la substitution o- est définie par r - rg, g 2013~ gd, d --&#x3E; dr, alors
u3(r) = rggdgddr, la figure 2 illustre les huit premiers pas de la marche.

figure 2

Pour cette marche, Peyrière a posé les problèmes suivants :’

1. La marche est-elle bornée, tend-elle vers l’infini ou bien est-elle

récurrente ?

2. Si l’on note E le sous-ensemble des sommets de ,~12 que la nlarche
visite, et B(O, r) la boule de centre 0 et de rayon r, alors, peut-on déterminer
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la capacité de la marche

Dans cet article, on étudie d’abord les marches non orientées sur Z, dans
ce cas-là, on répond complètement aux problèmes précédents. De plus, on
peut rapprocher les résultats obtenus de ceux de Dumont et Thomas [DT].
Ensuite, on va étudier les propriétés des marches sur n &#x3E; 1. En utilisant

la théorie des groupes et les résultats obtenus, dans certaines conditions on
donnera des conditions suffisantes assurant que la marche est récurrente.

1. Marches substitutives sans orientation sur Z.

Pour étudier les marches substitutives sur A2 qu’on a décrites dans le
§0, on va étudier d’abord les marches sans orientation sur Z.

Soient la matrice substitutive as-

sociée à la substitution r. Dans cette section, on suppose toujours que
est primitive, (c’est-à-dire, il existe un entier positif N &#x3E; 0, tel que

tous les coefficients de Mf soient non nuls). On note A la valeur pro-
pre de Frobenius de Ma et a l’autre valeur propre. D’après le théorème
de Perron-Frobenius, voir [Se], A est strictement positif et A &#x3E; 1"’1. On
suppose aussi que a admet uri point fixe noté x = x1 x2 ... xn, Posons

et D(w) = ~.(u;) 2013 Lh(w). Il est connu que les densités

définies par da. = lim et dh = lim existent et que le

vecteur (da. est un vecteur propre de M associé à A, voir u . Evidem-dh P P

ment, da. + dh = 1.

On fait opérer a, b sur les entiers par a(n) :- n -+-1, b(n) := n - 1, n e Z.
Alors := x~, ~ ~ ~ x, (0), n &#x3E; 1, est une marche suivant la suite Wu sur
Z. S’il n’y a pas de confusion, on identifie et Le but de cette
section consiste à étudier les propriétés asymptotiques de wn.

En remarquant que on obtient que

PROPOSITION 1.1. Si da, f- la marche wn, tend vers 

On suppose désormais dn = d~, et il n’est pas difficile de vérifier que
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LEMME 1.2. Les assertions s u i van t es son t é q u i valen t es :

i v) 
1 

est un vecteur propre de M, associé à A;iv) 1 ) est un vecteur propre de M" associé à A;

v) (1, -1) est un vecteur propre de M~, associé à A.

LEMME 1.3. Quels que soient n E N, w E A*, on a

Dérnonstrdtion. En effet, par l’égalité (0.1) et le lemme 1.2.v, on a

Le lemme précédent montre que ..B jouera un rôle important dans l’étude
de la marche.

Soient w = u;it~2 ’ ’ ’ E A* , a E A. On définit

On convient que Wl ... Wi-l = f pour i = 1 et que D(e) = 0.

Intuitivement, représente la position la plus à droite que la marche
associée au mot w peut atteindre en suivant un pas dans la a-direction, et
la position maximale est + 1, 0~.
On peut démontrer facilement que

LEMME 1.4. Soient u, v E A*, on a

En général, q u els q u e soi en t u i , U2, ... , Ut t E A * , on a

Définissons

On va voir que le comportement de la marche est déterminé par les quantités
À, fla.a., pah, et les propriétés combinatoires de et u( b).
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LEMME 1.5. 0, on a

Démonstration. On ne démontre que (i) et (ii), les démonstrations de (iii)
et (iv) étant analogues..

i) Remarquons que a, = a, donc, si l’on note j le plus petit entier tel

que aj = b, alors j &#x3E; 1, puis M,,.b &#x3E; = j - 1 &#x3E; 1. D’autre

part, puisque ai) = D(u(a)) = A par le lemme 1.3 et la définition
de + 1 &#x3E; ~1~, on obtient (i).

ii) Si ¡..ta.a. + 1 &#x3E; a = D(a~ ~ ~ ~ a,), il existe un entier positif a  1 tel que

+ 1 = et a~ = a, aa+i = b, on a donc ~ + 1, d’où

+ 1 = La même discussion est valide pour le cas de &#x3E; A. Ce

qui achève la démonstration de (ii).

LEMME 1.6. 0, alors pour n &#x3E; 1, on a

Démonstration. Soit 0-(a) = on convient que ao = E. Par la

définition de l’égalité (1.2), et les lemmes 1.3, 1.4, on a

On convient que

Pour n &#x3E; 0, notons
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et &#x3E; = 

D’après le lemme 1.6, on peut considérer une algèbre maximale (voir
[Gr]) avec les opérations (sup, +) remplacées par (+, .). Si l’on désigne
la multiplication de matrices par 0 dans cette algèbre maximale, le lemme
1.6 peut être récrit sous la forme

Maintenant nous allons discuter la marche maximale à droite. On voit
1--l , ,

qu’on a

Avec ces notations, le lemme 1.6 devient

Le lemme 1.6 donne immédiatement le résultat suivant :

LEMME 1.7. Si À = 0, on a J-l(n) = 0 ® c. Autrement dit,
J , J ,

LEMME 1.8. Soient ~ &#x3E; 0, pb &#x3E; 0 et M~, &#x3E; pb + À, alors pour n &#x3E; 2

Dérnonstration. Remarquons *d’abord que J.1.h &#x3E; 0 entraîne Mb - en

vertu du lemme 1.5 (iii).

Nous démontrons le lemme par récurrence.

Le cas de n = 1 est évident. En supposa.nt que les égalités (1.6), (1.7)
sont vraies pour n, nous avons alors
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Donc, par (1.4)

D’autre part,

Donc

LEMME 1.9. Soient A &#x3E; 0 et ph  0. Alors on a

où

Démonstration. Remarquons d’abord que nous avons Mn, &#x3E; pb -f- a et

Mb = 0 par l’hypothèse pô  0 et le lemme 1.5.

Il est évident que le lemme est vrai pour le cas n = 1. Supposons que
(1.8) et (1.9) sont valides pour n.

1. Si (1.9) est vrai pour n, = 0 ou bien M" = MÉ7. (n) _ (M,,. -
. Dans le premier cas, par hypothèse d’induction sur a, ) on a
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Dans le deuxième cas, d’après le lemme 1.5,

dans tous les cas le lemme 1.6 donne

ce n’est pas la peine de vérifier que la suite
est strictement décroissante. Donc pour 

il résulte de l’hypothèse d’induction que

ce qui donne

3. On considère maintenant le cas ,
Dans ce cas-là, on a

Pour A = 1, nous avons

donc, si alors

et si n  no

Le cas À &#x3E; 1 se traite de façon similaire. Si

alors nous avons
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donc

et si n  no, nous avons

Remarquons que ou bien donc

pour n &#x3E; no , (1.10) et (1.12) donnent

il résulte de (1.2) que

Pour n  no, d’après (1.11) et (1.13), on obtient

LEMME 1.10 . al ors

Démonstration. Remarquons d’abord que par le lemme 1.5 (ii), on a Mn =
J1.a,. La démonstration par récurrence est similaire à celle du lemme 1.8.

Démonstration. Sous les hypothèses du lemme, on a Mn = a et Mh = ~h
en vertu du lemme 1.5 (i), (ii) et (iv). En supposant que (1.16) soit vrai
pour n, on va démontrer
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ce qui donnera par (1.3)

D’autre part, (1.17) est équivalente à l’égalité suivante :

Utilisant le lemme 1.6, on voit que soit j J

alors par hypothèse de
récurrence sur on a

et on obtient (1.18).

LEMME 1.12. Si pn,  &#x3E; 0 et  pb + a, alors

Démonstration. D’après le lemme 1.5, Mn, = À &#x3E; 1 et Si

Mb  (A - 1) (A - J1.a.), il résulte du lemme 1.11 que
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on a donc, = a" pour tout n E N, par récurrence.

donc

Remarquons que a -1 &#x3E; 0, nous avons

en utilisant le lemme 1.11,

De la même façon, on obtient que pour n  ni

En tenant compte de (1.3), (1.20), (1.21), (1.16) et de la croissance de la
suite + M¿n) on obtient par récurrence

En rassemblant les lemmes 1.8-1.12, nous pouvons énoncer :

LEMME FONDAMMENTAL 1.13. soient dn = dh &#x3E; 0, nous avons

1. Si Ma, alors
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où no et ni sont définis dans les lemmes 1.9 et 1.12 respectivement.

Le lemme fondamental 1.13 indique les positions où les marches un(a) et
peuvent arriver à droite. Pour étudier les cas à gauche, on introduit

les notations suivantes :

Soient w = 1~11~2 ’ ’ ’ e A* , E A. Définissons

Pour établir un lemme analogue au lemme fondamental 1.13, on va
établir des lemmes analogues aux précédents.

D’où une algèbre minimum.

Pour étudier la marche à gauche, notons m," - 7’ a, , m b - g , n. n.n., h

1, mn, = m(1), mh = = 1, 7b = Evidemment, (resp.
est la marche minimum à gauche pour (resp. Avec ces

notations, le lemme 1.15 devient :
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LEMME 1.16 . Si i1 = 0, alors

pour n &#x3E; 2. ·

LEMME 1.17. Soient Alors

Démonstration.

LEMME 1.18. Soient Alors

Démonstration. D’abord

on obtient
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en supposant que
0 est évident),

Ce qui conduit à

D’autre part, 1-r., + n(mb + est décroissante. Donc,

sinon.

Remarquons que la suite est décroissante, donc
quand 1

quand i
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LEMME 1.19 . Soient A &#x3E; 0, Ta, &#x3E; 0 et ma,  Th + a . Alors

Démonstration.

-A. Le cas de n = 1 est évident. En supposant que
on a :

donc

on obtient

LEMME 1.20. Soient
A Iors

Démonstration.
, , , ,

Supposons les égalités (1.29),
(1.30) vraies pour n,

Et
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LEMME 1.21. Soient Alors

Démonstration. Ta.  0 =&#x3E; m~ - Ta.  0 ; -À ~ rh = mb. Le cas de
n = 1 est évident. Supposons les égalités (1.31), (1.32) vraies pour n. Alors

et

LEMME 1.22. ,Soient ,
A1 ors

,

ou

Démonstration. D’abord

1. Démonstration de l’égalité (1.33). Le cas n = 1 est évident. Supposons-
la vraie pour n.
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alors

alors

On obtient donc

3. ’Le cas À &#x3E; 1. Alors si

on a

D’autre part, la suite ~T~,a" + est décroissante. Donc, on obtient
l’égalité (1.34)..

LEMME FONDAMENTAL 1.23. Avec les notations précédentes, soient da, _
dh, a&#x3E;O,ona

1) Si + A, alors
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2) Si ma.  Tb + .1, alors

où n~ et n~ sont définis dans le lemme 1.18 et le lemme 1.22.

En utilisant les lemmes fondamentaux ci-dessus, on obtient immédiatement
le théorème :

THÉORÈME 1.24. Soient = dh et ~1 &#x3E; 0. On a

1. Les cas où la 1 est bornée sont :

(i a = 0. L’intervalle est mb), Mb)];

(ii) Mn = 1, = 0, la marche est bornée à droite de 1;

(rn = 0, -A), la marche est bornée à gauche de 0.

2. Le cas où la marche tend vers +00 est :

3. Dans tous les autres cas, la marche est récurrente.

Démonstration..

1.

(i) est évident.

(ii) Remarquons que la marche est bornée à droite si et seulement si M,,, (n)
est borné supérieurement. D’après le lemme fondamental 1.13, il y a trois

cas pour M(n). On ne considère que ~ &#x3E; 1 par (i).

On vérifie

facilement que &#x3E; n lorsque M~ &#x3E; 1, et = 1 lorsque M~ = 1. De
plus,
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, alors

une

contradiction. Si 1 est évident.

Maintenant D’après le lemme 1.5,

(iii) La marche est bornée à gauche si et seulement si est bornée
inférieurement. Il suffit de considérer le cas A &#x3E; 1. D’après le lemme fon-
damental 1.23 les valeurs de m~’~~ sont les suivantes :

Evidemment, ma,  0

implique m!, 2013~ -oo. Donc m)?’ est bornée inférieurement si et seulement
si = 0, à ce moment, Th &#x3E; 2013A.

démonstration 3. du lemme 1.18. D’autre part,

Donc, la suite qui est une suite entière négative, est décroissante

strictement ainsi 


