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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 18 (2006), 89-111

Construction de formes automorphes réflectives
sur un espace de dimension 4

par CAROLINE DESREUMAUX

RESUME. Dans la lignée des travaux de V. Gritsenko et V. Niku-
lin, par des méthodes reliées aux formes de Jacobi définies relative-
ment au réseau de racines Ao, on construit six formes automorphes
réflectives qui seront associées a des algebres de Kac—-Moody hy-
perboliques de type de Borcherds, pour la signature (1, 3), et, pour
quatre d’entre elles, on précisera une identité du type “formule du
dénominateur”, déterminant entierement l’algebre en question.

ABSTRACT. Following V. Gritsenko and V. Nikulin’s works, using
methods related to Jacobi forms for the root lattice As, we can
define six automorphic reflectiv forms, that will be associated to
hyperbolic Kac Moody algebras of Borcherds type, for the signa-
ture (1, 3). For four of them a denominator formula will be given.
Such a formula enables to describe the algebra totally.

1. Introduction

Les algebres de Lie de type fini et les algebres de Lie affines sont bien
connues et leurs classifications sont établies. Il reste un troisieme type d’al-
gebres de Lie a étudier : celles dites hyperboliques de type de Borcherds.

L’une des étapes de la construction et de la classification de ces algebres
consiste en la construction de certaines formes automorphes qui leur sont
associées, dites réflectives, c’est a dire dont les diviseurs sont déterminés
par des réflexions par rapport a des racines hyperboliques (voir [GN3]). On
en rappellera la définition au cours du premier paragraphe. C’est a cette
étape que 'on s’intéresse ici, dans le cas précis des algebres de Kac—-Moody
hyperboliques de type de Borcherds pour la signature (1, 3).

Ces formes automorphes réflectives seront obtenues par relevement de
formes de Jacobi relatives au réseau de racines Ao, décrites dans le deuxieme
paragraphe.

Au troisieme paragraphe, on exploitera un premier type de relevement,
dit “relevement exponentiel”, qui est une variante du produit de Borcherds
([Bol], [Bo2] ), établie par V. Gritsenko et V. Nikulin (|[GN1], [GN2]). Ce
relevement permet, a partir de formes de Jacobi de poids 0, a coefficients

Manuscrit regu le 31 mai 2004.
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de Fourier entiers, relatives, dans le cas présent, au réseau de racines As,
d’obtenir des formes automorphes, définies en l'occurence sur un espace
vectoriel de dimension 4, muni d’une forme quadratique de signature (1, 3).
Il est ensuite possible d’étudier les diviseurs de ce relevement. On obtiendra
ainsi 6 formes automorphes réflectives, associées chacune a une algebre de
Kac—Moody de type de Borcherds pour la signature (1, 3).

Dans un dernier paragraphe, on utilisera cette fois un relevement de type
de Maass (voir [GN2], [G]), qui permet, & partir de formes de Jacobi cus-
pidales, voire dans certains cas holomorphes, d’obtenir aussi des formes
automorphes. On obtiendra alors 4 telles formes qui coincideront avec cer-
taines formes obtenues au paragraphe précédent, ce qui fournira ainsi 4
formules du type “formule du dénominateur”, utiles & la description des
algebres de Kac—Moody de type de Borcherds associées.

2. Préliminaires

2.1. Description d’un domaine de type IV construit a partir du
réseau A,. Décrivons d’abord le réseau de racines As et les propriétés qui
nous seront nécessaires.
Dans tout ce qui suit, on se réferera a la réalisation de N.Bourbaki, [B].
On considére le sous-espace vectoriel Ur de dimension 2 de l’espace R3
défini par :

3
Ug = {(z1,22,23) €R*/> a; =0}
j=1

On notera (€1, €2, €3) la base canonique et <, > le produit scalaire eucli-

dien usuel de R3.
j=3

R = {(n1,n9,n3) € Z3/ Z nj = 0} est un réseau de Ug et constitue une
=1
réalisation du réseau de racines As. On notera désormais As le réseau R.
Ce réseau admet pour Z-base (a1, a2) oll o; = €; — €;41.

-1 2
Un élément de 'espace vectoriel complexe U = Ur ® C sera écrit z =
z1aq1 + 2909 , avec (21, 29) dans C? ou encore z = 2fe1 + 2hea + 2he3 , avec

. - 2 -1
La matrice de <,> dans cette base s’écrit : Sp := ( ) = S4,.

3
(21, 2b, 24) dans C3 et Zz; =0.
i=1
On a alors :

/ ! /
21 = R1, Rg = 22 — X1, R3 = —X2

2 2 12 12 12
<z, z2>=2 (2 + 25 —z122) =27 + 257 + 237,
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__Leréseau dual /Tg, qui est par définition le réseau constitué par ’ensemble

Aoy ={y e Ur / Vz € Ay <y, x >€ Z}, admet pour Z-base le systéme des

poids fondamentaux notés Aj, ot A\; = %(2041 + o), Ao = %(ozl + 2a9).
Cette base vérifie la propriété suivante :

< Aj,o; >= 0;;, pour 4, j appartenant a {1,2}.

Le groupe de Weyl du réseau Az, noté W (As), est par définition le groupe
engendré par les 2 réflexions o,, et o4, définies sur U par :

Oa;(2) = 2— < @, 2 >4, Q.

Il s’identifie au groupe des permutations S et agit sur un élément z par
permutations de ses coordonnées (2 , 25, 25) :

Oay (z) = (25721722/3)7 0042(2) = (ZLZé’nZé)‘

Tout élément du groupe de Weyl préserve le produit scalaire <, > 4, .

Tout élément o du groupe de Weyl préserve aussi le réseau As.

On notera (] = eXm<zM> ¢, = 2m<22> ot Py P, les polynomes
exponentiels fondamentaux W (As)-invariants :

Pr=Gt GGGt
Pyi=G 4+ G+ G

Tout polyndéme exponentiel W (As)-invariant appartient a C[Py, P].

On peut maintenant en venir a la description du domaine de type IV
associé & notre réseau As.

Suivant les notations de V.Gritsenko et V.Nikulin (voir 'article [GN2],
paragraphe 2.1), pour ¢ entier naturel non nul, on note L; = 2H @ Ay(—t)
le réseau entier pair de signature (2,4), ou H est un plan isotrope uni-
modulaire, et Ay(—t) le réseau de rang 2 muni de la forme quadratique
—tSa, = —t( _21 _21 > . On désignera par (, )z, la forme quadratique
relative & L.

On désigne par S/’bJr(Lt) le sous-groupe du groupe orthogonal O(L;),
constitué des éléments g de déterminant 1, de norme spinorielle 1, et tels
que, pour tout [ appartenant au réseau dual de Lt noté L, et égal au réseau
H? @ %Ag, le vecteur g.l — [ appartienne & Ly.

Pour | appartenant & L;, on note A(l) le nombre défini par A(l) =
3t(l,1)r,. Ce nombre est un entier relatif appelé discriminant de I.

On notera Vg := L; ® C et D ou encore Q(L;) 'une des deux
composantes connexes de l'espace projectif { Z € P(V¢), (Z,2)r, = 0,
(Z,Z), > 0 }. (On considerera I'action du groupe §5+(Lt) sur ce do-
maine.)
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Ce domaine homogene admet dans C* la réalisation suivante (qui n’est
autre que le demi-plan hermitien), associée au langage “symplectique”
(analogue de Ha, [GN2]) :

Hy = { Z = (w,2,7) € H x C? xH/%Sl[ImZ] >0},

1
ol Sl = ( —tSA2 ) .
1

On notera V; 'involution suivante :
v - Hy — Hau
Ol (w2, 1) — (F> 2, tw)
On peut également utiliser le langage “orthogonal”, en considérant la réa-

lisation ’Hy) suivante, sur laquelle opeére le sous-groupe orthogonal

O1 (L) des éléments préservant la composante D (c’est & dire le sous-
groupe des éléments de norme spinorielle 1) :

1
HY = { Z = (tw,2,7) e Hx C2 x H / SSilImZ] >0 }.
On notera vy I'isomorphisme suivant :

Wy { u — Hz(f)

(w,2,7) +— (w,z,7)

L’involution correspondant a l'involution V; est alors I'involution notée
V, dont I'action se traduit par :

V:{ (l(lt) - Hz(lt)

tw,z,7) — (7,2, tw)

La transformation V' admet dans le groupe orthogonal O(L;) la descrip-
tion suivante :

-1 0 0 0 0
O 0 0 -1 0
v=| 0 0 -E 0 0 |,
0 -1 0 0 0
o 0 0 0 -1

OflEQ—(é (1)>

Cette description permet de constater que 'involution V' agit sur ft /Ly
par multiplication par —1 et est de déterminant —1. Elle préserve la com-
posante DT.
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2.2. Formes automorphes réflectives définie sur ce domaine. Soit
[ non nul appartenant au réseau L;.

On appelle diwviseur rationnel quadratique orthogonal au vecteur | dans
DT, I'ensemble noté H; suivant :

HZZ{Z€D+/(Z7Z)L15:O}

(Voir [GH] lemme 3.1)

Si ‘H; est non vide, alors (I,1)r, < 0.

On appelle racine d’un réseau R muni d’une forme quadratique ( , ),
tout élément o de R tel que :

(i) (,) <0
3 Ve=R®C — V¢ i ) i
(ii) Sq : - L g glaa) est une réflexion préservant R

(a,a)
On notera A(R) I'ensemble des racines du réseau R.

Définition 2.1. Une forme automorphe ® définie sur le domaine Hy est
dite réflective si son diviseur est une réunion de diviseurs quadratiques ra-
tionnels orthogonaux a des racines de Ly.

Autrement dit, le diviseur div(®) de la forme ® s’écrit :

div(®) = Y kaHa,
aEA(Et)

ot les ko sont des nombres entiers, appelés multiplicité du diviseur H,.

A partir des diviseurs rationnels quadratiques, on peut définir un ana-
logue de la surface de Humbert (voir [GH] et [GN2]) : le diviseur de Heegner.

On considere l'espace quotient A; = Hit) / 3’5+(Lt) ( respectivement
Af = Hflt)/(ngr(Lt) U V.§5+(Lt)) ) et m : HZ(E) — A; la projection
naturelle. -

Pour [ appartenant a L;, on définit le diviseur de Heegner associé a [ et
noté H; dans A; (respectivement A;") par :

H) = 7Tt( U 'Hg,l>

~+
geSO (L)

(respectivement :

H, = 7Tt( U 'Hg,l) )

9€50 (L)UV.50 " (Ly)

On peut énoncer les propriétés suivantes :
(1) Si deux vecteurs [; et lo de L; ont méme norme et sont égaux modulo

Ly, alors les diviseurs modulaires de Heegner H;, et H;, dans A; coincident
(voir [GH] lemme 3.2).
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(2) Tout diviseur de Heegner dans A;" peut étre représenté sous la forme H;
ou [ est un vecteur primitif de L; (c’est a dire tel que pour tout entier d su-

périeur ou égal a 2 le vecteur é n’appartient pas a ft) éerit [ = (0, a, %, 1,0),

avec a entier relatif et b appartenant & Ay. (Voir [GN2] page 236).

Remarques :

b
) t?
partenant & As, alors le vecteur [ est une racine du réseau L; si et seulement
si son discriminant A(l) vérifie les trois conditions suivantes :

(1) Al <0

- On vérifie facilement que si I = (0,a, 2,1,0), avec a entier relatif et b ap-

(2) A€z

(B3) g € A2

- On peut également constater que le discriminant du vecteur [ =

(0, a, %,1,0) sécrit A(l) = 3Nt(a,g), ou Ny(a, 5) = 2at— < b,b >4, nest

autre que la norme hyperbolique pour I'indice ¢ du couple (a,b).
L’objectif de cet article est la construction de formes automorphes réflec-

tives pour le groupe orthogonal §5+(Lt), qui seront associées a des algebres
hyperboliques de Kac-Moody de type de Borcherds (voir [GN3]).

Cette construction sera réalisée par des relevements de formes de
Jacobi définies relativement au réseau Ao, dont la définition est rappelée
au paragraphe suivant.

3. Formes de Jacobi relatives au réseau As

3.1. Définition des formes de Jacobi relatives au réseau de racines

As. Dans ce paragraphe, la notation <, > désignera la forme quadratique
Sa,-

Définition 3.1. (Voir [EZ]|, [KP], [W], [G].) Soient k, m deuz entiers
relatifs. Une fonction ®(7, z) définie et holomorphe sur HHx U, ou H désigne
le demi-plan supérieur complexe, a valeurs dans C, est appelée forme de
Jacobi faible de poids k, d’indice m, définie relativement au réseau As, si
elle vérifie les trois propriétés suivantes :

+b _ k i7rmC::7’z> o a b
1) (I)(g:—f—d’m'j-d) = (er + d)e + ®(1,2), pour tout v = ( . d>

appartenant a SLa(7Z).
2) ®(1, 2 4 B + o) = e ME<BE>AT<BLZ)D (1, ), pour tout couple (a, 3)
d’éléments de Ag
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3) ® admet un développement de Fourier du type :

O(r, 2) = Z f(n, l)e2”(m+<l’z>).
l € A
n >0
On notera, pour n entier naturel, [®],» le coefficient de ¢" dans le dévelop-
pement de Fourier de ®, c’est a dire :

(I)]qn _ Z f(n, l)6277i<l,z>‘
leA,

Les coefficients f(n,l) sont appelés coefficients de Fourier de la forme ®.

Les équations fonctionnelles vérifiées par une forme de Jacobi faible,
définie relativement au réseau Ao, de poids k, d’indice m, permettent d’éta-
blir les propriétés suivantes concernant ses coefficients de Fourier f(n,l) :
(1) f(n7 _l) = (_1)kf(n¢ l) N
(ii) f(n,l) ne dépend que de la classe de [ dans Ay modulo mA,, et de la
norme hyperbolique Ny, (n,1) = 2nm— < 1,1 >4, .

Définition 3.2.

(1) Soit ® une forme de Jacobi faible d’indice m.

- Si les seuls coefficients f(n,l) non nuls sont ceux dont la norme hyper-
bolique est supérieure ou égale a 0, alors la forme ® est appelée forme de
Jacobi holomorphe.

- Si les seuls coefficients de Fourier qui sont non nuls sont ceuxr dont la
norme hyperbolique est strictement positive, alors la forme est dite cuspi-
dale.

(2) On dira qu’une fonction ®(1,z) holomorphe sur H x U est une forme
de Jacobi presque holomorphe s’il existe un entier ng tel que la forme
A(T)™¢(T,2) soit une forme de Jacobi holomorphe, ot A(T) = n(1)** est
la premiére forme modulaire cuspidale pour le groupe SLs(Z).

ol,As cusp,Ag

On notera Jf 2, respectivement Jk , respectivement Jj res-

pectivement J,' mA2 I’espace vectoriel des formes de Jacobi falbles, respec-
tivement holomorphes, respectivement cuspidales, respectivement presque
holomorphes, de poids k, d’indice m définies relativement au réseau As.
Une forme de Jacobi @, définie relativement au réseau As sera dite
W (As)-invariante, respectivement W (Asz)-anti-invariante, si pour tout o
de W(A3) elle vérifie ®(o.(7,2)) = ®(7, 2), respectivement si pour tout o
de W(A3), ®(0.(7,2)) = sgn(o)®(7, z), ou sgn(c) désigne la signature de
" On notera J, (A ) (AQ)f I
formes de Jacobi falbles W (Agz)-invariantes, respectlvement anti-invariantes
de poids k, d’indice m, et on emploiera des notations analogues pour les

, respectivement Jk espace vectoriel des
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formes holomorphes, pour les formes cuspidales et pour les formes presque
holomorphes.

On peut remarquer que si ¢ est une forme de Jacobi W (Ag)-invariante,
alors chacun de ses coefficients de Fourier f(n,l) vérifie f(n,o.l) = f(n,l)
pour tout o appartenant a W (As), ce qui fait de chaque coefficient [¢],» un
polynome exponentiel W (As)-invariant, c’est a dire un élément de C[P;, P].

3.2. Premieéres formes de Jacobi pour le réseau A,. Pour davantage
de détails concernant la construction et la démonstration des propriétés des
formes de Jacobi décrites ci-dessous, voir [D], chapitres 2, 3 et 4.

Proposition-Définition 3.1. On pose, comme le fait K. Wirthmdiiller [W] :
a—371(7—7 ziazéazé) = w(T, Zi) x W(Tv Zé) X w(Tv Zé)a
Z]((TT’Q, appartient a J’_qi’{,
2
du type (7,2) ot z appartient ¢ Z + TZ, la fonction 9 étant la fonction
théta bien connue désignée sous la notation 911 par D.Mumford ([Mu]) et
définie par :

ot w(T,z) = et admet pour seuls zéros les points

1 1 1 Too
O(r,2) =igs(¢Z = ¢72) [T (1 =¢™ (1 = ¢™¢H (1 —¢™¢)
m=1
1 —1 too
=—igs¢2 [[(1 ="' =¢"¢H(1-q"),
n=1
ol q= 6271’1'7' et C — 6271'iz )
FElle s’écrit aussi :
= ) 1, _ 1 1
I(r,z) = > exp(mi(n+ 5) 7+ 2mi(n + 5)(,2 + 5)) .

n=—00
La forme a_3 1 obtenue est une forme de Jacobi faible, W (As)-invariante,

de poids —3, d’indice 1, et admet pour seuls zéros les points du type
(1, 21, 23, 23) ot l'un au moins des 2} appartient ¢ Z + TZ.
On définit sur H x U la fonction suivante :
. v, / . 99
s1(r,2) = ]Z::l (g)(’l’, z;), ou V.(7,2) = 5(7, z).

La fonction s; vérifie les équations fonctionnelles des formes de Jacobi
de poids 1 et d’indice 0, elle admet un développement dans lequel n’appa-
raissent que des puissances positives de ¢, elle est méromorphe et ses poles
éventuels sont les points (7, z) o I'un des z§~ appartient a Z1 + Z, ils sont
d’ordre au plus 1.
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On démontre ce résultat en utilisant le fait que le systeme de coordonnées
dans U utilisé ici vérifie z] + 24 + 25 = 0, et les propriétés de la fonction ¥
suivantes :

(i) pour n et n’ entiers, (%) (r,z+n+n'7t) = —2min’ + (%)(T, z).

(D T+b o 9. f(a b
(if) (F) <Z7+d’ crid) = 27”624‘(07'4‘61)(?)(7‘, z), pour tout y = ( .4 >
appartenant a SLo(Z).

On obtient alors les équations fonctionnelles :

i) sp(2tb =) = (er + d)si (T, 2), pour tout a b appartenant a
ct+d’ ct+d c d
SLy(Z).
ii) s1(1,2z 4+ B7 + «) = s1(7, 2), pour tout («, 3) appartenant & As x As.
p PP
En utilisant la forme produit de la fonction ¥/, on constate également

qu’il n’apparait que des puissances positives de g dans le développement de

Fourier de (%Z) (7,z), donc aussi dans celui de s;(7, z). Enfin, la forme des

zéros de la fonction ¢ permet de déduire celle des poles éventuels de s7.
Proposition-Définition 3.2. On pose :

Ay 29T, 24)
a-2,1(7, 21, 23, 23) := Q(ZF(T”%)) X kl;Il n(r)3 -

Jj=1

5-51 X a—31, appartient a

N )
La forme a_21, qui n’est autre que la forme —5-

Jf;:{ , d’apres les résultats précédents.

Proposition-Définition 3.3. On pose :
1

ap,1 = *477T2A—2,1a—2,1,
ot A_g 1 est l'opérateur différentiel agissant sur Jf;{ défini par :
_of 1., 0 9
Ao f = 22775 - 55’0 [a] + 247°Ga(7) f.

De facon plus explicite, on a aussi :

a0 (7, 21, 22) = — 13 % (1,2)
1,0 02 0°
~3(Gz + 57 * 7aan ) @2 )

+ 24712 Go(T)a—91 (T, 21, 22)} .

1 [2i7r da_2,1

Les propriétés de l'opérateur différentiel A_o 1 permettent d’affirmer que

la forme ag1 appartient a l’espace J(%(AQ)J.
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On peut, a l'aide des expressions de la fonction ¥, décrire les coefficients
de Fourier des formes a_3 1, a_21 et ag,1.

On constate alors que les multiples a_3 1, 2a_21 et 24ap,; de ces formes
sont a coeflicients de Fourier entiers et que leurs développements de Fourier
respectifs possedent les premiers termes suivants :

[24a0,1]p0 = 18 + P + P>
[2a_21]pp =6—P1 — P,
la—31]0 = Po— P1.
L’étude des coefficients de Fourier de ces formes permet également de

démontrer les assertions suivantes :

A
n(r)a sy € JiES (o)

n(r)’aau(r,2) € I35 (vy)
A
n(1)%a01(7,2) € Jgj " (vy)

ou la fonction 7 est la fonction 1 de Dedekind définie par :
+o0o

1
n(r) =q2 [J(1—q").
n=1
Remarque. Les trois formes introduites ci-dessus sont précisément les trois
formes algébriquement indépendantes sur M, (M, désignant I’ensemble des
formes modulaires pour le groupe SLs(Z), définies sur H) dont K. Wirthmiil-

ler ([W]) a prouvé l'existence, et qui permettent de décrire la structure de

l’algebre bigraduée JK(AQ)J :

W (As),£,C
J*,*( 20 = M,[ao1, a—21, a—31].

3.3. Formes de Jacobi de poids 0 a coefficients de Fourier entiers.
Proposition-Définition 3.4. On pose :
1
1/)6’1) = 24a0,1.

Alors w((Lll) est une forme de Jacobi faible, W (Ag)-invariante, de poids 0,
d’indice 1, a coefficients de Fourier entiers, et vérifiant :

[0 = 18+ Py + Pu.

Proposition-Définition 3.5. On pose :

1
1/}612) = @((24000,1)2 — E4(2a_21)%)
(11) |

1
02 = E((24ao,1)2 +3E4(2a-2,)* — 4Es(a—3,1)°).
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Ces deux formes sont des formes de Jacobi faibles W (Asg)-invariantes,
de poids 0, d’indice 2, a coefficients de Fourier entiers, et vérifient :

(W52l =6+ P1 + P

[45'5)10 = 27+ Pi Py,

Proposition-Définition 3.6. On pose :

( (24@071)3 — 3E4(24a071)(2a_271)2 — 2E6(2a_271)3 )
03 = 5692 ( (24a0,1)° + 3E4(24a0,1)(2a-2,1)* — 6Eg(24a0,1)(a—3,1)?
+ 4E6(2a_271)3 — 6E8(2a_271)(a_371)2 )

Ces formes appartiennent a J(%(A2)vf

tiers, et vérifient :

, sont a4 coefficients de Fourier en-

Wil =2+ P+ Pay [953)]p0 = 15+ PPy

Pour démontrer que toutes ces formes sont a coefficients de Fourier en-
tiers, on croise diverses informations données par d’autres descriptions de
ces fonctions, qui peuvent s’écrire comme sommes de séries théta, ou éga-
lement & laide de produits infinis. (On utilise notamment 'introduction
de caractéristiques et la forme dénominateur associée au réseau As.) On
exploite aussi des relations de congruence établies entre les coefficients de
Fourier. (Pour plus de détails, voir [D].)

Proposition-Définition 3.7. On considére la forme de Jacobi notée ®1
et définie par :

Es(r) E{Y)(7,2)
A7)

Dy (7, 2) := — 27 1#(()’11)(7', z),

ot EiﬁZ)(T, z) = E4(1)ao(7,2) + 55 Ee(T)a—21(7, 2) est une forme du type
“série d’Fisenstein”.

La forme ®1 est une forme de Jacobi presque holomorphe, de poids 0,
d’indice 1, a coefficients de Fourier entiers (car les formes EiﬁQ) et @Z’((),ll)
sont a coefficients de Fourier entiers), et le début de son développement de
Fourier (que l'on peut vérifier grace au logiciel pari-gp) s’écrit :

Di(r,2) =q¢ " + 90 + (&) + (GG + (GG +a ().



100 Caroline DESREUMAUX

3.4. Formes de Jacobi holomorphes ou cuspidales. Toujours en étu-
diant les coeflicients de Fourier des formes concernées, on obtient les résul-
tats :

W (As),hol
n(r)Pa_sy € JPE W)

77(7')12a—3,1 c J&V[/I(AQ)’CUSP(U%Q)

W(Az),cusp
A(T)afg,l 6 J971 .

On peut préciser que la forme dénominateur associée au réseau de racines
Ao, notée A, mentionnée ci-dessus, est définie par la somme de séries théta
suivantes : A = 9a1+a2,3 — 9a2,3 — 9041’3 + 9_04173 + 9_a273 — 9_a1_a2’3.

La forme A est une forme de Jacobi holomorphe (méme singuliere),

W (Asg)-anti-invariante, de poids 1, d’indice 3, de caracteére vg. Par consé-

quent, la forme n(7)'6A appartient & 1’espace JégV(AQ)’CUSP.

4. Relévement exponentiel de formes de Jacobi de poids 0 a
coefficients de Fourier entiers, et formes automorphes
réflectives

4.1. Description du relevement exponentiel. Ce paragraphe précise
la méthode de relevement exponentiel, variante du produit de Borcherds
réalisée par V. Gritsenko et V. Nikulin ([GN2]), qui permet, a partir de
certaines formes de Jacobi définies relativement au réseau As, d’obtenir

=+ o .
des formes automorphes pour le groupe SO (L;), définies sur DT. (Voir les
notations introduites plus haut.)
On se réfere en particulier au théoreme 2.1. [GN2], rappelé ci-dessous.

Proposition-Définition 4.1. Soit ® une forme de Jacobi presque holo-
morphe, de poids 0 et a coefficients de Fourier entiers (notés f(n,l)), définie
ici relativement au réseau As, d’indice noté t.

On considére la variante du produit de Borcherds suivante :

B((I))(UJ, 2, 7_) — qASC€2i7r<z,B> H (1 o qneZi7r<z,l>Stm)f(nm,l)7
n,m € 7
le A2
(n,l,m) >0
ou A = i Zf(oal)7 B = % Zlf(ovl)a C = % Z < Ll > f(oal)a
l >0 l

q =¥ 5 =™ et ot (n,l,m) > 0 signifie (m >0) ou (m =0 et
n>0)ou(n=m=0etl <0, pour un ordre a préciser sur Ay ).
La fonction B(®) définie sur une réalisation du domaine DY, est une

forme modulaire méromorphe pour le groupe §5+ (Lt)UV.g(\)Jr(Lt), de poids
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24A
n

! (2,0)7 avec un systeme multiplicateur v

C est entier.
Les diviseurs de B(®) sur Al = 'Hflt)/(SO/(\Lt)Jr U VSO/(\LIt)*) sont des
diviseurs modulaires de Heegner (voir la remarque 2 ci-dessous).
De plus, en notant D := Z o1(—=n)f(n,1), on a :
n <0
le A

X Xc, ot Xc est trivial des que

B(®)(V(w,z,71)) = (—1)DB(‘I>)(LU,Z,T).

Remarque 1. On peut écrire (voir [GN2]) la fonction B(®) sous la forme :

—id (T, < 2,1 >)eTW<hl>\ f(0)
B(@)(w, 2.7) = n(r)/© T] ( ( ) )

= n(7)
X exp (— Z m71&’|T_(m)(W7277'))7
m>1

ot @[y (m) désigne I'action de 'opérateur de Hecke T_(m) sur la fonction
e? ™ P (7, 2), action définie par :

; at+0b ;
(BZlﬂtw¢(T, Z))|T, (m) (w’ z, 7—) — Z (I)(T+’ az) 62mtmw,
a, d € N,
ad = m
b mod d
Cette écriture permet de déterminer le systeme multiplicatif de la forme
B(®).
Remarque 2 : diviseur de la forme B(®) .
On reprend les notations de la proposition-définition précédente, ® ap-

. « 7A2,n.h,7Z
partient a Jg .

Le diviseur de la forme B(®) dans 'espace A; s’écrit : Zlel, ou
l

Il =1(0,a, %, 1,0) (avec a entier relatif, b appartenant a ;fg) est un vecteur
de L¢, de discriminant A(l) = 3t(1,1);, = 3Ny(a,b) strictement négatif

(Ny(a,b) = 2at— < b,b >4,), et avec k; = Z f(n%a,nb).
n>0
En effet, d’apres les remarques du premier paragraphe, il suffit de considé-

rer les d{viseurs rationnels quadratiques associés aux vecteurs du type
I =1(0,a, %, 1,0), de norme (I,1)1, = %Nt(a, 5) strictement négative.

La forme B(®) admet un zéro ou un pdle sur le diviseur H; = { Z €
DY ) (1,Z), =0y ={ Z = (tw,z,7) € H | tw+ ar+ < b,z >4,= 0}

627rin(tw+a7+<l;,z>A2 )

si un terme du type 1 — apparait dans I'expression de
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B(®), c’est a dire, d’apres la définition de B(®), s’il existe n > 0 tel que
f(n?a,nb) soit non nul.

La forme B(®) admet ainsi pour diviseurs dans I’espace A;" it) /

(S/’5+(Lt) U V.§5+(Lt)) les diviseurs de Heegner H;, | = (0, a, %, 1,0), avec
les multiplicités k; = Z f(n%a,nb).

n>0
Par conséquent, on peut énoncer le résultat suivant :

Corollaire 4.1. La forme automorphe B(®) est réflective si les coefficients

de Fourier de la forme de Jacobi ® satisfont la condition suivante :
b
— IR = by
appartenant a Ag, vérifiant Ny(a,b) = 2at— < b,b >4,< 0, tel que k;
Z f(n%a,nb) soit non nul, A(l) divise 6t dans Z et divise 6b dans Ay 7.
n>0

-

“ pour tout I = (0,a,2,1,0), appartenant a ft, avec a entier relatif, b

Pour étudier le diviseur de la forme B(®), on s’intéressera donc aux
coefficients de Fourier f(n',l") de norme hyperbolique 2n't— < I',l' >4,
négative, de la forme de Jacobi .

4.2. Etude préliminaire des coefficients de Fourier de norme hy-
perbolique négative d’une forme de Jacobi faible.

Lemme 4.1. Systéme de représentants de G, (A3).

Cas oum = 1. -
S1:=10, Ao, —\o} est un systéme de représentants de As/As.
Le tableau suivant donne la norme de ses éléments.

l 0] Ay | =g

<lLlI>|0] 2] 2

3 3

Cas oum = 2.

Sy { 0, a1, a9, a1 + as, :i:Al, :i:()\l — al), :t()\l — 042),
+(A1 — (a1 + a2))} est un systeme de représentants de ;{;/2142.

Le tableau suivant donne la norme de ses éléments.

l 0 :|:)\1 :|:()\1 — 041) :|:(A1 — (Cﬂ + 042))
<Ll>]0] 2 2 2
{ ap | ag | a1 + a2 :E()\l — Oég)
<Ll>]2]2 2 8

Cas ou m = 3.
83 = { 0, :|:)\2, :|:(042—)\2), :E(Oég—?)\g), ZtOéQ, :|:(Oé2—3)\2), :|:(3)\2—2052),
+2)9, :|:(2)\2—2042), j:(4)\2—2a2), j:()\g—I—ozl—ag), :|:(Oé2—|—)\2), :|:(042—4)\2),
+3X2 } est un systéeme de représentants de X2/3A2.
l 0 :|:)\2 :I:(Oég - )\2) :|:(042 - 2/\2) :tag
<lLl>]0] 2 2 2

:I:(Oég — 3)\2)
2

3

oIng
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{ :|:(—2052 + 3)\2) :|:2>\2 :l:(?)\g - 20[2) :|:(4)\2 — 2042)
<> 2 8 g 8

3 3 3
l :t()\g +a; — ag) :i:(az + )\2) :t(ag — 4)\2) +3Xo
14 14 14

Proposition 4.1. Coefficients de Fourier dont la norme hyperbolique est
négative.

Soient m un entier naturel et ® appartenant d Jf,%{f. On note f(n,l) les
coefficients de Fourier de la forme ®. Supposons f(n,l) # 0 et Ny(n,l) =
2nm— < l,1 >4, < 0. On a alors les résultats suivants.

Sim=1:

2
f(n,0) = f(0,h), avec h appartenant a { Ao}, et Np(n,l) = —3

Sim=2:
f(0,h), avec h appartenant a { £X\1, £(A — 1),
+(A — (a1 + a2)) }, et Nyp(n,l) = —%
ou
Fn 1) = f(0,h), avec h appartenant a { o1, ag, a1 + ag },
e et Npy(n,l) = =2
ou
f(0,h), avec h appartenant a { £(A1 — a2) },
et Ny (n, 1) = -8
Sim=3:
f(O,h), avec h appartenant a { +£Xa, £(Aa — ),
+(2X2 — a2) }, et Nyp(n,l) = —%
ou
f(0,h), avec h appartenant & { *ag, £(az — 3A2),
+(3X\2 — 2a2) }, et Nyp(n,l) = =2
ou
Fn 1) = f(0,h), avec h appartenant & { £(2X2), £(2X2 — 2a2),

:t(4)\2 - 20[2) }7 et Nm(nv l) - %
ou
f(O,h), avec h appartenant a { £(Aa + a1 — ag),
+(az + A2), £(az — 4X2) }, et Niy(n, 1) = -3
ou
f(0,h), avec h appartenant a { +£3X2 },

et Npy(n,l) = —6

En effet, notons Sy, le systeme de représentants de G, (Az2) = Ay /mAs
utilisé. Alors, d’apres les propriétés des coefficients de Fourier des formes de
Jacobi (voir le paragraphe précédent), pour n, | donnés, f(n,l) = f(n’,h),
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ou n’ est un entier, h appartient & Sy, Npn(n,l) = Ny (n',h), et | =
h mod mAs.
Si f(n,l) est non nul et Ny,(n,l) < 0, alors f(n’,h) est non nul, d’out
n’ > 0, car @ est une forme faible, et N,,(n’,h) = 2n'm— < h,h > < 0.
On déduit des valeurs prises par < h, h > précisées dans le lemme 4.1,
les différentes possibilités pour f(n,l) décrites par cette proposition, selon
la valeur de m.

4.3. Application du relevement exponentiel afin d’obtenir des
formes automorphes réflectives. Le résultat de la proposition-défini-
tion 4.1, joint a I’étude des coefficients de Fourier de norme hyperbolique
négative des premieres formes de Jacobi relatives au réseau Ao, de poids
0, & coefficients de Fourier entiers, introduites au paragraphe précédent,
permet de donner les exemples suivants.

Proposition 4.2. La forme B(w(()’ll)) est une forme modulaire holomorphe

de poids 9, pour le groupe §5+(L1), de systeme multiplicateur trivial. Elle
a pour diviseur dans [’espace Af le diviseur de Heegner H (g x,,1,0), avec la

multiplicité 1. La forme B(w(()ll)) est ainsi une forme automorphe réflective,
dont les diviseurs sont de multiplicité 1.

La fonction B(®1) est une forme modulaire holomorphe de poids 45, pour

——t . . .

le groupe SO (Ly), de systéme multiplicateur trivial. Elle a pour diviseur
dans lespace A le diviseur de Heegner H(O,—l,ﬁ,l,o)’ avec la multiplicité 1.
La forme B(®1) est ainsi une forme automorphe réflective, dont les divi-
seurs sont de multiplicité 1.

La forme B(wég) est une forme modulaire holomorphe de poids 3, pour

==+ .. .
le groupe SO (Lg), de systéme multiplicateur vq?. Elle a pour diviseur dans

, + -
Uespace A3 la somme des diviseurs de Heegner H(O 0,24,1,0) H(O,O, 22=M )

+H(0 0,221,0) La forme B(w(()’l%) est ainst une forme automorphe réflective,
dont les diviseurs sont de multiplicité 1.

La forme B(w(11 ) est une forme modulaire holomorphe de poids 15,

pour le groupe SO (La), de systéeme multiplicateur 1)12 FElle a pour divi-

seur dans lespace A3 la somme des diviseurs de Heegner Hpe 10+
2 1

(0707%;&27170) + H 22 1,0)- La forme B(Q/)O 5 ) est ainsi une forme auto-
morphe réflective, dont les diviseurs sont de multiplicité 1.
La forme B(wélg) est une forme modulaire holomorphe de poids 1, pour

——+ . .
le groupe SO (Ls), de systéme multiplicateur v8. Elle a pour diviseur dans

’ + g
Uespace A3 la somme des diviseurs de Heegner H(0 0. ,1’0) (0 022221 1 )
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Ay La forme B(wég) est ainsi une forme automorphe réflective,

tHg 22 10y
dont les diviseurs sont de multiplicité 1.

La forme B(i/}é’l;)) est une forme modulaire holomorphe de poids 9, pour

le groupe S/’5+(L3), de systeme multiplicateur trivial. Elle a pour divi-

seur dans [’espace AE{ la somme des diviseurs de Heegner H(oo o0 T
" 3 bl

H o e1taz 1)+ Higg 22 10)- La forme B(z/)élg)) est ainsi une forme auto-
"y 3 s 4y sy IR S} 5

morphe réflective, dont les diviseurs sont de multiplicité 1.

Preuve. On obtient ces résultats d’apres la proposition-définition 4.1, le
corollaire 4.1, en exploitant le coefficient connu [ ],0 des fonctions 1/1(()% et
®q, et ’étude pour les différents indices m des coefficients de Fourier de
norme hyperbolique négative éventuellement non nuls.

On rappelle que le diviseur de Heegner H; dans Ay, a fortiori le diviseur
de Heegner H; dans A;", ne dépend que de (I,1)r, et de [ modulo L;.

Les relations

1
)\1 = 3(2011 + Oég) a1 = 2)\1 — )\2
1
Ay = g(al + 2042) o = —A1 + 22X

permettent les changements de représentants modulo L; effectués.

Détaillons par exemple I’étude du diviseur du relevement exponentiel de
la forme de Jacobi 1/1(()’11).

D’apres le cas m = 1 de la proposition 4.1 (qui concerne les formes
de Jacobi faibles), si f(n/,l') est un coefficient de Fourier non nul de la
forme de Jacobi w((fl), de norme hyperbolique 2n'— < I';I" >4,< 0, alors
f(n/,I") = f(0,h), ot h, appartenant & {\2, —A2}, est congru a [ modulo
As.

Ainsi, les éventuels diviseurs de Heegner de la fonction B( [()11) ) dans A7,
qui sont associés aux coefficients f(n/,l") (c’est & dire les diviseurs du type
Ho0,1,0)) avec 2n'— < I',1' >4,< 0, coincident avec ceux associés aux
f(0,h), (c’est a dire H o p,1,0)) avec h appartenant a 'ensemble {2, —A2}
(puisquun diviseur de Heegner H; dans Aj;, a fortiori dans Aj, avec | =
(0,a,b,1,0), ne dépend que de la norme (I,1)z, = 1 Ny(a, b) et de | modulo
Lt).

De plus, les vecteurs (0,0, A2, 1,0) et (O,&—\)\Q,I,O) de L; sont dans

la méme orbite sous l'action du groupe SOT(L;), (il suffit de considé-
rer 'action de ( _01 _01 )), donc les diviseurs de Heegner Hg g x,,1,0)

et H(,0,—x,,1,0) coincident dans AT
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La multiplicité de cet unique diviseur éventuel de la fonction est donnée
par la formule :

k001,00 = D f(0,nXg) = f(0,A2) =1,

n>0

dapres Uégalité [0 = 18 + Py + Pa.

Finalement, la fonction B(wéyll)) admet effectivement pour unique divi-
seur de Heegner dans A, le diviseur H, (0,0,12,1,0), €t ceci avec la multiplicité
1.

De plus, le fait que le coefficient f(0, A2) soit positif assure le caracteére
holomorphe de cette fonction.

Enfin, le discriminant A(l) = 3tNy(a,b) du vecteur (0,0, Ag,1,0) vaut
—2, et divise donc 6t = 6 dans Z et 6b = 6Xo dans As, donc la forme
B (1/1(()11)) est une forme automorphe réflective, d’apres le corollaire 4.1.

Les autres exemples cités dans la proposition, construits a partir de
formes de Jacobi faibles, se traitent de la méme fagon.

Considérons le cas de la fonction B(®q).

Par un raisonnement analogue, et d’apres la forme du développement de

Fourier de la forme de Jacobi presque holomorphe @ (voir la proposition-
définition 3.7) :

Di(m,2) =¢ " + 90 +(QG)T + (GG +H(GEEHT +q ()

les seuls diviseurs éventuels de cette fonction dans lespace A] sont
H0,0,7,1,0) €6 H g 1 51,0)> Puisque, si f(n/,1') est un coefficient de Fourier

de norme hyperbolique négative, alors f(n',l") = f(n”,h) avec h apparte-

nant & {X2, —Aao}, et 2n'— < Ul > 4,=2n"— < h,h > 4,=2n" — % < 0.

D’apres la formule donnant les nombres k;, on a :

k0,020,100 = > f(0,nA2) =0
n>0

et

ko110 = Z f(=n?,0) = f(~1,0) = 1.

n>0

La fonction B(®1) admet donc dans A} pour unique diviseur le diviseur
H (0,-1,6,1,0) avec la multiplicité 1. Le discriminant associé vaut —6 et divise
bien 6t = 6 et 6b = 0 dans As, donc la forme B(®;) est réflective.

Enfin, il s’agit bien d’une forme holomorphe, puisque f(—1,0) est positif.

Remarque. Les diviseurs des formes réflectives B(z/z(()’ll) ), B( [()12)), B( (()121 )),

B(wég), B(wég)), et B(®;) sont tous de multiplicité 1.
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Ces fonctions seront donc associées a des algebres de Kac-Moody hyper-
boliques de type de Borcherds, pour la signature (1, 3) (voir [GN3]).

Les générateurs de ces algebres de Kac—Moody hyperboliques de type
de Borcherds, et les relations existant entre eux, sont déterminés par les
coefficients de Fourier des fonctions B(®).

Malheureusement, il est impossible de calculer directement les coefhi-
cients de Fourier de ces produits de Borcherds B(®). On fait alors appel,
et c’est ce qui fait 'objet du paragraphe suivant, a une autre construction
de ces fonctions. Plus précisément, on fait intervenir un autre type de rele-
vement de formes de Jacobi, et on constate, apres étude des diviseurs, que
certaines formes obtenues coincident avec certains de nos produits de Bor-
cherds B(®). Cette nouvelle écriture permettra de calculer les coefficients
de Fourier des produits de Borcherds B(®) qui nous intéressent.

5. Relevement de formes de Jacobi cuspidales ou holomorphes,
et formules du dénominateur

5.1. Description du relévement. On utilisera ici une méthode de rele-
vement arithmétique de formes de Jacobi ([G], [GN3]).

Un premier théoréme ([G] théoréme 3.1, écrit ci-dessous dans le cas du
réseau Aj), s’applique aux formes de Jacobi d’indice 1, & systéme multipli-
cateur trivial.

Proposition 5.1. Relévement arithmétique (1).

Soient k un entier fixé et ¢ un élément de J,?f’]wl. On note

; t
olr, ) = > F(n, [Pt 1502
NEZIE Az 2n—<L,I> 4, >0
Si £(0,0) est non nul, on suppose de plus k supérieur ou égal a 4. Alors,
la fonction F, définie sur D par :

+00
Fy(w,z,7):= f(0,0)Ex(r) + Z (m |k 1 T (m))(r, 2)eX™m

m=1

ot laction de lopérateur T—(m) est donnée par :

ar +b
(elaT-(m)(r.2) = 3 afp(*5—.az),
a, d € N,
ad = m
b mod d

est une forme modulaire de poids k pour le groupe §5+(L1).

De plus, comme le réseau Ly = 2H @ Ay est mazimal (c’est a dire qu’il
n’existe aucun réseau entier pair qui le contienne et dans lequel il soit d’in-
dice fini), si @ est une forme de Jacobi cuspidale, F, est une forme modu-
laire cuspidale.
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Un deuxieme théoreme ([GN2|, théoreme 1.12) décrit un relevement
arithmétique de formes de Jacobi classiques & une variable, d’indice quel-
conque, possédant éventuellement un systéeme multiplicateur non trivial, et
peut s’écrire dans le cadre plus général des formes de Jacobi a plusieurs
variables (et en particulier relatives au réseau As) de la fagon suivante :

Proposition 5.2. Relévement arithmétique (2).

Soient k un entier relatif, m un entier naturel et D un entier naturel
divisant 24. On note @ := 24/D. Soit ¢ une forme de Jacobi définie relati-
vement au réseau As, cuspidale, de poids k, d’indice t, admettant le systéme
multiplicateur (d’ordre Q) vnD (on écrira que @ appartient a J,ff’cuSp(vD)).

n
Alors la fonction Lifti(p) définie sur DV par :

Lifi@)w,z7)= > m (el @ m))(w, z,7),
m = 1 mod Q
m > 0
@

ou laction de l'opérateur T

(¢|sz£Q)(m)>(w7z,7—) — P33 d—kvg(o.a)so(w’az)eh-imtw’

a, d € N, d
ad = m
b mod d

—~

m) est donnée par :

0

une forme modulaire de poids k pour le groupe S/’5+ (Lgt), de systéme mul-

tiplicateur induit par vf? .

-1
ot 04 est un élément de SLa(Z) vérifiant o, = < “ 2 ) mod (@, est

Remarques :

(i) Si la forme ¢ est non nulle, la fonction Lift;(¢) obtenue est non nulle.

(ii) Il existe une variante de ce théoréme pour les formes de Jacobi ho-

lomorphes non cuspidales, faisant intervenir une condition supplémentaire

sur le poids et le systeme multiplicateur, afin de conserver la convergence.
En appliquant ces relevements aux formes de Jacobi holomorphes ou

cuspidales construites plus haut, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 5.1.

La forme Fa(r)q_s, est une forme modulaire cuspidale, de poids 9, de

systeme multiplicateur trivial, pour le groupe S/’5+ (L1).
La forme Lifti(n(1)%a_31) est une forme modulaire, de poids 1, dont le
\ .. . . o
systéme multiplicateur (d’ordre 3) est induit par vs, pour le groupe SO (Ls3).
La forme Lift1(n(7)2a_31) est une forme modulaire, de poids 3, dont
le systéme multiplicateur (d’ordre 2) est induit par 1)7172, pour le groupe

SO (Ly).
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La forme Lift1(n(t)'SA(r,2)) est une forme modulaire, de poids 9, de
systeme multiplicateur trivial, pour le groupe §(\)+ (Ls).

2. Quatre identités du type “formule du dénominateur”. Com-
me annoncé ci-dessus, on peut établir certaines égalités entre des releve-
ments exponentiels de type produits de Borcherds (notés B(®)) et des
formes automorphes construites par relevement de type de Maass. La pro-
position suivante résume ces résultats.

Proposition 5.3.

B(§Y)) = Fatrya_y, € Mo(S0" (L1))

B<w51%>=szt1< (1)2a_3,1) € M5(50 " (L2), v}2)
BWY) = Lifti(n(r)*a_s,) € M1 (50" (Ly), )
B(uSly)) = Lifti(n(r)'®A(r, 2)) € Ma(S0" (Ls)).

Preuve. D’apres la proposition 4.2, la forme B (1/1(()11)) est une forme modu-

. . ==+ ..
laire, de poids 9, pour le groupe SO (L1), et admet pour diviseur, dans
I’espace Af, le diviseur de Heegner H g x,,1,0), avec la multiplicité 1.

Montrons que cette forme coincide avec la forme Fa(ryq_,,, définie ci-
dessus, elle aussi modulaire de poids 9 pour ce groupe.

D’apres la deuxieme écriture de la forme B(®) donnée en remarque, et

Iégalité [w(()ll)] @ = 18+ P1 + P, on peut écrire :

V(7 21) V(7,21 — 22) V(7,22)
n(T) n(T) n(7)

x exp (=St il (r5w)),

t>1

B\ (w, z,7) = n(r)'® (=i)3 e¥™i

ou encore :
(1) _ 2miw
B(¢0,1)(w7277) - A(T) € a—3,1(7—7 Z)
x exp (=2t Ir (. %,7))-

t>1
Par ailleurs, d’apres la proposition 5.1, la forme F A(r)a—31 s’écrit :
“+o00

FA(T)CL—3,1(W7277-) = Z (m_lA(T)a—B,l ,

m=1

_(m))(r, 2)e* ™,
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avec .
at+b at +b
(A(T)as 1o T (m))(r,2) = éNa%( T )assa (T az),
gdmjd%

ce qui permet de constater que cette forme s’annule sur I’ensemble des zéros

de la fonction B (w(()ll))

En effet, on peut rappeler que la fonction a_3; s’annule uniquement
sur les hyperplans d’équation z§ = 0 modulo Z + 7Z. (On utilise ici les
coordonnées (z] = z1, 24 = 22 — 21, 25 = —z2).) On peut ensuite vérifier
par exemple que, si z] appartient & Z + 7Z, alors, pour a, b, d # 0, trois
entiers naturels quelconques, az] appartient & Z + %H)Z, ce qui permet de
conclure que la forme F A(r)a_s, st nulle sur hyperplan d’équation 2z =0
modulo Z+7Z, puisque, pour tout entier m, (m=tA(r)a—3 1917 (m))(r, 2)
est nulle sur cet hyperplan.

c a1 . F, A(r)a_31
On peut alors considérer le quotient ——~
By 1)

dulaire, holomorphe, de poids 0 et qui, d’apres le principe de Koecher, ne
peut donc étre qu’une constante.

qui est une fonction mo-

Ainsi, les formes Fa(ryq_;, ¢t B (111(()11)) sont égales & une constante multi-
plicative pres. D’apres le premier coefficient de Fourier-Jacobi de chacune
des deux fonctions, cette constante ne peut valoir que 1. Cela termine la
démonstration.

On établit les autres identités par un raisonnement analogue.

Remarque : formules du dénominateur.
On peut ainsi écrire, a partir par exemple de l'identité

1
B( 61)) = Fa(r)a_s.+

en revenant aux définitions de ces formes (voir la proposition 5.1 et la
proposition-définition 4.1), et en notant f(n,l) les coefficients de Fourier

de la forme ¢((]711)7 une formule du type “formule du dénominateur” (c’est a
dire une égalité entre un produit infini et une somme infinie) pour I’algebre

de Kac-Moody associée a la forme B (1/1(()11)) :

—+00

Y (m'A(r)a3,

m=1

971T, (m))(T, Z)62i7rmw

— 627r17'627mw€217r<z,)\1> H (1 _ 627rm7'62z71'<z,l>e?ﬂzmu)f(nm,l).

nm € 7

I € A
(n,y;m) > 0
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Cette formule permettra (apres le calcul des coefficients de Fourier) de
déterminer entierement l'algebre de Kac—Moody associée, par ses généra-
teurs et les relations qui existent entre eux.

Des écritures similaires, susceptibles de fournir les “formules du dénomi-
nateur” des algebres de Kac—-Moody de type de Borcherds associées aux

formes de Jacobi zpég, 1&6713) et wgl), sont obtenues a partir des 3 autres

identités.
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