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Etude du graphe divisoriel 5

par Eric SAIAS

Pour Michel Balazard, ¢ l’occasion de son 2°éme anniversaire

RESUME. Le graphe divisoriel est le graphe non orienté dont les sommets sont
les entiers strictement positifs et deux entiers sont reliés par une aréte quand le
petit divise le grand. On appelle chaine de longueur ¢ toute suite finie d’entiers
strictement positifs aq, as,...,a; deux a deux distincts tels que pour tout 4
vérifiant 1 <7 < £, a; et a; 1 sont reliés par une aréte du graphe divisoriel.

Notons f(x) la longueur maximum d’une chaine de la restriction du graphe
divisoriel aux entiers inférieurs ou égaux a z. Tenenbaum a donné un pro-
cédé constructif, directement transposable sous forme d’algorithme, qui établit
I'existence d’une chaine d’entiers < x dont on sait maintenant qu’il fournit la
minoration f(z) > (¢4o(1))x/logz avec ¢ = 0,07 quand  — +00. On donne
ici une variante de son procédé constructif qui permet d’obtenir ¢ = 0, 37 pour
la méme minoration. On profite de 'occasion pour faire une large part aux
mathématiques expérimentales.

Par ailleurs, on donne également une minoration d’une variante de la fonc-
tion f(z), qui permettra de répondre & une question d’Erdés dans un travail
ultérieur.

ABSTRACT. The divisor graph is the non oriented graph whose vertices are the
positive integers, two vertices being connected by an edge when the smallest
one divides the largest one. We call chain of length ¢ any finite sequence of
pairwise distinct positive integers ai,as,...,ay, such that, for 1 < i < ¥, q;
and a;4+; are connected by an edge in the divisor graph.

Let f(z) denote the maximum length of the restriction of the divisor graph
to the integers smaller than or equal to x. Tenenbaum has given a constructive
procedure, directly transposable in form of an algorithm, which establishes
the existence of a chain of integers < x, from which the lower bound f(z) >
(¢ +0(1))x/log x is now known to follow, with ¢ = 0,07 when x — +o00. We
give here a variant of his constructive procedure that allows to get a similar
lower bound with ¢ = 0,37. We take advantage of the opportunity to make a
large part to experimental mathematics.

Moreover, we also give a lower bound of a variant of the function f(x),
which will enable us to answer a question of Erdos in a forthcoming paper.

Manuscrit regu le 9 juin 2022, révisé le 30 juin 2023, accepté le 15 septembre 2023.
Classification Mathématique (2020). 11A05, 05C38.
Mots-clefs. divisor graph.
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1. Introduction générale

(a). Définition de f(x) et historique de I’étude de son comporte-
ment asymptotique. On appelle graphe divisoriel le graphe non orienté
dont les sommets sont les entiers strictement positifs et deux entiers sont
reliés par une aréte quand le petit divise le grand. On appelle chaine de
longueur ¢ toute suite finie d’entiers strictement positifs a1, ao, ..., ay deux
a deux distincts tels que a; est un diviseur ou un multiple de a;41 pour tout
entier ¢ vérifiant 1 <4 < /¢ —1. On note f(x) la longueur maximum d’une
chaine de la restriction du graphe divisoriel aux entiers < .

C’est en lien avec le travail [4] d’Erdés, Freud et Hegyvari que Pome-
rance [10] introduit la fonction f(x) et résout une conjecture de Hegyvéri
en montrant que f(z) = o(z). Avec la minoration de Pollington [9], on sait
en 1983 qui est ’année de parution des trois articles [4, 9, 10] que

x

exp{(2 + o(1))y/log = loglog =} < f(z) = o(z),

Les travaux de Tenenbaum [22] et moi-méme [14, 16, 17] ont permis d’éta-
blir dix ans plus tard qu’il existe deux réels a et b avec b > a > 0 tels que
pour tout x > 2

(1.1)

(x — +00).

X T
< <bd .
< fle) <b

“ log z

Des considérations théoriques et des calculs numériques amenent a la

Conjecture E. Il existe un réel ¢ vérifiant 7 < ¢ < 13 tel que

f(x) :

~ — .
c ogz’ (x — +00)

Nous allons nous focaliser ici sur la minoration effective de
lim inf(f(z)/(z/logz))

que l'on peut a présent aborder grace au travail numérique de Weingartner
et ses coauteurs sur les entiers a diviseurs denses.

(b). Mathématiques expérimentales et mathématiques théoriques.
Ce que l'on appelle ici mathématiques expérimentales consiste pour 'es-
sentiel & faire des observations sur une chaine particuliere notée C(100),
d’entiers < 100 et de longueur maximum f(100) = 77. Nous verrons en
particulier qu’elle a une forme d’autosimilarité.

Nous montrerons ensuite que certaines des propriétés de C(100) que I'on
aura observées, sont en lien avec les chaines que ’on va construire pour mi-
norer f(z) quand x — 400. Comme en physique, on passe donc en quelque
sorte, des mathématiques expérimentales aux mathématiques théoriques.

Par ailleurs notre minoration de f(x) s’obtient par un algorithme récursif
assez court, que I'on peut donc facilement programmer.
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Enfin on va donner également une preuve, assez longue cette fois, d’une
minoration d’une variante de f(z) en construisant une longue chaine qui a
pour l’essentiel encore la méme structure que C(100).

2. Observation d’une chaine particuliére d’entiers < 100 de
longueur maximum f(100) = 77

Chadozeau [2] a montré que f(100) = 77, par un calcul a la main qui
est loin d’étre immédiat. Donnons un exemple de chaine (que 'on notera
C(100)) d’entiers < 100 formée de 77 entiers

(2.1) 62—31—93—1—-87—29—582—-92—46—23—69—3—57
—19—38—76—4—68—34—17—85—5—65—13—H2—26
—T78—6—24—48—-96—12—72—36—18—54—27—81—9
—63—21—42—84—28—56—14—98—49—7—35—70—10
—60—30—90—45—15—75—25—50—100—20—40—80
—16—32—64—8—88—44—22—66—33—99—11—77

Avant d’aller plus loin, donnons certaines des notations que nous utiliserons
au long de ce présent travail. On désigne par N* l’ensemble des entiers
strictement positifs, par P I’ensemble des nombres premiers, et par R**
I’ensemble des réels strictement positifs.

On utilisera la lettre n pour désigner un élément générique de N*, les
lettres p ou g pour désigner un élément générique de P et la lettre = pour
désigner un élément générique de R*T*. On utilise la lettre y pour désigner
un élément générique de P U {+oo}, et la lettre z pour désigner un élément
générique de {1} LUP.

On note P(n) le plus grand facteur premier de I'entier n > 2 avec la
convention P(1) = 1. On note

S(z,y) ={n <a: P(n) <y} et U(z,y) = [S(z,y)|.

On désigne également par C(z,y) une chaine générique d’entiers de S(z,y).

Avant de donner nos différentes observations sur cette chaine, signalons
qu’elles sont spécifiques & cet exemple (2.1) de chaine d’entier < 100 de
longueur maximum f(100) = 77. Nous ne prétendons pas que toutes les
chaines d’entiers < 100 de longueur 77 partagent les mémes propriétés que
(2.1). C’est méme le contraire : nous avons choisi C(100) car, entre toutes
ces chaines, c’est 'exemple qui nous a paru avoir le plus de propriétés
remarquables.

Notre premiere observation sur cette chaine consiste a constater que les
entiers ayant le méme plus grand facteur premier ont tendance a étre regrou-
pés en « sous-chaines ». Cela signifie qu’ils forment un ensemble d’entiers
consécutifs dans la chaine. Par exemple ceux dont le plus grand facteur
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premier est 7 sont regroupés a la quatrieme ligne. Pour faire apparaitre
cette structure, on récrit cette quatrieme ligne sous la forme

(2.2) 7(9—3—6—12—4—8—2—14—7—1—5—10)

On a donc mis en facteur ce plus grand facteur premier commun qu’est ce
nombre 7. En divisant par 7 toute la chaine (2.2) on obtient la chaine

(2.3) 9—3—6—-12—4—-8-2—-14—-7—1—-5—10

qui est naturellement une chaine C(100/7,7) d’entiers de S(100/7,7). En
effectuant ce changement d’écriture pour toutes les sous-chaines « & P(n)
constant », on récrit la chaine C(100) sous la forme

(2.4) 31(2—1-3) 293—1-2) 23(4—2-1-3) 19(3-1-2-4) 17(4—2-1-5) 13(5 1 -4-26)

NN NN

4
-+ 3(2—8—-16—32—4—24—12—6—18-9—27—3)—7(9—3—6—12—4—8-2—14—7—1—-5-10)
—5(2—12— 61893155 102048 16)—2(8—16—32—4)—11(8—4—2—6—3—9—1—7)
Sous cette forme (2.4), on appellera « premiére ligne » la sous-chaine formée
des entiers allant de 62 = 31 x 2 jusqu’a 78 = 13 x 6. On appellera « étage
du haut » de cette premiere ligne la suite des entiers

31x2, 31x1,31x3,29x3, 20x1, 29x2, 23 x4, 23x2,...,13 x 6.

Et dans I’étage du bas de cette premiere ligne, on a les cinq entiers 1, 2,
3, 4 et 5. On appellera alors naturellement deuxiéme ligne la sous-chaine
formée des entiers de 6 = 3x2 a 70 = 7x 10 et troisieme ligne la sous-chaine
formée des entiers de 10 =5x2a 77 =11 x 7.

En regardant (2.4), on voit que l'on peut préciser notre premiere obser-
vation. En effet ¢’est pour tout nombre premier p de Uintervalle [7,31] que
I’ensemble des entiers n de la chaine C(100) vérifiant P(n) = p, forme une
sous-chaine de C(100) que l'on écrira pC(100/p, p).

Pour p € {2,3,5}, c’est un peu différent. Cette fois c’est uniquement
« presque tous » les entiers de C(100) qui appartiennent a pS(x/p,p) qui
peuvent étre regroupés en une chaine de la forme pC(100/p,p). Les en-
tiers de C(100) N ( 2:2 pS(z/p,p)) qui n’appartiennent pas aux chaines
pC(100/p, p) sont les petits entiers 2, 3, 4 et 5 qui apparaissent a I’étage du
bas de la premiere ligne.

Quand y > x, on a S(z,y) = {n < z}. Cela nous amene a parfois utiliser
la notation C(100/p) a la place de C(100/p, p) quand p > 10.

On observe que dans la premiere ligne de (2.4), les sous-chaines p C(100/p)
de I’étage du haut sont « connectées » entre elles par les petits entiers 1, 2,
3, 4 et 5 de I’étage du bas. Comme ces petits entiers n’appartiennent pas
aux pC(z/p), on les appellera « connecteurs extérieurs ».

Notons au passage que 'on est obligé de séparer ainsi deux sous-chaines
pC(100/p) et p'C(100/p’) avec p’ > p > 10 = 1/100. En effet si elles étaient
directement accolées, cela obligerait 'entier extrémité de p’C(100/p’) voisin
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de la sous-chaine pC(100/p) d’étre un multiple de p’p. Or c’est impossible
car p'p > 100.

Au contraire, dans les deuxieéme et troisieme lignes de la chaine C(100), les
sous-chaines voisines pC(100/p, p) et p’C(100/p’, p’) avec p < p’ sont directe-
ment accolées, sans connecteur extérieur. Plus précisément elles sont reliées
entre elles par I'extrémité pa (avec P(a) < p) de la sous-chaine p C(100/p, p),
qui divise lextrémité voisine de C(z/p’,p’). On appellera « connecteur in-
térieur » cet entier pa. (Si on veut étre plus précis, pa est le connecteur
de pC(100/p, p) et p'C(100/p',p’), intérieur a pC(100/p, p)). Dans le cas de
notre chaine C(100), les connecteurs intérieurs sont 6, 9, 10, 16 et 8.

Tout cela nous amene a appeler « composante extérieure » de C(100) la
sous-chaine de C(100) allant de 62 = 31 x 2 & 78 = 13 x 6, et « composante
intérieure » la sous-chaine complémentaire qui vade 6 =3x2a 77 = 11 x 7.

Résumons-nous. La chaine C(100) est de la forme

C = Cext (100)—Cint (100)

avec
peC(5y) psC(L0) o mC(PP)
Cex(100) = N/ NS NS
1 2 5
et
100 100 100
Cint(100) =p’1€<,,p’1)p’20(,,p’2>- : -péc(,,p’5>
Y41 Pa Ps

ol les p; et pj, sont deux & deux distincts avec

{p1,p2,...,p¢} ={p: 13 <p <31}
(P, phy - ph} = {p:2 <p <11},

Portons maintenant notre attention sur la chaine C(14,7) := C(100/7,7)
qui apparait dans C(100) (voir (2.3)). Elle posséde la méme structure que la
chaine C(100) ; les entiers ayant le méme plus grand facteur premier forment
des sous-chaines. De plus, C(14,7) est aussi partitionnée en composante
intérieure et composante extérieure.

C(14,7) :3(3—1—24) 224 1)17( )

2—1)  5(1—2
N,/

(2.5)

composante intérieure composante extérieure

Cette structure induite apparait aussi dans une certaine mesure pour les
autres sous-chaines C(x/p, p) de C(100). Cette chaine vérifie donc, au moins
de maniere approximative, une forme d’autosimilarité.
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Autre observation : les deux ordres de I'arithmétique, 'ordre usuel < et
lordre divisoriel, sont simultanément présents dans la chaine (2.4). En effet
les connecteurs extérieurs sont les entiers < 5, qui apparaissent par ordre
croissant. Aussi toujours dans la composante extérieure, les nombres p des
sous-chaines pC(x/p) apparaissent cette fois par ordre décroissant. L’ordre
divisoriel est lui présent dans le fait déja observé que les entiers ayant le
méme plus grand facteur premier (& I'exception des entiers qui servent de
connecteur extérieur dans la composante extérieure) sont regroupés en une
seule sous-chaine.

Signalons que Mazet a montré en 2008 ([5, théoréme 3.0.2]) que pour
tout y nombre premier fixé, dés que x est suffisamment grand relativement
a y, la restriction du graphe divisoriel a S(z,y) est un graphe Hamiltonien.
En désignant par f(z,y) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de
S(z,y), je pense que 'on a la forme effective suivante du résultat de Mazet.

Conjecture P. Pour tout x > 4 et tout y premier tels que 2 < y < log=x,
on a

f(x,y) = V(z,y).

C’est le moment de comparer certaines de nos observations avec le tra-
vail [4] d’Erdés, Freud et Hegyvari. Dans leur théoreme 1, ils introduisent
la fonction L(z) qui représente le minimum sur toutes les permutations
o de {1,2,...,[z]} de la quantité maxi<p<n ppecm(o(h),o(h + 1)), et ils
montrent que L(z) ~ x?/4logz. Décrivons une partie de la permutation
qu’ils construisent pour établir leur majoration.

D’abord, ils regroupent les entiers n tels que P(n) > 4 log x en « blocs » a
p := P(n) constant. Ils disposent leurs blocs de gauche a droite de telle sorte
que la suite des nombres premiers p qui leur est associée est décroissante.

Quand P(n) > x/4+/log x, ils séparent deux blocs voisins par un « sépa-
rateur ». La suite des séparateurs est croissante. L’ensemble de ces sépara-
teurs est un intervalle de nombres entiers de la forme [1, (14 0(1)) z/ log x].
Leurs blocs sont nos sous-chaines; leurs séparateurs sont nos connecteurs
extérieurs, et enfin cette partie de leur permutation est notre composante
extérieure.

Quand 4 logx < P(x) < x/4+/log x, les auteurs remarquent qu’ils n’ont
plus besoin de séparateurs. S’ils n’en utilisent pas, cette succession de blocs
directement accolés les uns aux autres est I’analogue de notre composante
intérieure.

Les propriétés communes de la chaine C(100) avec cette permutation
montrent que les deux questions sont liées. Ce travail [4] d’Erdés, Freud et
Hegyvari est en fait méme a l'origine de tous les travaux ultérieurs sur le
graphe divisoriel.

Une question de fond est de chercher dans quelle mesure ces observa-
tions sur la chaine C(x) avec x = 100 s’étendent & tous les x. Faire cette



Ftude du graphe divisoriel 5 181

recherche constitue une piste naturelle pour avancer vers une preuve de la
conjecture E.

La construction d’une chaine avec a la fois une composante intérieure et
une composante extérieure est délicate. C’est dli au fait qu’il faut choisir
des connecteurs extérieurs ga (avec g premier et P(a) < q) dans 'ensemble
qS(z/q,q). La difficulté est alors de pouvoir s’assurer que ces entiers ga ne
seront pas utilisés dans les sous-chaines qC(z/q, q).

C’est pourquoi dans beaucoup de travaux consacrés a la minoration de
f(z) ou de I'une de ses variantes ([14, 15, 19, 22]) les chaines construites
ne contiennent pas de composante extérieure. (A noter aussi le travail [§]
ou cette fois il n’y a pas de composante intérieure).

En réalité, on construit d’emblée des chaines C(z,y) d’entiers de S(z,y)

ayant la structure
x x
p1C(,p1>- : -ij(,pj>
p1 pj

X i
—Dpj 1C( p‘+1)"'pkc< pk)
i pj+1’ ! Pk’

ou {p1,p2,...,pk} constitue un ensemble P(x,y) de nombres premiers qui
sont inférieurs ou égaux a min(y, /x). On reconnait la structure de la com-
posante intérieure des chaines C(x/p,p) de C(100) (voir (2.5) pour p = 7).
C’est une illustration du passage des mathématiques expérimentales aux
mathématiques théoriques.

(2.6) C(x,y) :

3. Introduction aux ensembles A(x,y) de Schinzel-Szekeres

Notons n = p1p2 - - - po(n) la décomposition de I'entier n > 2 en facteurs
premiers avec

P1 = D2 2 2 PQn)-
On définit la fonction de Schinzel-Szekeres [20] par

S(n) = DL 1D2
(n) 1;]?252((”)1711)2 Pk—1D%

et on note par convention S(1) = 1. On note
A(z,y) = {n:S(n) <z, P(n) <y}

avec A(z,y) = |A(zx,y)|.

C’est Tenenbaum [22] qui a compris que ces ensembles A(x,y) jouaient
un role central pour obtenir une bonne estimation asymptotique de f(z),
que ce soit pour sa minoration comme pour sa majoration (voir aussi [13,
17, 19]). Ces ensembles sont encore au coeur de ce présent travail ne serait-
ce que dans I’énoncé des deux principaux résultats (voir les théoréemes 4.1
et 5.2 ci-dessous).
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On vérifie facilement que 'on a pour tout = > 1 et tout y € P U {400},
la formule fondamentale

x
(3.1) Awy) = U »pA(p).

p<min(y) L
Or si on identifie une chaine a ’ensemble de ses entiers, les chaines C(z,y)
ayant la structure (2.6) vérifient

Clz,y)= || »pClx/p.p)
pEP(z,y)

ou P(x,y) est un ensemble de nombres premiers inférieurs ou égaux a
min(y, /7).

Les chaines C(x,y) de la forme (2.6) ont donc une propriété d’autosimi-
larité fortement apparentée a celle des ensembles A(x,y).

On regroupe ci-dessous des propriétés de S(n) qui nous serons utiles. On
omet les preuves qui sont faciles.

Lemme 3.1. Soit n > 2. On note pour (i), (ii) et (iii), n = pm avec
p=P(n). On a
(i) S(n) = max(p? p S(m))
(i) S(m) < S(n)/p
(iii) nP~(n) < S(n) < np.
Soit m un diviseur de n. On a

(iv) S(m) < S(n).
4. Introduction aux longues chaines d’entiers de S(x, y)

Notons
S'(z,y) ={n>z:P(n) <yetp’(n) =1}
et A(x,y)={n:Sn) <z Pn)<yetpy*(n)=1}

ou u(n) désigne la fonction de Méobius. Comme Pollington [9], Tenen-
baum [22] travaille dans la restriction du graphe divisoriel aux entiers
sans facteur carré. Il a trouvé un court algorithme récursif permetttant
de construire une famille de chaines C'(z,y) ayant la structure (2.6) et
vérifiant

A'(2/2,y) CC'(z,y) C S'(2,y).
On en déduit immédiatement que

(4.1) flz,y) = |A(2/2,)].

Or on sait que f(z) < x/logz (voir [17]) et que |A'(z,400)| < z/logx
(voir [16]). C’est donc un fait remarquable : avec le travail de Tenenbaum,
on dispose d'un procédé algorithmique qui fournit une chaine d’entiers < x
dont la longueur est du méme ordre de grandeur que f(z) elle-méme.
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Plus précisément, grace aux travaux de Pomerance, Thompson et Wein-
gartner [11] et [29] sur les entiers & diviseurs denses, on sait maintenant que
la formule (4.1) entraine la minoration

(4.2) lim inf )

> 0,07.
z—+o0 z/logx

Il est intéressant de disposer d’une chaine d’entiers < z comme celle de
Tenenbaum, c’est-a-dire de longueur ayant le méme ordre de grandeur que
celui de f(z) et dont tous les entiers sont sans facteur carré. Cela permet
notamment de « greffer » a différents endroits de la chaine, des entiers avec
facteur carré, de telle sorte que la nouvelle suite finie d’entiers soit encore
une chaine. La chaine de Tenenbaum a été utilisée deux fois comme cela :
pour établir la minoration du théoreme 1 de [19] et pour démontrer le
théoreme de [6].

D’un autre point de vue, il est également intéressant de chercher
a améliorer la minoration (4.2) pour se rapprocher de la conjecture
liminf, 4 :E/fl(iozg)x
variante de ’algorithme de Tenenbaum, nous avons établi I’analogue de
son résultat, obtenu en enlevant la restriction pour les entiers d’étre sans

facteur carré.

> 7. C’est ce que nous avons fait. En utilisant une

Théoréme 4.1. Soient x > 1 et y € PU {4o00}. Il existe alors une chaine
C(z,y) vérifiant

A(x/2,y) C C(z,y) C S(z,y).
On en déduit immédiatement le

Théoréme 4.2. Soitx > 1 ety € PU {+o0}. On a alors

Fz.y) = A v).

Avec 'aide des travaux de Weingartner sur les entiers a diviseurs denses
[28, 29, 30], on en déduit la minoration suivante

Corollaire 4.3. On a

lim inf M

> 0,37.
z—+o0 x/logx

Ce dernier résultat est relatif a la valeur y = +o0o de la minoration de
f(z,y) du théoreme 4.2. Intéressons nous maintenant aux petites valeurs
de y relativement & x. Rappelons (Conjecture P vers la fin de la section 2)
que l'on conjecture que f(z,y) = ¥(x,y) pour 2 < y < logx. Le résultat
suivant constitue un premier jalon vers cette conjecture.
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Notons
212 1/3 2/3
—— (2<y<(l log 1
o (25 y < (oga) (logloga) ),
1
E(z,y) = ogy’ ((log )3 (loglog )3 < y < (log z)/?loglog z),
Yy
$, ((logac)l/2 loglogz <y <logx).
logz - logy

Théoréeme 4.4. On a uniformément pour tout x > 8 et tout y premier tels
que 2 <y < loguz,

1+ 0B, ) LY <t y) < W(ay).

Remarquons que l'on a en particulier f(x,y) ~ ¥(z,y) dés que x tend
vers +oo de telle sorte que y = o(log ).
Notons que la minoration (4.1) ne permet pas d’établir le théoréme 4.4.
En effet si on fait tendre = vers +oo de telle sorte que
(4.3) logy = o(loglog x)
on a
log 1
A (2, y)] < |8 (2,y)] <270 < 2¥ = O(exp{’yogogfﬂ})_
2logy

Alors que d’aprés le théoreme d’Ennola (cf. [23, corollaire III5.4]), on a
dans la région (4.3)

Wz, ' Hloga: {yloglogw}‘

p<y logp 2logy

5. Introduction aux longues chaines d’entiers de A(x, y)

On s’intéresse a présent a une autre question relative aux longues chaines
d’entiers. Notons R(z, z) le cardinal maximum de I'union de chaines d’en-
tiers < x deux a deux disjointes et toutes de longueur z. Dans [13] on
démontre I'encadrement

5.1 R(x,z) < , 2<z< f(x)),

(5.1) @)=, (2<z< f(@)

qui sera utilisé pour répondre & une question d’Erdés.
Notons

A(x) = Az, +00) = {n: S(n) <z},
Az) = |A(z)]

et désignons par f,(z) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de A(z).
Pour établir (5.1) on met en lumiére une équation fonctionnelle approchée
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de R(z,z) qui fait intervenir la fonction f,(x). Pour itérer cette équation
fonctionnelle, on a besoin de la minoration

(5.2) fa(x) > x/log z.

Pour démontrer cette minoration, ma premiere idée était ambitieuse : il
s’agissait de montrer que f,(z) prend pour tout z la plus grande valeur
possible, i.e. fo(z) = A(z) et on a (5.2) par lestimation A(z) < z/logx
(voir le lemme 6.3 ci-dessous). Autrement dit, il s’agissait de confirmer I’

Hypothése A. Pour tout x > 1, la restriction du graphe divisoriel a A(x)
est un graphe Hamiltonien.

Il serait a désirer, sans doute, que ’on elit une démonstration rigoureuse
de cette proposition ; néanmoins j’ai laissé cette recherche de coté pour le
moment apres quelques rapides essais infructueux, car elle parait superflue
pour le but immédiat de mon étude.

En effet, j’ai pris conscience que I'on pouvait réutiliser la méthode de
minoration de la section 8 de [15]. Je me contente donc ici de montrer (5.2).

Théoréme 5.1. Il existe deux réels ¢ et K avec K > ¢ > 0 tels que pour

tout x > 2, on a
T

< fulz) < K——.
< fole) S Ko

Clog x

On a fy(x) < A(x) < z/logzx (voir le lemme 6.3 ci-dessous). Pour la
minoration on note S*(z,y) = {n: vz <n <z, P(n) < y}. Notons f,(z,y)
(respectivement fr(x,y)) la longueur maximum d’une chaine d’entiers de
A(z) NS(x,y) (resp. A(z) NS*(z,y)). S’il n’existe pas de chaine d’entiers
de A(z) N S(z,y) (respectivement A(x) N S*(x,y)), on convient d’écrire
fulir,y) = 0 (resp. f2(z,y) = 0).

Rappelons que l'on désigne par P~ (n) le plus petit facteur premier
de lentier n > 2 avec la convention P~(1) = +oo. Notons également
A(z,y,z) = {n : S(n) <z : P(n) <y et P~ (n) > z}|. On montre en
fait le

Théoréme 5.2. [l existe un réel M > 1 tel que pour tout x > 0 et tout y
premier, on a

falz.y) = fila,y) = A(17,9,2).

On sait que A(x,z,2) < x/logz (voir toujours le lemme 6.3). Donc la
minoration f,(x) > x/logx du théoreme 5.1 résulte immédiatement du
théoréme 5.2.

6. Les ensembles A(x,y) et la fonction A(x,y, z,t)

Pour z et t des réels positifs, y € PU {+o00} et z € P U {1}, on note
A(z,y,z,t) ={n <z :P(n) <y,P (n) >zet S(n) <azt}et A(x,y,z,t) =
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|A(z,y,2,t)|. On rappelle que l'on note A(z,y) = A(z,y,1,1) =
{n : S(n) <z et P(n) < y}. Pour mémoire, on récrit ci-dessous la for-
mule fondamentale (3.1) et on la prouve

Lemme 6.1. On a pour tout x > 1 et tout y € P U {+o0},

Ay =] pA(jj,p).

p<min(y,v/z)

Démonstration. Comme x > 1, 1 € A(z,y). Soit n € A(z,y)\{1}. Alors
P(n) <y, et par définition de S(n) on a aussi P(n) < /x.
Soit maintenant p < min(y,\/z) et n > 2 avec P(n) = p. Alors toujours
par définition de S(n)
n e A(z,y) < n/p € A(x/p,p)
<= n € pA(z/p,p). O

On a (voir [21, formule (2.7)])

Lemme 6.2. Pour tout (z,y,2,t) € R™ x (PU{+o00}) x (PU{1}) x[1, +00],
on a

A(«Tay,Z’t) = ]]-[1,+oo[(w)+ Z A(‘I./pvpazat)'
2<p<min(y,v/wt)

Cette identité va nous servir pour établir le

Lemme 6.3. Soit zy € P.
Pour tout (z,y,z,t) € [2,+oo[ x P x (PU{1}) x [1,+oo[ tel que

(6.1) z>y>Vr, 1<t<zetz<z
on a
log 2t
6.2 A t) < )
( ) (x7y7z7 ) Z0 xlogx

Démonstration. La majoration résulte de celle du théoreme 1 de [16]. Pour
la minoration, on a pour tout tg > 1

A(xvya th) > A(l‘/tovya Z, ttO) .

11 suffit donc de prouver la minoration de (6.2) avec la condition supplé-
mentaire t > tg ou tp est une constante fixée. Or il résulte du lemme 1
de [18] qu'il existe une constante ty > 2 telle que

logt
log
sous les conditions x >t >tget 1 <z < zp.

(6.3) A(z,+00,2,t) >, x
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On supposera donc dorénavant ¢ > tg > 2. Si y > v/xt, on a en utilisant
le lemme 6.2 et (6.3) que sous les conditions (6.1)
logt
logx

Quand z, z et t sont fixés la fonction A(z,y,z,t) est croissante en y.
Pour établir la minoration de A(x,y, z,t) de (6.2) dans le cas y < V/xt, il

suffit donc de le faire pour y = /x.
On a

A(z,VE, 2,t) > A, V7, 2, 1) — Az, (2t)/3, 2, 1)

Az, y, z,t) = A(z, +00, 2,t) >, «

= Z A E,p, z,t) pour x > zg, d’apres le lemme 6.2.
(zt)V/3<p<yz
Or pour n € A(},+00,2,1), on a P(n) < y/at/p < p quand p > (zt)'/3.
Donc d’apres (6.3)

Z A(Z,p,z,t) = Z A(;,—l—oo,z,t>

(zt)1/3<p<yz (zt)1/3<p<yz
logt 1 logt
>z xl—g Z - = xl &
08T (wt)1/3<péx/5p 08T
quand t < 24 et x > 2'2, d’apres le postulat de Bertrand.

Par ailleurs, la minoration de (6.2) est banale quand = est borné. Enfin
comme a montré cette minoration pour ¢ < z1/4, on en déduit qu’elle est
vraie aussi pour z'/4 < t < z. 0

7. Entiers a diviseurs denses. Lien avec la fonction S(n)

Pour tout entier n > 2, on désigne par 1 = dij(n) < da(n) < --- <
dr(n) (n) = n la suite croissante de ses diviseurs. Par convention, on écrira
que pour n =1

d.
max +1(n)
1<i<r(n) di(n)

On dit que Uentier n est a diviseurs ¢-denses quand il vérifie

di1(n) <4
1<i<t(n) dz(n) -

Le lien avec S(n) est donné par la formule

dit1(n)
1 _
(7.1) Sn)=n_ X )

(n>1),

qui a été établie par Tenenbaum ([21, lemme 2.2]).
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C’est Erdés [3] qui s’est le premier intéressé a ce type d’entiers en 1948.
IIs ont été ensuite étudiés notamment par Tenenbaum et moi-méme, entre
1986 et 1999 ([16, 18, 21, 22]). Les remarquables travaux de Weingartner
depuis 2001, dont un avec Pomerance, un avec Pomerance et Thompson,
et un avec Tenenbaum, ont énormément amélioré la connaissance que nous
avons de ces entiers ([11, 12, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]).

Notons

di
D(m,t):‘{ngx: max +1(n) St}‘
1<i<r(n) dz(n)

d;
et D'(z,t) = Hn <z: ISI?BT)EMCZ;TE?) <tet yu?(n) = 1}‘

En 2014, Weingartner ([28, corollaire 1.1]) a montré que pour tout réel ¢t > 2
fixé, il existe un nombre réel ¢; > 0 tel que

x 1
> 2).
logac<1+0t(logav>>7 (v 22)

Deux ans plus tard, Pomerance, Thompson et Weingartner ont établi un
résultat analogue pour D'(z,t) (cela découle du théoreéme 3.1 de [11]) : il
existe un nombre réel ¢, > 0 tel que

(7.3) D'(z,t) = céé (1 + 0t<10;$>), (z >2).

De plus, Weingartner a calculé (au sens démontré) une valeur approximative
de certaines de ces réels ¢; et ¢, (29, corollaires 2 et 7]). Pour minorer
liminf, 4o f(z)/(z/logz), nous allons utiliser ses résultats suivants

(7.2) D(z,t) = ¢

(7.4) co=1,2248. ..
et
(7.5) 0’2 =0,0686...

Enfin notons D12 6(z, 2) le nombre d’entiers n < z a diviseurs 2-denses et
congrus & 6 modulo 12. Dans [30], Weingartner montre qu’il existe v € ]0, 1|
tel que

(7.6) Disg(z,2) = (yea + o(1))z/logz, (x— +00)

(7.7) v =0,214...



Ftude du graphe divisoriel 5 189

8. Opérations sur les chaines

Les constructions de longues chaines s’obtiennent en effectuant diverses
opérations sur des sous-chaines (voir [14, 22], etc.). Plutét que de donner
une définition formelle, on rappelle la nature de ces diverses opérations sur
des exemples. Soit C; = 3—12—=6. La chaine 6—12—3 est l'inverse de C,
et est notée inv C;. La chaine 21—84—42 est le produit de C; par 7; on la
note 7Cy. Il y a maintenant trois variantes de « collage » de deux chaines.

Si Co = 30—5—10, on appelle concaténation de C; et Co et on note
C1—~C> la chaine 3—12—6—30—5—10.

Si Co = 6—42—7, on appelle collage de Cy et Cs et on note encore C;—Co
la chaine 3—12—6—42—7.

Si Cy = 10—5—15, on appelle raccordement de C; et Co par 2 la chaine
3—12—6—2—10—5—15. On la note

C Co

N
2

Signalons que ’on proceédera parfois en deux temps. Dans un premier temps
on considerera le résultat de ces opérations de collage comme une suite finie
d’entiers et ce n’est que dans un deuxieme temps que ’'on établira que cette
suite est en réalité une chaine. On convient enfin que () est une chaine.

9. Preuve des résultats énoncés a la section 4

(a). Preuve du théoréme 4.1. Notons p; < p2 < --- la suite croissante
des nombres premiers. On pose par convention py = 2 et p_; = 1/2. On
note

J= j(.T, y) = ﬂ-(min(yv .%‘/2))

et k=k(z,y) = ﬂ(min(y, \/x/Q)).
On démontre le théoreme 4.1 sous la forme plus précise suivante :

Proposition 9.1. Soient x > 2 et y un nombre premier. Il existe une
chaine C(z,y) d’entiers de S(x,y) qui commence en 2pj(,)—1, $'acheéve en
2 et contient A(z/2,vy).

Démonstration. On construit la chaine C(z,y) par récurrence sur r > 1
avec

(9.1) M <r <2t et y>2.
On choisit la chaine
1—2 sir=1

Clx,y) =
(=.9) {412 sir =2
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et on vérifie qu’elle convient quand z < 8. On suppose maintenant que
r > 3, que toutes les chaines C(z,y) avec 2 < x < 2" et y > 2 ont été
construites et que (9.1) est vérifiée. On a en particulier j > k > 1.

Pour tout = > 4 on définit C*(z, p1) comme étant la chaine constituée de
tous les entiers 2 vérifiant 2 < 2™ < z, par ordre décroissant.

On définit les deux suites finies d’entiers de S(x,y) suivantes :

«f T x x T
D=pC <7p1)p2C (mz)ng (,p3> R <,pk_1>
D1 D2 D3 Pk—1
et
x )
ka<,pk> sik>2
&= Dk
1] sik=1.

(Si k <2, onadoncD=pC*(z/p1,p1)).
Si k =1, D est une chaine.
Supposons a présent k > 2. On a alors > 18 d’ou

J(@/p2,p2) = j(x/3,3) = 7(3) = 2.
Le premier entier de py C(x/p2, p2) est donc égal & 12, qui est un multiple
de 4, qui est le dernier entier de p1C*(x/p1,p1). De méme pour 3 < ¢ < k,
en utilisant que py < pr < /x/2, on a

3(x/pe, pe) = m(min(pe, z/2pe)) = 7(pe) = L.

Le premier entier de pyC(x/pg, pe) est donc égal & 2p,_1py, qui est un mul-
tiple de 2py_1, qui est le dernier entier de py_1C(x/ps—1,p¢—1). Enfin par
hypotheése de récurrence, tous les p; C(x/py, pe) sont des chaines. Tout cela
prouve que

(9.2) D, &£ et D—& sont des chaines d’entiers de S(x,y).
On définit maintenant l'inverse de C(z,y) par
2 £ 1D sij=k
(9.3) invC(z,y) : ¢ 2—1—D—E& sij=k+1

2 D—E—1-—2p; sij>k+2.

On voit facilement que C(z,y) est une suite finie d’entiers de S(x,y) qui
s’achéve en 2. En utilisant (9.2) et en discutant suivant les différents cas,
on vérifie que C(x,y) est également une chaine qui commence en 2p;_;. En
utilisant le lemme 6.1 et en réutilisant 'hypothése de récurrence on voit
donc que C(x,y) D A(z/2,y). Cela achéve la preuve de la proposition 9.1,
et partant celle du théoréme 4.1. O

Remarque 1. On observe dans (9.3) que cet algorithme inverse a ’étape
k les chaines contruites a I'étape k — 1. Ce procédé est déja présent dans
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l’algorithme de Pollington [9]. En revanche il est a noter qu’il n’y a pas de
tel passage a 'inverse dans l'algorithme de Tenenbaum [22].

Remarque 2. On peut transformer cette preuve en un programme infor-
matique qui donne explicitement les chaines C(x,y) pour z suffisamment
petit. On a par exemple |C(4000,+00)| = 525. C’est a comparer avec la
chaine de Tenenbaum I'(4000) (voir [22]) qui est de longueur 166.

(b). Preuve de la minoration (4.2). Notons A'(z) = |A'(z,z)|. On
commence par expliciter un lien entre A’ et D’.

Lemme 9.2. On a pour x > 2
A@) > 32D’<$,2> —o()
7 2
Démonstration. Soit x un réel suffisamment grand. Notons D’ 1’ensemble
des entiers n a diviseurs 2-denses, sans facteur carré et vérifiant 7 < n <
x/2.

Soit n € D'. Notons 1 =dy < dy < ... < dr(ny = n la suite croissante
de ses diviseurs. Comme d,(,)/di =n > 7 > 2, il y a nécessairement des
diviseurs intermédiaires, en particulier un diviseur dy. On a do = da/d; < 2,
donc dp = 2 et n est pair. Comme de nouveau d,,)/ds = n/2 > 7/2 > 2,
il existe un diviseur ds. On a d3/2 = ds/ds < 2, donc d3 < 4. Comme n
est sans facteur carré, on a en fait ds = 3 et n est un multiple de 6. Soit
a € {1,2,3,6}. On a donc n/a qui est entier et d’apres le lemme 3.1 (iv)
S(n/a) < S(n) < z. De plus comme n est sans facteur carré, les entiers
n,n/2,n/3 et n/6 sont tous différents modulo 6. Les quatre ensembles D’ /a
sont donc deux & deux disjoints et on en déduit déja que A'(z) > 4|D'| =
4D (z/2,2) — 12.

Continuons dans la méme veine en montrant que

(9.4) n € D' = n est divisible par 5 ou 7 ou 11.

Pour cela, supposons que n € D' et que n n’est pas divisible par 5. On a
déja vu alors que n est divisible par 6. Comme n est lui-méme un diviseur
denetn > 6,ona7(n) > 5 Comme n n'est pas divisible par 5, on a
dy = 6. Comme n est a diviseur 2-denses, il suit d5/6 = ds/dy < 2 d’ou
ds < 12. Comme n est sans facteur carré, cela entraine que n est divisible
par 7 ou 11, ce qui conclut.
Soit a € {1,2,3,6} et ¢, 'application
¢o: D'Ja — N*
nfa T gt E T

Soit m € im ¢,. L’entier m est alors sans facteur carré et d’apres le lem-
me 3.1(iv) vérifie S(m) < z; cet entier est donc compté dans A’(z). De
plus m est premier a 5711, d'ot m ¢ |l,eq1,2.36) D'/a d’apres (9.4). De
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plus les quatre ensembles im ¢, sont deux a deux disjoints pour la méme
raison que les quatre ensembles D’ /a le sont. Enfin Uentier m a au plus 7
préimages par ¢, ; cela permet de conclure que

e )>4< )D’|

32D,< )_12><8
77 \2 7

On peut maintenant achever la preuve de la minoration (4.2). En utilisant
successivement (4.1) avec y = +o00, le lemme 9.2, et les formules (7.3) et
(7.5), on obtient

fl@) = Al(z/2) = (32/7)D'(x/4,2) — O(1)
= (8¢4/7+ o(1))x/logx
> (8/7)-0,068 - x/log x pour z suffisamment grand.

On a donc finalement

lim inf /(@)

> 0,07. 0
z—+oo x/logx

(c). Preuve du corollaire 4.3. Rappelons que l'on note A(x) =
{n:S(n) <z} et
Disg(x,2) = {n < x:n=6(12) et n est a diviseurs 2-denses}|.

Comme dans la preuve de la minoration (4.2) on commence par minorer
A par les fonctions D.

Lemme 9.3. On a pour tout x > 12
A(LI?) > D(l’/Q, 2) + D1276(x/2, 2).
Démonstration. Soit n < x/2 avec max;<jcr(n) di+1/d; < 2. Comme

dit1(n) _ S(n)
1§rzn<8:r)%n) d,(n) on

n est compté dans A(x) et on a déja A(x) > D(x/2,2). Side plus n = 6(12)
on a aussi d’apres le lemme 3.1(iv), S(n/2) < x. Comme n/2 est impair, il
n’est pas lui a diviseur 2-denses. O

On peut maintenant achever la preuve du corollaire 4.3. En utilisant
successivement le théoréeme 4.2 avec y = +o0, le lemme 9.3, les formules
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(7.2) et (7.6), et enfin les formules (7.4) et (7.7), on obtient
f(x) > A(z/2) > D(x/4,2) + Di26(z/4,2)

1+~
= 1
[ 4 ez +of )] log
1,214
> x 1,224 :E pour z suffisamment grand.
4 log =
On a donc finalement
liminf ) < 037,

z—+oo x/logx

Remarque. Que ce soit avec l'algorithme de Tenenbaum ou celui du pré-
sent travail, on a une preuve courte d’une minoration de f(x) par une
fonction égale ou apparentée a A(x/2). En revanche les différentes preuves
([16, 18, 28]) de A’'(z) > x/logx et méme de A(x) > x/logz sont assez
voire tres longues. Celles de [16] et [18] reposent sur les identités de Buchs-
tab de A, et sont tres (respectivement assez) longues pour [16] (resp. [18]).
Celle de Weingartner [28] utilise la formule d’inversion de Laplace et est de
longueur moyenne. De plus, elle fournit la minoration effective

(9.5) A(x) > (0,75 + o(1))z/ log x.
Signalons que dans [13], on donne une preuve élémentaire de la minora-
tion
(9.6) A(z) > (log2 + o(1))z/logz > (0,69 + o(1))x/ log z.
C’est un peu moins bien que (9.5), mais cette preuve est cette fois courte.

Elle permet de plus de comprendre que le z/logx de f(z) < x/logz, est
celui du théoreme des nombres premiers.

(d). Preuve du théoréme 4.4. La majoration f(z,y) < ¥(x,y) est ba-
nale.

La preuve de la minoration du théoreme 4.4 se découpe en trois courtes
étapes. La premiere est d’utiliser la minoration du théoréeme 4.2

fe) = A(5.0)

La seconde consiste a utiliser la minoration suivante, qui résulte du lem-

me 3.1 (iii).
xr X
e > i .
4(59) = %(559)

La troisieme et derniére est de procéder comme dans la preuve du corol-
laire 2.3 de [7], en montrant que l'on a

A 1Y) .
¥(50) = 14 1+ OEe)
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dans le domaine 2 < y < log x.

10. Utilisation d’inégalités de Buchstab en théorie
multiplicative et additive des nombres

L’itération d’identités ou d’inéquations de Buchstab est un outil impor-
tant de la théorie analytique des nombres. Suivant les cas on est amené
a cribler par les petits ou les grands facteurs premiers. Notons 7(x, k) =
{n < x : w(n) = k}|. Dans [1], Balazard crible par les petits facteurs
premiers en prolongeant 7(x, k) par

w(x,z,k) :=|{n<z:P (n)>zet whn)=~k}.

C’est en itérant 'identité de Buchstab que cette derniére fonction vérifie,
qu’il a prouvé la conjecture d’Erdds suivante : pour tout z suffisamment
grand, la suite (7(x,k))r>1 est unimodale.

L’itération d’identités de Buchstab a été également utilisée plusieurs fois
dans le cadre de 'estimation de la fonction de comptage des entiers a divi-
seurs denses : dans [18, 22] et pour le Lemme 3 de [12], on itére 'identité de
Buchstab obtenue en classant les entiers par leur plus petit facteur premier
apres avoir criblé par les petits facteurs premiers. Dans [15, 16, 17], c’est
avec les grands facteurs premiers. Pour démontrer leur proposition 1, Po-
merance et Weingartner [12] sont amenés cette fois a réutiliser la méthode
d’itération d’inégalité de Buchstab de [16].

Voyons a présent ce qu’il en est pour les chaines.

11. Preuve du théoréme 5.2

(a). Schéma de la preuve. Les énoncés des théoremes 4.1 et 5.2 se res-
semblent : dans les deux cas, on minore une fonction apparentée a f(z,y)
par une fonction apparentée & A(z,y). Cependant les preuves sont treés dif-
férentes. Pour le premier cas, on ’a vu, on a utilisé un algorithme récursif.
Alors que pour établir le théoréeme 5.2, on itére une inégalité de Buchstab.

L’itération d’une inégalité de Buchstab a été utilisée de maniere cruciale
dans plusieurs travaux relatifs aux longues chaines du graphe divisoriel
([8, 14, 15, 19]). Cela a été en particulier le cas a la section 8 de [15] ot on a
construit une chaine d’entiers de |/, z| de longueur =< z/log x. On précise
ici ce résultat en construisant une chaine d’entiers de |/x, x]N.A(z) toujours
de longueur = x/logx. Pour cela on suivra de tres pres la démarche de la
section 8 de [15].

On découpe la preuve du théoreme 5.2 en huit étapes :

(b) Définition de ’ensemble A*(z,y)
(c) Lemmes
(d) Définition de la fonction h}(z,y)
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(e) Introduction & la construction d’une longue chaine d’entiers de
A*(z,y)

(f) Construction d’une longue chaine C}) p(z,y) d’entiers de A*(z,y)

(g) L’inégalité de Buchstab de h}(z,y)

(h) Un lemme d’itération d’inégalité de Buchstab

(i) Fin de la preuve du théoréme 5.2.

Le cceur de la preuve, qui est aussi I’étape qui demande le plus de travail,
est la construction de la longue chaine de la section (f). Nous expliquons
les difficultés de cette construction & la sous-section (e).

(b). Définition de I’ensemble A*(x,y). On note
A*(z,y) :== {n >z : P(n) < min(y, Vx/27) et S(n) < z}.
(Attention au fait que ce n’est pas {n > /z : P(n) <y et S(n) <z}). Les

entiers de toutes les chaines que 'on va construire appartiennent a A*(z, y).
C’est pourquoi cette notation sera omniprésente.

(c). Lemmes.

Lemme 11.1. Soient x un réel positif et y un nombre premier. Soit p un
autre nombre premier vérifiant

(11.1) p < min(y, vz /27).
Alors
pA*(z/p,p) C A*(z,y).

Démonstration. Soit m € A*(x/p,p). On a
pm > py\/x/p = \/pT > /.
On a de plus

P(pm) = p < min(y, /x/27)

d’apres (11.1). Enfin en utilisant le point (i) du lemme (3.1) et de nouveau
(11.1), on a

S(pm) = max(p®, pS(m)) < max(z/3% 2) = = O

Le lemme suivant est élémentaire. Il est déja présent en [15] comme le
lemme 5.
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Lemme 11.2. Soit £ un ensemble non vide partitionné en £ = ]_[le &;.
On note n = |&|. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) On peut ordonner les éléments de € sous la forme ey, ea, ..., e, avec
o; # g1 quand e; € E,,, pour tout i tel que 1 <7 < n.
(ii) maxi<;<k |€J’ < (TL + 1)/2.

Nous donnons cette fois-ci la

Démonstration. On suppose que
(11.2) 1] = [Ea] = -+ = [Ek.
(i) = (ii). Notons p et ¢ tels que

p=l&]| et p+g=n.
On suppose (i). Alors 'application

51\{€n} — 5\51
€; = €41

est une injection. Donc
p—1< &\ {en}| < [E\E| =q.

D’ou en rappelant que g =n—p, p < (n+1)/2.

(ii) = (i). On procede par récurrence sur n > 1. Les cas n = 1 et n = 2
sont faciles. Supposons n > 3 et 'implication vérifiée pour n — 2. Comme
(n+1)/2 <n,onak > 2. Choisissons f € & et g € &. On a |E3] < n/3 <
(n—1)/2 car n > 3. On a donc avec 'hypothese (ii) et (11.2),

max([&1] — 1, |2l — 1, max [€]) < (n—1)/2.

D’aprés 'hypothese de récurrence pour n — 2, on peut ordonner E\{f, g}
en une suite es,eq,..., e, avec a; # ;41 quand e; € &,,. En complétant
avec e et ez qui sont f et g tels que ez et e3 ne sont pas dans le méme &,
on obtient une suite e, es, e3,...,€e, qui convient. O

Notation. Dans toute cette section, conformément aux notations de la
section 8, le schéma « m—mn » & l'intérieur d’une chaine représentera la
sous-chaine formée des deux entiers m et n si m # n, ou la sous-chaine
réduite a U'entier n si m = n.

Signalons que les trois lemmes suivant sont des lemmes de « connexité
par arcs » dans A*(z,y); on ne cherche pas ici a construire de longues
chaines.



Ftude du graphe divisoriel 5 197

Lemme 11.3. Soient q € {2,3}, z un réel et y € PU{+oco} tels que x > 319
ety # 2. Soit A un entier de A*(x,y) tel que P~(A) > q et P(A) > q.

Il existe alors une chaine C(x,y) : A = a1—ay—- - —as d’entiers de
A*(x,y) telle que
(11.3) P(aj) = P(A) pour tout j vérifiant 1 < j < s,
(11.4) P(as) = q,
(11.5) P~ (aj) > q pour tout j vérifiant 1 < j <s,
(11.6) as divise ag_1,
(11.7) as—1 > \/xP(as—1),
(11.8) P(as—1/P(as—1)) < y/x/P(as—1)/27,
(11.9) as > 3v/7.

Remarque 3. Quand ¢ = 2, les minorations de I’énoncé de la forme
P~ (n) > ¢ sont vides.

Remarque 4. Les inégalités (11.7) et (11.8) vont étre utilisées a la sous-
section (f.4), pour établir la condition (11.21) (voir également la remarque 7
apres cette condition (11.21)).

Démonstration. On écrit la décomposition de A en produit de facteurs pre-
miers sous la forme

A = prpr—1---p1g”

avec P(A) = pr > pr—1 = -+ > p1 > q et a« > 0. Comme S(A) <
x et P7(A) > ¢, on a d’apres le lemme 3.1(iii), A < x/q. On définit
successivement les entiers vy, 1o, ..., v, par les inégalités

atvitvotty; o L

T <d
- j *= PkDPk—1"""Pjq
¢ ! q

pour tout j vérifiant 1 < j < k. On définit également

Cj = PpPr—1 - piqt T (1 < < k)
et Chp1l = qa+V1+V2+~--+Vk'
On choisit alors la chaine
Clx,y) : A=c1—dy—co—do— -+ —cCp—dp—Cp11-

On a donc

a+vi+vat-+vg

as = q et as_1 =d = pkqa+y1+y2+.“+yk‘

On vérifie facilement que C(x,y) est une chaine d’entiers de A*(z,y) qui
vérifie les quatre premieres propriétés demandées.
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Montrons & présent les propriétés (11.7), (11.8) et (11.9). On a

(11.10) as_1 > /9,
(11.11) Plas_1) < Vx/27
(11.12) x> 310,

On a donc as = as—1/P(as—1) > 3y/x d’aprés (11.10) et (11.11). On
a P(as—1/P(as—1)) = q < 3 et 3 < y/x/P(as—1)/27 d’apres (11.11) et
(11.12). Enfin I'inégalité as—; > \/xP(as—1) découle de (11.10), (11.11) et
(11.12). O

Lemme 11.4. Pour tout réel x et tout y € P LI {+oo} tels que z > 319 et
y > 5, et tout entier A de A*(x,y) tel que P(A) > 3, il existe une chaine
A=a,—ay—--- —as d’éléments de A*(z,y) telle que P(a;) = P(A) pour
tout j vérifiant 1 < j < s et P(as) = P~ (as) = 3.

Démonstration. Si P~(A) > 3 on pose r = 1. Si P~ (A) = 2, on commence
par construire une chaine A = a;—as— - - - —a, d’entiers de A*(z,y) avec
r > 2 de la maniére suivante. Si a; est pair, on pose a;+1 = a;/2 si a; > 2/x
et a;+1 = 3a; sinon. Si a; est impair, la construction est achevée et on pose
r = 4. En utilisant notamment le lemme 3.1 (iii), on vérifie que tous ces
entiers appartiennent bien a A*(z,y).

Comme P(a,) = P(A) et A € A*(z,y), on a

3 < Play) < x/27.

On peut donc appliquer le lemme 11.3 avec ¢ = 3, ce qui, grace aux
propriétés (11.3), (11.4) et (11.5), fournit une chaine C(z,y) d’entiers de
A*(,y)

P(aj) = P(a,) pourr<j<s

Clz,y) : ap—Qpp1—--—as, avec { Plas) =3

P~ (aj) >3 pour 7 < j < s.
Cela permet d’achever la preuve que la suite finie
A=a—ar— —Qr—Qpp1— - —as
est une chaine qui répond & la question. O

Lemme 11.5. Pour tout réel x et tout y € P L {+oo} tels que z > 319 et
y # 2, pour tous A et B éléments de A*(x,y) tels que P(A) < P(B), il
existe une chaine formée d’entiers de A*(x,y) qui relie A a B.

Démonstration. Si P(A) = 2 on choisit C; (z, y) réduit au singleton A. Sinon
on choisit la chaine C;(z,y) comme la chaine C(z,y) du lemme 11.3 pour
q = 2, qui commence par A. Par ailleurs on choisit Ca(z,y) également
comme la chaine C(z, y) du lemme 11.3 pour ¢ = 2, mais qui commence cette
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fois par B. D’apres (11.3) et (11.4) pour ces deux chaines, on obtient donc
une chaine qui convient en concaténant ou en collant Ci(x,y) a l'inverse de

CZ(xvy)‘ O

Lemme 11.6. Soit > 3%. Il existe alors deux entiers A et B de A*(x,3)
tels que P(A) =2 et P(B) = 3.

Démonstration. On choisit A comme la plus grande puissance de 2 qui est
<x/6 et B=3A. Comme x > 12, A# 1 et S(B) = 2B. Plus précisément
S(A) =2A < 6A = S(B) <z. Comme = > 3%, on a aussi

2=P(A) < P(B) =3 < xz/2T.
Enfin, comme x > 144, ona B > A > z/12 > /. O

(d). Définition de la fonction h}(x,y). Le lemme 11.5 nous permet
de définir f; 4 p(x,y) comme la longueur maximum d’une chaine d’entiers
de A*(z,y) reliant A & B, deés que (4, B) € (A*(z,v))?, P(A) < P(B),
x> 310 et y > 3. Avec le lemme 11.6, cela permet de définir également la
fonction A} de R™ x (P U {+4o0}) dans N par

B (2, y) = {11[17+00[(:c) sif0<z<3%0uy=2

a Y . .
miN(4,B)e(A* (2,9))2, P(A)<P(B) Ja,4,5(%,Y),  sinon.

Dorénavant, on désigne par C¢, , une chaine générique d’entiers de A*(z,y)

qui relie C' a D.

(e). Introduction a la contruction d’une longue chaine d’entiers

de A*(x,y). Idéalement, on souhaiterait construire pour tout couple

(A, B) de (A*(x,y))? avec A# B une chaine Ci p(w,y) dentiers de A*(z,y),

d’extrémités A et B, et vérifiant (2.6) avec

(11.13) Plx,y) = {p :3<p< min(y, \/ﬂ)}

ou L est une constante ad hoc. On souhaiterait aussi qu’elle soit longue
au sens ou |C(z/p,p)| > h%(z/p,p) quand p € P(z,y). La raison d’étre de
cette construction est d’en déduire I'inégalité de Buchstab

ho(z,y) >1+ > hy(z/p,p)
p<min(y,\/z/L)
(voir la sous-section (g)).
Dans la construction de cette chaine C} p(z,y), a priori pour chaque p
de P(z,y) il y a une seule sous-chaine pC(z/p, p). Ce ne serait plus le cas si

P(A) = P(B). C’est pour ne pas avoir a traiter ce cas particulier que 1’on
demande dans la définition de h}(x,y) que P(A) # P(B).

Notons
l]= || prA*=/p,p)

PEP(z,y)
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ot P(x,y) est défini en (11.13). On choisira L supérieur a 3. Ainsi d’apres
le lemme 11.1, on aura
|_| C A*(x,y).

C’est ce qui va nous permettre de construire cette chaine CZ plz,y) de
maniere récursive et de vérifier in fine I'inégalité de Buchstab voulue. Pour
faire cela, on rencontre toutefois deux difficultés. D’abord il se peut que
A n’appartienne pas a || (méme chose pour B). On ne peut donc pas
directement construire C} p(z,y) sous la forme (2.6). On procede alors
comme a la section 8 de [15] en construisant C}j p(z,y) sous la forme

CZ,B('%'7 y) = CZ,A’('%'7 y) - CZ/,B’ (.f, y) - Cg’,B(xa y)

ou A’ (respectivement B’') est le seul entier de C}y 4 (x,y) (resp. Cp p(7,y))
a appartenir a | |.

C’est C/ pi(,y) dont on souhaite qu'elle ait la structure (2.6). C’est la
qu’apparait la seconde difficulté.

11 s’agit du fait que deux sous-chaines pC(z/p,p) et p'C(x/p’,p’) formées
d’entiers de A*(x,y) avec p’ > p > z'/3 ne peuvent étre directement ac-
colées. En effet si elles I'étaient, cela oblige, on I’a déja vu a la section 2,
Pentier n extrémité de p'C(z/p’,p’) voisin de pC(z/p,p), d’étre un mul-
tiple de p’p. On aurait alors S(n) > p'p? > x ce qui est impossible car
n € A*(z,y) C A(x). On est donc obligé de séparer les deux sous-chaines
pC(x/p,p) et p'C(n/p’,p’) par un connecteur extérieur.

Remarquons que « cette barriere » 4 z'/3 est Panalogue de celle &
que 'on a observé dans le cas ou z = 100 dans I’étude de C(100) a la sec-

tion 2. Pour des raisons techniques, dans la construction de C% (x,y), c’est
1/3

1/2

21/3/213/3 qui va remplacer z'/3. Plus précisément quand y < (x/2'3)
Ch p/(z,y) sera de la forme (2.6), sans composante extérieure. Si y >
(2/2'3)1/3, on construira Ch p(x,y) comme dans I'exemple C(100) de la
section 2, en collant une composante intérieure et une composante exté-
rieure.

On a déja évoqué cette deuxieme difficulté a la fin de la section 2.
On construit C}, p/(z,y) sous la forme (2.6), mais avec des connecteurs
qa (g premier, P(a) < ¢) qui séparent les sous-chaines p; C(x/p;,p;) et
Pj+1C(x/pjt1,pjt1). (Pour des raisons de simplicité de rédaction, on notera
ga tous les connecteurs, qu'ils soient extérieurs ou intérieurs, voir (11.16)).
La difficulté est alors de s’assurer que les connecteurs ga n’appartiennent
pas aux sous-chaines p; C(z/p;,p;). Voyons comment on résout cette diffi-
culté.

D’abord on impose aux entiers n de C}, p/(,y) de vérifier n > /z (voir
la définition de A*(z,y)). Par récursivité cela impose aux entiers m de

C(x/pj, p;) de vérifier aussi m > y/x/p;. Enfin on impose aux connecteurs
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qa de vérifier a < \/x/q (ce qui n’est pas une grosse contrainte). Ainsi les
connecteurs ga ne peuvent étre égaux aux entiers p;m de p; C(x/p;, p;).

(f). Construction d’une longue chaine A} p(x,y) d’entiers de

A*(z,y).

(f.1). Choix d’un grand réel L et énoncé du résultat central. D’apres
le lemme 6.3 appliqué avec z = 1, il existe ¢ > 0 et K > 0 tels que

(11.14) pourtousx >y >+Vret1<t<z, ona
x

c < A(z,y,1,t) < K2 max(logt, 1).
log

logx —
On choisit un réel L tel que
(11.15) cVL -9KlogL > 16 et L > 2%

Avec ce choix de L, l'objet de cette sous-section (f) est d’établir le résultat
suivant, qui constitue la substantifique moélle de la preuve du théoréme 5.2.

Proposition 11.7. Il existe un réel xo > 2 tel que pour tout réel x et tout
nombre premier y vérifiant

3<y</x/L et x> xg,
pour tous entiers A et B de A*(x,y) vérifiant P(A) # P(B), il existe une
chaine C} p(z,y) d’entiers de A*(x,y) d’extrémités A et B et telle que

Capley) =1+ > hi(z/pp).
2<p<y

Remarque. Pour simplifier les notations, on écrira dorénavant

Cap> Caa, Cup et Cp
en lieu et place de

Cap(x,9), Cha(z,y), Cy pi(2,y) et Cpr p(x,y).

De plus, dans toute la preuve, le réel x sera supposé implicitement suffi-

samment grand. Enfin, quitte a remplacer C} p par son inverse, on peut
supposer que P(A) < P(B).

(f.2). Le cas particulier y = 3. Comme x > 2 et (A4, B) € (A*(x,3))?
avec P(A) < P(B),ona A# 1, B#1, P(A)=2et P(B) = 3.

On choisit
B _ {B si B> 3z
2B sinon
et
Cp p:B'—B.
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Par ailleurs on note r 'entier défini par /z < 2" < 2y/x. On choisit alors
un entier A’ et une chaine de la forme

Cha: A—2"—2731%= .= A

avec ¢ € {0,1} choisi de telle sorte que P(A’/3) # P(B'/3).

En utilisant notamment le lemme 3.1(iii), on vérifie facilement, d’une
part que Cp p et Cj 4 sont deux chaines formées d’entiers de A* (z,3),
et d’autre part que A, 2", et B quand il est différent de B’, ne sont pas
éléments de 3A*(z/3,3).

Vérifions que B'/3 € A*(x/3,3). On a B'/3 > \/z/3, P(B'/3) < 3 <
min(3,\/z/3/27), et en utilisant le lemme 3.1(ii), S(B'/3) < S(B")/3 <
max(S(B)/3,4y/x) < x/3. On a donc bien B'/3 € A*(x/3,3).

On vérifie facilement que l'on a aussi A’/3 € A*(x/3,3).

D’apres la définition de hj;(x,y), il existe donc une chaine C%, /3.B'/3 d’en-
tiers de A*(z/3,3) et de longueur supérieure ou égale a h}(x/3,3). Comme
de plus 27 # 273%¢ la longueur de C 4 est au moins 2. On en déduit que
la suite finie C% 5 définie par ’

Cjth . CZ’A/73621/37B//376E1’B
est une chaine avec |C} 5| > 1+ hj(2/3,3). Avec le lemme 11.1, on sait de
plus que cette chaine est formée d’entiers de A*(z, 3). Cela acheve la preuve

de ce cas particulier.
Passons maintenant au cas général. On suppose donc dorénavant que

5 <y <,/ z/L.

(£.3). La structure de la chaine C} . Comme dans le cas particulier
y = 3, la chaine C}) p va étre découpée en trois parties.

CZ,B . C.Z,Aliczl,B/iCE/,B

avec Cy, g ayant la structure suivante

PoC” (55 po) nC* (o p1) pC*(5.p)
NN e N
doo qia1 p-)alp
(11.16)
PrCGEPT) el Grpe) Pl (55 o)
SN TN S
qa = q(p)a(p qrak

avec{pj:Ogjgkouj:oo}:{p:?)gpgy}.
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Lorsque p = pj;, on note également p~ := p;_1 quand 1 < j < K, et
ot {Pj+1 (0<j<k)
Pso (j=k).

Dans la notation ga (ou gja; ou q(p)a(p),...) pour désigner les entiers
de la ligne du bas de (11.16), la lettre ¢ désigne un nombre premier et la
lettre a un entier vérifiant P(a) < ¢. Attention, contrairement a ce que
la présentation de (11.16) pourrait suggérer, le connecteur ga n’est pas
toujours extérieur. Plus précisément, cet entier ga associé & p sera choisi
comme connecteur intérieur quand p < (2/2'3)!/3, et comme un connecteur
extérieur sinon.

Dorénavant, on fait deux choses simultanément. D’une part on construit
petit & petit la chaine C*(A, B). Et d’autre part, au fur et & mesure de la
construction, on vérifie que les entiers construits appartiennent a A*(z,y),
et sont différents des autres construits précédemment.

(f.4). Construction des chaines C’ ,, et Cj, g. On va choisir ici deux
entiers A’ et B” et construire deux chaines disjointes C% 4, et Cj; 5, d’entiers
de A*(z,y) d’extrémités respectives A et A’, et B et B’, et vérifiant

(11.17) il y a au plus une puissance de 2 dans Cjj o N]V/z, 24\/x]
(11.18) il y a au plus une puissance de 2 dans Cp 5 N ]V, 24 /]
(11.19) P(A") # P(B)

P(n) € {2,P(A"), P(B)}

ou P(n) > \/z/L

les entiers A’ et B’ sont les seuls entiers n de C 4, UCx 5/

qui vérifient simultanément les trois propriétés suivantes :
(11.21) en > /xP(n)

o P(n/P(n)) < /z/P(n)/27

*3< P(n )_ z/L

Remarque 5. La chaine Cy, 5 sera I'inverse de la chaine C% p/.

(1120) n c C:Z,A’ L CE,B’ =

Remarque 6. On se contente ici de construire C} 4 et C; p/. On omet la
vérification facile que ces chalnes satisfont les propriétés demandées.

Remarque 7. Notons n = pm avec P(m) < p. Les trois inégalités de
(11.21) se traduisent alors par m > \/x/p, P(m) < \/z/p/27 et 3 < p <
v /L. L’assertion (11.21) entraine donc que

(CA,A’ L CB’,B) N I—I p.A*(x/p,p) = {AI,B/}.
3<p<y/z/L

C’est ce qui permet d’assurer qu’a I’exception notable de A" et B, les entiers
de Cq ar et Cpr g ne sont pas présents a 'étage du haut de la chaine (11.16).
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. *
Construction de CA7A,.

1°" cas
P(A) =2
On choisit pg € {3,5} tel que pg # P(B). On définit l'entier « par
x/2° < 2% < x/2
et on choisit
Cha i A—29—2%pg := A’
2eme cag

A > /xzP(A), P(A/P(A)) < \/x/P(A)/27 et 3 < P(A) <\/z/L.

On choisit A’ = A et donc C ,, réduite au seul entier A.

3¢me cas
[AS zP(A) ou P(A/P(A)) > /z/P(A /27] et 3 < P(A) <./z/L.
Onnote A=a1—ags—+-—as = 2% 1a chaine construite au lemme 11.3

avec ¢ = 2. (C’est la propriété (11.4) du lemme 11.3 qui assure que cette
chaine s’acheve par une puissance de 2. On utilisera cette argumentation
de maniére implicite dans les autres cas de figure ou elle est utilisée). On
choisit £ 'entier minimum > 2 tel que

ag > \/xP(ag) et P(ag/P(ay)) \/m/27

On sait qu’il en existe car l'entier s — 1 vérifie ces conditions d’apres (11.7)
et (11.8). On choisit alors

Cha:A=ar—ay— - —ay=A.
4éme cas
P(A) > \/z/L
On note C* A0/ la chaine construite au lemme 11.3 avec ¢ = 2. On définit

comme au 1° cas l'entier o par
x/2% < 2% < x/2%
On choisit py € {3,5} tel que pg # P(B). On choisit enfin la chaine
Char: Cpgar—2%2%pg := Al
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Construction de CB - On construit la chaine CE, g de maniére analogue.
Notons que comme P(B) > 3, on n’est jamais dans le 1°* cas pour B. Dans
les 2°m¢ et 3°™¢ cas pour B, on procéde comme dans les 2°™¢ et 3°™¢ cas
pour A, avec l'utilisation du lemme 11.3 avec ¢ = 2 dans le 3°™¢ cas.

Il y a une petite variante dans le 4°™¢ cas car il faut s’assurer que la
chaine CB p est disjointe de CZ 43 voyons cela. On note Cg,zﬁ’ la chaine

construite au lemme 11.3 avec ¢ = 2. On a alors 27 > 2/z d’apres (11.9).

D’aprés (11.6) on a aussi 27" qui divise Pavant dernier entier de C*

B,28"?
que l'on note m. Avec (11.17) il en découle d’abord qu’il existe un entier
2% ¢ CZ 4 avec 20 > \/x et B < /3, et ensuite que 27 divise aussi m. On
choisit enfin po, € {3,5} tel que poo # P(A’). Tout cela permet de vérifier
qu’en notant Cp ,, la chaine obtenue a partir de C;2ﬁ, en supprimant le

dernier entier 25l, la suite d’entiers
Cop :Chm — 2% —2Pp =B

constitue une chaine d’entiers de A*(z,y) qui a les propriétés requises.
Signalons que pour vérifier que Cq 4» N Cp.p = (, on s’aide de la pro-
priété (11.3) du lemme 11.3.

(£.5). Choix des pj pour 0 < j < k et j = co. On choisit pg = P(A’)
et poo = P(B') ce qui correspond aux notations de la sous-section (f.4). On
a po 7# Poo d’apres (11.19). On note p;, 1 < j <k, les autres p € [3,y| avec
1<j<j <k=pj<pjy.

(f.6). Choixr des connecteurs qa de Cr.pr- Supposons d’abord que
y =5ie. k=0.D%pres (11.17) et (11.18), on peut choisir gyag comme une
puissance de deux de l'intervalle ]/z,2%\/z], qui n’apparait pas dans Cha
et Cppy . Supposons a présent y > 7, i.e. k > 1. Les propriétés (11.17) et
(11.18) permettent encore de choisir gpag et gxar comme des puissances de
deux distinctes, appartenant & I'intervalle |/z, 2*\/z ], et qui n’apparaissent
pas dans C} 4 et Cp .

Si 0 < k <1, on a achevé de choisir tous les connecteurs ga de ng,7 B
On suppose dorénavant k > 2. On va alors choisir £ — 1 entiers deux a deux
distincts ga = gja; associés aux p = p; (1 < j < k—1) (voir (11.16)) de
telle sorte que

q est premier, P(a) < ¢, ¢ ¢ {po,pc}, 3<q¢<p

11.22

( ) Vr/q<a<y/x/q, 8pqS(a) <z,
(11.23) 2Ypg* <z

et

(11.24) qj # qj+1 pour 0 < j <k—1.
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Expliquons la raison d’étre des différentes conditions regroupées en
(11.22) et (11.23). Les conditions « ¢ premier et P(a) < ¢ » sont juste
un rappel de la notation usuelle pour le connecteur ga (voir (11.16)). Pour
les nombres premiers p dont il est question, on a d’apres 'hypothese de la
proposition 11.7 relative a y

p<y<,/z/L.

Avec les conditions « g € {po,poc} » €t « 3 < g < p», on a donc

q ¢ {2,p0,P0} €t ¢ < \/z/L.

D’apres (11.20), cela assure que les connecteurs ga n’appartiennent pas a
Cia UCh

Reportons nous au schéma de chaine (11.16). Dans le cas générique, on
va choisir ga pour 'extrémité droite de C*(x/p,p), ainsi que pour l'extré-
mité gauche de C*(z/p™,p™). Commengons par montrer que dans ce cas
générique les inégalités (11.22) et (11.23) impliquent

ga € A*(z/p,p) et ga € A*(z/p",pT).

On va faire les deux vérifications simultanément.

On a d’abord d’apres (11.22), ga > \/z > \/z/p > /x/pt.

Il y a au plus deux nombres premiers parmi py et po, entre p et pT,
d’ott avec le postulat de Bertrand p* < 8p. On en déduit que 27%ptq? <
3023pg? < 213pg® < x d’aprés (11.23). Dot P(qa) = q < \/x/pt/27 <
Va/p/27.

On a enfin avec le lemme 3.1 (i), (11.22) et (11.23)
S(ga) = max(¢®, ¢S(a)) < max(z/2"%p,z/8p)
=z/8p < x/pt < z/p.

Montrons également que les inégalités (11.22) et (11.23) entrainent ga €
A*(z,y). On a d’apres (11.22), ga > \/x et

P(qa) = q < p < min(y, \/z/L) < min(y, Vz/27).

Enfin on a déja vu plus haut que S(qa) < z/8p < x.

Les entiers pm de I’étage du haut de la chaine (11.16) vérifient m >
Vv /p, Aot pm > \/zP(pm). Alors qu'avec la condition « a < /x/q » on
a ga < \/zP(qa). Cela assure que les connecteurs ga de ’étage du bas de
(11.16) ne sont pas présents a 1’étage du haut.

Venons en au choix des connecteurs ga vérifiant (11.22), (11.23) et
(11.24). Pour cela on distingue deux cas, qui correspondent a la dichotomie
connecteur intérieur/extérieur.
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Quand 3 < p < min(y, (x/2'%)1/3), on choisit ¢ = p. On choisit également

un entier a tel que
x [T
q q

ot a est de la forme 2%3°. On note a = aq cet entier a que l'on vient de
choisir. On vérifie facilement que ce choix des ga satisfait aux conditions
demandées (11.22), (11.23) et (11.24).

On suppose a présent

(z/2"3 < p <y < \|z/L.
On note R = R(z) 'entier maximum tel que

(z/2"V3 <\ Jx /L2,
Soit € [0, R].

Sans les choisir explicitement, on va montrer ici qu’il existe suffisamment
d’entiers qa associés aux nombres premiers p de l'intervalle

=T |

gr+l > 9r
de telle manieére a vérifier les conditions (11.22), (11.23) et (11.24).
Soit ¢ un nombre premier vérifiant
215 < q< a4,
En utilisant (11.14) et (11.15), on a

H\/E <a< \/f;P(a) <getSa)< x/ﬂ/&z}‘

q

{a :P(a) < qet Sa) < @/SQ}’
_'{ag \{IE:P((I) < qet S(a) gx/LTU/SqH
A(E, q, 1,1) —A(ﬁ, g 1, ﬁ)

q 8
VT o
8q

Y

o VL _ 4KlogL
 log(v/Lz/8q) log(v/7/8q)

> lozx(C\/E—QK logL) > ]

32
ogx
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Notons a présent

On a alors

log Ay 1.1 12
lo ():10 1—-— — | —-log|l— = —
() (15 5) (155

S 1 N 1
~9(r+1)2 (log x)2’

En désignant par ¢’ un nombre premier générique différent de pg et poo,
et en utilisant une forme forte du théoreme des nombres premiers, on en

déduit que
1 log h
2 Y L 10g<10ghr>
h'r+1<q/Shr q Og r+1

1
> —.
~9(r+1)2

En combinant ces deux calculs, on obtient

VL
E \//5<a§\/7/,a;«éaq/:P(a)Sq'etS(a)g /:U
hepr<q'<hel U4 q 8¢

>2\/5 > LI ! Ve

~ Tlogx 'hr+1<q/§hr ¢ = 9(r+1)2logx
Va/L - Va/L . Va/L
— 2r-llogx — 2r 2r+l

grace a la combinaison du théoreme des nombres premiers avec la majora-
tion 2" < z1/6,

On a toujours 2" < z/6 et aussi h,41 > 2/°. En utilisant cela pour la
deuxiéme inégalité ci-dessous, on a pour tout ¢ € |h,41, hy]

H\q//i<a§\/§, a#ag:Pla) <q et Sa) < g}‘

() ()

1/6

de nouveau par le théoreme des nombres premiers.
D’apres le lemme 11.2, il existe donc une injection
PNL — {n:h1 <P(n) < he, n# Pn)apy)}

Pr
(11.25) p > qa=q(palp)
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de telle sorte que les conditions (11.22) et (11.24) (pour ces ¢ 1a) soient
vérifiées. De plus quand p = p; € I, et p* =pjy1 € [,_1,on a
hr-l—l < qj+1 < hr < qj,

d’oll en particulier ¢; # ¢j4+1. Donc la condition (11.24) est vérifiée pour
toute la composante extérieure que 'on est en train de construire. On a
vu qu’elle I'était aussi pour la composante intérieure. De plus le dernier
q = qy de la composante intérieure vérifie gy ~ /3 /213/ 3 alors que le
premier ¢ = g4 de la composante extérieure vérifie ¢y < z*/4. Enfin on a
choisi go = qx = 2, g1 > 3 ainsi que gx_1 > 3. Donc finalement la condition
¢j # qj+1 de (11.24) est bien vérifiée pour tous les j tels que 0 < j < k —1.

C’est la condition n # P(n)ap(,) de 'ensemble d’arrivée de I'injection ¢,
en (11.25), qui assure que les connecteurs extérieurs ga ici, sont différents
des connecteurs intérieurs qa choisis précédemment.

On a enfin dune part p < y < /o/L < x/2'3 d’aprés (11.15), et
d’autre part ¢ < /4. Cela entraine (11.23).

(£.7). Conclusion de la preuve de la proposition 11.7. Le premier
objectif est ici de choisir pour tout p € [3,y] deux entiers e~ (p) et e™ (p), qui
seront respectivement les extrémités gauche et droite de la chaine C*(x/p, p)
de (11.16).

Les extrémités de la chaine C}, g, sont A" et B'. D’apres (11.16), on n’a
donc pas le choix pour lextrémité gauche de C*(x/po,po) et 'extrémité
droite de C*(z/poo, Poc) : ON pOSE

e (po) = A'/po et e (pos) = B /Pec.

Rappelons que agqo et apqr sont des puissances de 2 inférieures ou égales a
16/z. Cela permet de choisir d'une part e™(pg) de la forme

™ (po) = do ag qo
avec dp € {1,3} de telle sorte que
P(e(po)) # Ple” (po)),
et d’autre part e” (ps) de la forme
e (Po) = doo A
avec do € {1,3} de telle sorte que
P(e” (poc)) # Pe" (pso)).
Cela permet également de vérifier que
" (po) € A*(z,y) N A*(x/po, po)
et e (Poo) € A%z, y) NA™(2/Poo, Poc)
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On choisit enfin pour les autres p

e~ (p) = q(p7)a(p”) et ¥ (p) = a(p)a(p).
Supposons que p = p; avec 1 < j < k — 1. On a vérifié a la sous-
section (£.6) que I'on a alors
qa € A*(z/p,p) N A (z/p",p").
En utilisant (11.24) et la définition de k) (x,y), tout cela permet de choisir
pour tout p € [3,y] une chaine C*(%,p) d’entiers de A*(x/p,p), dont les
extrémités sont e (p) et eT(p), et qui vérifie

C*(2/p.p)| = hy(z/p, p).
On a donc
Chpl > [Chp| =1+ > hi(z/p,p)
2<p<y
car k > 0.

On sait de plus par le lemme 11.1 que p A*(z/p,p) C A*(x,y). Donc
les entiers des chaines pC*(x/p,p) de 'étage du haut de (11.16) que l'on
vient de choisir, appartiennent & A*(z,y). Cela achéve la construction de
la chaine C} p := C} g(z,y) et la preuve de la proposition 11.7.

(g). L’inégalité de Buchstab de h(x,y). Commencons par le

Lemme 11.8. Pour tout x > 3'° fixé, Uapplication
[3,+00] — N*
y o hi(z,y)

est croissante

Démonstration. Supposons 3 <y < z.
Soit (A, B) € A*(z,2)? avec P(A) < P(B).
Si (A, B) € A*(z,y)?, alors on a immédiatement

foap(®,2) > foap(x,y)

Si A ¢ A*(z,y), alors y < P(A) < P(B) < z. En appliquant le lem-
me 11.3 avec ¢ = 2 et z a la place de y, on obtient une chaine C}) o d’entiers
A =a—ay—--—a; = 2% avec P(aj) = P(A) pour tout j vérifiant
1 < j < s. En appliquant le lemme 11.4 avec z a la place de y et B a la place
de A, on obtient une chaine C§B7B d’entiers 3% = by—by— - —by = B avec
P(b;j) = P(B) pour tout j vérifiant 2 < j < s’. On choisit maintenant une

chaine C;‘a:’ﬁ d’entiers de A*(z,y) et de longueur f7 (z,y). Alors

72a?3ﬁ
* * *
Cago—Coags—C3s
forme une chaine d’entiers de A*(z, z) de longueur > f, 5o 35(z,y). D’ou

f;,A,B(xa Z) > f;:’za’gﬂ ($7 y)
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Si enfin P(A) <y < P(B) < z, cest avec une chaine C} 5o —Cja 5 que
I'on montre que fo,4,5(z,2) > f; 420(2,y). Tout cela montre que hy(z, z) >
ha(z,y). O

Proposition 11.9 (Inégalité de Buchstab pour h(z,y)). Il existe un réel
M > 1 tel que pour tout x € R, pour tout y € P, on a

ha(@,y) = 11 yoof(2) + > ha(z/p,p).
2<p<min(y,/z/M)
Démonstration. D’apres la proposition 11.7, il existe un réel L > 1 et un

réel xg > 2 tels que pour tous z et y vérifiant

3<y</z/L et x>uxo

on a

hi(z,y) > 14+ Y hi(z/p,p).
2<p<y

En choisissant oy > 30, avec le lemme 11.8 on en déduit que pour tous x
et y vérifiant

y=>3 et x>,

on a
ho(x,y) = ho(z, min(y, \/z/L))
> 1+ > hy(x/p, p)
2<p<min(y,\/x/L)
= 11 joof () + > h(/p, p)-
2<p<min(y,y/z/L)
Choisissons

M = max(L, x0/9).
Comme M > L, on a aussi pour

(11.26) y>3 et x> x,

(11.27) ha(z,y) > 1 joof(2) + > ha(/p, p)-
2<p<min(y,\/x/M)
Si (11.26) n’est pas vérifiée, alors la somme en p dans (11.27) est vide, et

(11.27) est encore vraie car on a toujours hy (z,y) > 11 1o0((7). Cela acheve
la preuve de la proposition 11.9. O
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(h). Un lemme d’itération d’inégalité de Buchstab. Rappelons que
I’on note

A(z,y,2z) :={n:S(n) <z, P(n) <yet P (n) > z}.

Dans I’énonce suivant, on donne le résultat obtenu apres avoir itéré un
certain type d’inégalité de Buchstab.

Proposition 11.10. Soient h: R™ xP - R, 2 € {1} UP et M € [1 + o]

tels que pour tout (z,y) € R™ x P, on a

(11.28) h(z,y) > Lpyoof(w) + > h(z/p, p).
z<p<min(y,\/x/M)

On a alors pour tout (z,y) € R™ x P

(11.29) h(z,y) > A(z/M,y, z).

Démonstration. Par le lemme 6.2 avec t = 1, on a pour tout (z,y) € RT*xP

(11.30) Az, y,2) = 11 4oof(z) + Z A(z/p,p, 2).

z<p<min(y,\/x)

Pour 0 < x < M, la somme en p dans (11.28) est vide. On a donc
h(z,y) > 0= A(x/M,y, z) et (11.29) est vérifiée.

On procede a présent par récurrence sur k > 0 en prouvant que I'inégalité
(11.29) est vérifiée pour tous les couples (z,y) tels que y € P et

(I1,) 0<z< M2~

On 'a montrée quand k£ = 0. On suppose a présent l'assertion vraie pour
k > 0 et I'encadrement ([j41) vérifié.

En utilisant successivement (11.28), la minoration M > 1 et I'hypothese
de récurrence, et enfin (11.30), on obtient

h(z,y) > 1 oof(z) + > h(z/p,p)
s<p<min(y,\/z/M)
> ]1[1,—1—00[($/M)+ Z A('I/Mp7p7 Z)

z<p<min(y,\/z/M)
= A(z/M,y, z),

et (11.29) est vérifiée. O

(i). Fin de la preuve du théoréme 5.2. On combine les proposi-
tions 11.9 et 11.10.

Remerciements. Je remercie le rapporteur pour son formidable travail.
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