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Sur la fonction Delta de Hooley associée a des
caracteres

par ALEXANDRE LARTAUX

RESUME. Soit (f1, f2) un couple de fonctions arithmétiques et

As(n, f1, f2) == sup S fuldi) fa(da)|.

(u1,u2)ER? dida|n

(v1,v2)€[0,1]% Lu; <d;Lewitvi
Dans cet article, nous fournissons une majoration du moment d’ordre 2 de
As(n,x1,X2) ol x1 et x2 sont deux caracteéres de Dirichlet non principaux,
en suivant les méthodes développées par La Bretéche et Tenenbaum dans [1].
Cette majoration est un résultat clé pour le comptage asymptotique du nombre
d’idéaux de norme fixée, qui sera détaillé dans [4].

ABSTRACT. Let (f1, f2) a 2-tuple of arithmetic functions and

As(n, f1, f2) == sup Z fi(dy) fa(dz)|.
(e | 45,
(v1,v2)€[0,1]? Wi <d;<eMitvi

In this paper, we give an upper bound of the second moment of Az(n, x1, x2)
when y; and y are two non principal Dirichlet characters, following methods
developed by La Bretéche and Tenenbaum in [1]. This upper bound is a main
step for the asymptotic counting of the number of ideals of norm fixed, which
will be developped in [4].

1. Introduction
1.1. Notations et énoncés des théorémes. Pour étudier I’ensemble
{log(d); d | n},
la fonction A de Hooley, introduite dans [3] et définie par
(1.1) A(n) = max(A(n, u))
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ou
(1.2) A(n,u) = Z 1
dn
et<d<<ervt!

est un outil privilégié. Un résultat remarquable portant sur I’étude de
lordre moyen de la fonction A a été apporté par Hall et Tenenbaum
dans [2]. 11 y est démontré que cet ordre moyen est log(n)°(1).
Une généralisation de cette fonction est définie de la maniere suivante.
Pour r > 2 et n > 1, nous notons

1.3 A, (n) = A (n,

(1.3) (n) = max (Ar(n,u))

ol, pour u = (Ug,...,Ur_1),

(1.4) Ar(nyu)= Y L
di...dr_1|n

eti<d;<eitl

Hall et Tenenbaum ([2]) parviennent & étendre la majoration de 'ordre
moyen de A, (n) lorsque r > 3. Aussi, I'ordre moyen obtenu est log(n)°™)
pour r = 2.

Dans [1], La Bretéche et Tenenbaum s’intéressent & une autre générali-
sation. Ils étudient désormais la fonction Delta associée a un caractére de
Dirichlet. Ils définissent donc, pour n > 1 et y un caractére de Dirichlet
non principal

(1.5) A(n, x) = max |A(n, X, u, )|
ve[0,1]
oll
(1.6) Aln,xuv) = Y x(d).
oo

Le caractére x n’étant pas positif, le maximum en v n’est pas forcément
atteint en v = 1, ce qui justifie 'apparition de cette nouvelle variable. Ils
montrent que les compensations dues aux oscillations des caracteres sont
d’ordre statistique, puisque 1’ordre moyen de A(n, x)? est le méme que celui
de A(n) & un facteur (logn)°™M) pres.

Dans cet article, nous nous intéressons a la fonction Ags lorsqu’elle est
associée a deux caractéres de Dirichlet. Pour n € N*, x = (x1,x2) un
couple de deux caractéres de Dirichlet non principaux, u = (u1,u2) € R?
et v = (v,v2) € [0,1]?, nous posons

(17) A3(n7X7ua V) = Z Xl(dl)XQ(d2)a
dida|n
el <d¢<eui+vi
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(18) A3(”7X): sup |A3(TL,X,U,V)|-
ucR?
ve[o,1]2

Nous introduisons la constante p définie par

1 = .
(1.9) E —/ max(l,]l—l—ew|2)d19—2:£

= — — = 0,218,
2r J_x ™

W =

et pour y > 0, nous notons

(1.10) mly, p) = {(P+2)y siy < 155,

Jy—1 sinon,

c’est-a-dire m(y, p) = max(3y — 1, (p + 2)y).
Pour la suite, lorsque 1 et x2 sont deux caracteres de Dirichlet, nous
notons

(1.11) x = (X1, x2)

le couple constitué de ces deux caracteres, et nous notons rq I’ordre de x et
ro I'ordre de x2. Par ailleurs, nous notons également ¢; et g» les conducteurs
respectifs de x1 et xo.

Pour A > 0, ¢ > 0 et n € )0, 1[, nous disons qu’une fonction positive et
multiplicative g appartient a la classe M4(c,n) si les conditions suivantes
sont vérifiées

VpePet Vv>=1, gp¥) < AY
2

Ve>0et Vn>1, g(n) <. n°
(1.12) 3" g(p) = yli(z) + O(w e 2Moea)")
p<zT

pour une certaine constante y = y(g) > 0.

Lorsque x est un caractere de Dirichlet d’ordre r, nous définissons
M a(x, ¢, n) la classe des fonctions multiplicatives g appartenant & M 4(c, n)
et vérifiant

(113) Vke Z, Z g(p) = % h(m> + O(J,' e—QC(logx)"?)
p<zT
x(p)=¢*

ol y = y(g) et
(1.14) ¢ =¥/,

Enfin, pour x = (x1,x2) un couple de caractéres de Dirichlet, A > 0,
¢ > 0etne€]0,1], nous définissons la classe M 4(x, c,n) par

Ma(x, ¢,n) == Ma(xs, e, n) (Y Ma(xz, ¢;n) [ Malxaxz, ¢, n)-
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Lorsque x > 16, nous notons
E(x) — e\/logz(a:) logs(x)

ou log; désigne la k-ieme itération de la fonction log. Enfin, si g est une
fonction arithmétique et x un couple de caracteres de Dirichlet, nous notons
(1.15) S(z,g9,x) = Zg(n)Ag(n, x)%
n<e

Théoréme 1.1. Soit x défini en (1.11) un couple de caractéres de Diri-
chlet non principaux tel que x1X2 ne soit pas principal, A, ¢ des constantes
strictement positives, n € 10,1[ et g appartenant a Ma(x,c,n). Pour y =
y(g) > 0, il existe une constante a > 0, dépendant au plus de g, x, c et n,
telle que mous ayons, uniformément pour x > 16

(116)  6(r,g,x) < wlloga)™< W be-2303) £(gya.
ot p est défini en (1.9).

Remarque 1.2. En particulier, si y(g) = 1, alors il existe une constante
a > 0 telle que nous ayons, uniformément pour z > 16

(1.17) S(z,9,x) < z(logx)’L(x)?,

Remarque 1.3. Comme nous le verrons par la suite, la premiére étape de
la démonstration du théoreme 1.1 consiste a ramener le probleme a 1’étude
d’une somme d’entiers sans facteur carré, pondérés par un poids % Pour
cela, nous utilisons une propriété de sous multiplicativité de la fonction
A. Cette propriété nous permet de supposer également que g(n) = 0 si
(n,q1q2) # 1 ot q1 et g2 désignent les conducteurs respectifs de x1 et xa.

Nous pouvons alors nous demander & quel point le théoreme 1.1 est
optimal. A cet effet, nous énoncons le théoréeme de minoration suivant.

Théoreme 1.4. Soient y > 0 un réel et x un couple de caractéres de
Dirichlet non principauz.
(i) Six1x2 n'est pas principal, alors nous avons lorsque x > 3,
S 12(n)y " A3(n, x) > (log ) lv=13=3),
n<x
(ii) Si x1X2 est principal, alors nous avons lorsque x > 3,
Z ,u2(n)y°’(”)A§(n, x) > z(log x)max{y*l’g’y%}.
n<e
Les résultats du théoreme 1.1 et du théoreme 1.4 montrent que I’exposant
max{y — 1,(p + 2)y — 2,3y — 3} est optimal lorsque y < 1/(1 + p) ou
y = 1/(1 — p). Il est par ailleurs intéressant de comparer ces résultats avec

ceux obtenus par Hall et Tenenbaum. Dans [2], les auteurs établissent les
estimations suivantes.
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Théoréme 1.5 (Hall, Tenenbaum [2]). Pour tout 0 < y < 1, il existe une
constante o pour laquelle nous avons, lorsque x > 16,

Zy ) < z(log z)Y 1 L(z)°.

n<x

Pour tout y > 1, il existe une constante 3 pour laquelle nous avons, lorsque
x > 16,

Z yt ) < z(logz)V 3L (x)°.

n<x

Les constantes a et B sont explicites.

Par ailleurs, des minorations triviales montrent que les exposants de
log = sont optimaux. Nous pouvons donc observer que pour y < 1/(1 + p)
et pour y > 1/(1— p), y*"™ As(n, x1, x2)? se comporte en moyenne comme
y‘“(")Ag (n). Néanmoins pour les autres valeurs de y, notamment pour y = 1,
nous ne savons pas si cela reste vrai.

Pour démontrer le théoréme 1.1, nous étudierons les quantités suivantes

(1.18) C(n,x):= sup C(n,x,uz,v1,v2)
u2€ER
vl,vge[o,l}Q
et
(1.19) D(n,x):= sup D(n,x,u,vi,v2)
u€ER
v1,02€[0,1]2
ou
(1.20) C(n, x,u2,V) ::/ |A3(n,x,u1,uQ,v)\2du1
R
et
(1.21) D(n,x,u,Vv) ::/ |As(n, x,u — ul,ul,v)lzdul
R

avec v = (v1,v2), x un couple de caracteéres de Dirichlet et n € N*.
Comme nous le verrons par la suite, les estimations de C(n,x) et de
D(n,x) passent par ’estimation de
Aw)(”?Xaﬁ) = sup |A(k)(n7X7197u; 01702)’7
(u,v1,v2)ERX%[0,1]2

N

ou
(122) A(k)(n7x’19)uvvlvv2)

= Z Xl(dl)XQ(dg)déﬁ(u + v1 —v2 — log dl)k.
didza|n
et<dy el

Toutes ces quantités sont étudiées dans la partie 3.
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1.2. Applications. Les résultats que nous obtenons pour ’ordre moyen
de As(n, x1, x2)? ne fournissent pas des compensations statistiques qui nous
permettraient de le comparer a l'ordre moyen de Ag(n). Le théoréme 1.1
est néanmoins utilisé de maniére cruciale dans larticle [4] afin de fournir,
dans un cadre particulier, une estimation asymptotique en £ de la quantité
suivante.
Q(F,f,R) = Z T3(F(X))a
xEZ2NR(E)

ou F est une forme binaire de degré 3, r3(n) compte le nombre d’idéaux
d’un anneau d’entiers de corps de nombre de norme n, R est un domaine
de R2. Enfin, nous désignons par R(¢) le domaine de R? obtenu en dilatant
R par &, c’est-a-dire

R(€) :={x eR?:x/6 € R}.

Dans le cas ou le corps de nombre K est une extension cyclique de QQ de
degré 3, en notant G := Gal(K/Q) son groupe de Galois et x un caractere
non principal de G, nous pouvons relier la fonction r3 au caractere y par
I’égalité suivante.

r3(n) = (1% x * x?)(n),
ou * désigne le produit de convolution entre deux fonctions arithmétiques.
Pour f et g deux telles fonctions, celui-ci est la fonction arithmétique définie

par
(Fg)m) =S r@a(y) Yoz

dn

Nous formulons quatre hypotheses sur le domaine R et sur la forme binaire
F, valables pour certaines valeurs ¢ > 0 et 9 > 0.

(H1) Le domaine R est un ouvert borné convexe dont la frontiere est

continuement différentiable.

(H2) Vx e R, ||x| < 0.

(H3) Vx € R, |F(x)| < v°.

(H4) La forme F est irréductible sur K.

Théoreme 1.6. Soient K une extension cyclique de Q de degré 3, € > 0,
o> 0,¢& >0, F une forme binaire de degré 3 et R un domaine de R?
tels que les hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) soient vérifiées. Sous les

conditions
VESo <2 1//E<9 <&,

nous avons

(1.23) Q(F.&,R) = K(F)vol(R)&2 + o(

IF|°(o® + 192)§2>
(log £)0:0034 )

ot ||F|| désigne le mazimum des coefficients de la forme F' et K(F') est une
constante explicite possédant une interprétation géométrique.
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2. Résultats préliminaires

2.1. Majorer une norme infinie par une norme L9. La démonstra-
tion du théoreme 1.1 suit la méthode différentielle de [1]. Les lemmes que
nous énongons ici sont analogues a ceux de notre article de référence. Ce-
pendant, comme il s’agit ici essentiellement d’une généralisation a deux
variables de ces lemmes, plusieurs difficultés apparaissent, nous rédigeons
donc en détails les démonstrations.

Avant d’énoncer le premier lemme, quelques notations sont nécessaires.

Lorsque n > 1, nous posons

!

(2.1) E(n) = gllli'n log 7 E*(n) := min (1, E(n)).
d<d’

Pour n > 1, ¢ > 1, f un couple de deux fonctions arithmétiques, nous
posons

(2.2) Mag(n, £) == / / As(n, £, u, v)|%dudv.
0,12 Jr2

Pour x € R?, nous notons

[%loc = max(|z1], |z2]).
Lorsque x est un caractére de Dirichlet, nous notons
(2.3) A, x) = max(A(d. X)),

ou A(n,x) est défini en (1.5).

Lemme 2.1. Pourn > 1, ¢ > 1, x défini en (1.11), un couple de deux
caractéres de Dirichlet, nous avons

(24) A3(n7 X)Q < 4E* (n)_4/qM2q(n> X)l/q +32 (A*(nv X1)2 + A* (na X2)2)‘

Les deuxiéme et troisiéme membres qui apparaissent dans ce majorant
ne peuvent étre trivialement traités par le théoreme 1.1 de [1] puisque le
maximum sur les diviseurs de n n’est pas forcément atteint en n, contrai-
rement au cas ou x1 = x2 = 1. Il nécessite donc une résolution particuliere
que nous développons dans la sous-section 4.1. Cet aspect constitue une
des innovations de ce travail.

Démonstration. Si As(n,x) < 4(A*(n,x1) + A%(n,x2)), le résultat est
évident. Sinon, nous notons ug et vg les réels tels que

Ag(n, X) = ‘A?)(n,Xa u07v0)|

avec ug = (uo1,u02) et vo = (vo1, vo2)-
Pour tout u = (u1,u2), v = (v1,v2) tels que

[lu = uollos + |V = volloo < E*(n),



82 Alexandre LARTAUX

nous avons

n
Az(n,x,u,v) = > Xl(d)A(d7 X2, U2, Uz)
log(d)€]u1,u1+v1]
dln

n
= > Xl(d)A<daX2,U27U2)

log(d)€]uo1,uo01+vo1]
din

+ Z Xl(d)A<da X2, U2, U2>

log(d)€]u1,u1+v1)
log(d)¢]uo1,u01+vo1]
dln

n
- > x1(d)A =, x2, uz,v2 ).
d
log(d)€]uo1,u01+v01]
log(d)¢]u1,u1+v1]
dln

L’ensemble des deux dernieres sommes comporte au plus deux termes, il est
donc majoré en valeur absolue par 2A*(n, x2). Nous pouvons alors effectuer
le méme travail avec la premiére somme, ce qui nous permet de retrouver
As(n,x,ug, Vo) et un reste qui ne dépassera pas 2A*(n, x1). Ainsi, pour
tout u, v tels que |[u — ugp||eo + ||V — Volloc < E*(n), nous avons

|As(n, x,u,v)| = Az(n, x, w0, vo) — 2(A*(n, x1) + A*(n, x2)).

Puisque Asz(n, X, uo, vo) = 4(A*(n, x1) + A*(n, x2)), nous avons

1
‘A?)(n? X, U, V)‘ > §A3(7’L7 X)

En élevant cette inégalité a la puissance 2¢, en intégrant cette relation sur
I'ensemble de mesure E*(n)* sur lequel cette inégalité est valable, puis en
prenant la racine g-iéme, nous obtenons le résultat annoncé. Il

Pour la suite, lorsque x est un caracteére de Dirichlet, nous notons

(2.5) M, (n,x) = 3~ Maq(d, x)
din
avec
(2.6) Moq(n, x) / / |A(n, X, u,v)|*dudv.

Lemme 2.2. Pourn > 1, ¢ > 1, x un caractére de Dirichlet, nous avons

(2.7) A*(n,x)? < AE* ()~ IMF, (n, x)17 + 47 (n) /1.
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Démonstration. Observons tout d’abord que pour tout n et pour tout Yy,

nous avons
1/q
2g <Z A(d, X)2q> :

d|n
Nous utilisons ensuite le lemme 2.1 de [1] sous la forme suivante
Ad, Xx)* < ATE"(d) " Mag(d, x) + 47

pour obtenir

1/q
A*(n, x)? < (Z (41E*(d) 2 Moy (d, x) + 4q)>

dn

1/q
< (Z‘lqE*(n)zqu(CL X) +4qT(n)> :

din

Pour conclure, nous utilisons I'inégalité suivante valable pour tout x,y > 0
etg>1

Pour les besoins du prochain lemme, nous notons, pour n € N* y un
caractere de Dirichlet et ¥ € R,

(2.8) T(n, x, Y ZX d)d™.
din

Pour x un couple de caracteres de Dirichlet, ¢ € N et j < ¢, nous notons
(2.9) Mz(é)( n,x, %) = / / \A n, X, 29,u,vl,vg)\ZQdudvlva7
0,1]2

ot les quantités AU (n, x, 9, u, vy, ve) sont définies en (1.22). Enfin, pour
k € N, nous posons

log(3/2)

Ey(n) ::min< E o1 ,E(n)>

Lemme 2.3. Pour k € N, n > 1, g > 1, x un couple de caracteres de
Dirichlet et ¥ € R, nous avons

A(k)(n,x,ﬁ)2<16Ek(n)_3/qZMéé)(n,x,ﬁ)l/q+64e max(|7(d x2,9)[%).

i<k din
Démonstration. Pour tout k£ € N, nous notons j; un entier j < k tel que

AUE) (n, X, ) := max AU (n, X 19)'
j<k

Si AUR (n, x,9) < 8emaxy, (I7(d, x2,9)|), le résultat est évident.
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Sinon, nous notons ug, vg1 et vpe les réels tels que
AUR) (n, x,9) = |AUR) (n, x, 9, ug, vor, vo2)|-
Pour tout u, vy, vo tels que
|u — uo| + [v1 = vor| 4 [v2 — vo2| < Ex(n),

nous avons

AUK) (n,x, 9, u,v1,v2)

= E Xl(d)7<n,xg,0> (u+v1 — vy — log d)’k
d
log(d) i]‘u,u—&—vﬂ

= E X1 (d)’r <n7 X2, 19) (u +v1 — v — ]og d)jk
d
log(d)e]sf,qurvm]

+ > Xl(d)T(n,X%ﬁ) (u+v1 — vz — log d)’*
d
log(d)€]u,u+wv1]
log(d)g]sloyuo-l-l)m]

- > Xl(d)T(n, X2, 19) (u+v1 — vy — log d)*.
d
log(d)€]uo,uo+vo1]
10g(d)§§]|u,u+v1]

Les deux dernieres sommes comportent au plus un terme. Par ailleurs, nous
avons, pour tout log(d) € Jug, up + vo1] U |u, u + v1]

. 1 Jk
(U+U1—U2—1Ogd)jk<(1+k_|_1) Le.

Ainsi, ces deux sommes sont majorées par

en;ﬁlx(h'(d, x2, 9)]).
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Pour la premiere somme, nous écrivons

z : Xl(d)7<n,X2ﬂ9>(U+U1—U2—logd)j’“
d
IOg(d)e}zao,Uo+v01]

= > Xl(d)T<Z»X2,19)

log(d)€]uo,uo+vo1]
dn

(UO + vo1 — vo2 — logd + (u — Ug + v1 — Vo1 + Vo2 — vg))]’“

= Z <‘7k> (u —up +v1 —vo1 + Vo2 — U2)jk_j
j<an \J

n ,
Z Xl(d)T(d7 X2; 79> (uo + vo1 — vo2 — log d)’.
log(d)E]C;vto,qurvo]

Nous avons ainsi

Z Xl(d)T(n,szﬁz) (u+ vy — vy — log d)7*
d
log(d)E]ZF7UO+UOI]

> A(jk)(n,x,ﬂ) — (1+|u—up+v1 —vo1 —i—vog—v2|)jk —1)A(j’“)(n,x,z9).

Par hypothese, nous avons

((1+ ]u—uo—i-m —1)()1-i-’l)02—’l)2|)j’C — 1) <

)

N | =

ce qui fournit

> Xl(d)7'<na X2; ?92> (u+ vy — vy — log d)7*
d
IOg(d)E]soau0+U01]

1 .
> iA(Jk)(T%X:ﬁ)
Puisque AU (n, x,9) > 8 emaxg,|7(d, X, )|, nous avons
() L AGo)
|A F (n7X7197u7U17U2)| > ZA b (H,X,’ﬂ)

En élevant cette inégalité a la puissance 2¢, en intégrant cette relation
sur 'ensemble de mesure Ej(n)? sur lequel cette inégalité est valable, puis
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en prenant la racine g-ieme, nous obtenons

AW (n, x,9)?
< 16Ek(n)_3/qM2(é’“)(n, x, )9 + 642 H;‘ax(h'(d, x2,9)%)

< 16Ex(n 3/qZM2(j (n, x,0)Y7 + 64 IIC}IaX(‘T(d ,x2,9))?).

i<k

L’inégalité A®) (n, x,9) < AUK (n,x, ) nous permet de conclure. O

2.2. Un théoréme de Shiu et une formule de Parseval. Le lemme
suivant est une adaptation du lemme 2.2 de [1] qui nous permet de négliger
la contribution des entiers n pour lesquels le facteur E(n), défini en (2.1),
est trop petit.

Lemme 2.4. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n € ]0,1],
g une fonction de My(e,n) et Y > 27y ou y = y(g) > 0. Nous avons
uniformément en o > 0

210 s ane?

140
n>1 n
E(n)<oY

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.2 de [1]. Pour
un tel choix de Y, dire qu'un entier n vérifie 'inégalité

E(n) <o¥
implique qu’il possede deux diviseurs premiers entre eux di,de vérifiant

d'une part dy < dy < (14 0Y)dy, et d’autre part 20% < dj.
Ainsi, nous avons

> p?(n)g(n)7s(n)?

n=1 n1+0
E(n)<oY
<y B TEE e
&S s (md1d2)1+0
207), d1<d2\(1+0' )d1
(d1,d2)=
1 g(dl)TS(d1)2
< o Z q2te Z 9(d2)7'3(d2)2-
siy<di 1 di<de<(14+0Y ~¥)dy

(d1,d2)=1
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Le théoréme 1 de Shiu [5] nous permet de majorer la somme intérieure,
ce qui fournit I'inégalité

s Agme? v myzg (A oy

140
n>1 n
E(n)<oY

< oV 2y

< 1. O

Pour x = (x1,x2) un couple de caractéres de Dirichlet, n € N* et
(91,92) € R2, nous posons

(2.11) T(n,x,91,92) == > x1(d1)d}" x2(d2)dy?,
dida|n

et pour ¥ € R, nous posons

R 2 ddh
2.12 = .
( ) 7_1(”7X719) /]RQ ‘T(n7X7791719)’ 1 _|_79%

Lemme 2.5. Soient x1 et x2 deux caractéres de Dirichlet et n > 1 un
entier. Nous avons, uniformément pour k € N et vy, vy € [0, 1]?

/ ’A(k) (n7 X 07 u, v, 1)2)’2(171, < (k + 1)27/—\1(717 X 19)
R

ots AW (n, %, 9, u,v1,v0) est défini en (1.22).
Démonstration. Posons
friu— A(k)(n,x,ﬁ,u, V1, 2).

Il s’agit d’'une somme de fonctions portes, nous pouvons donc calculer sa
transformée de Fourier, notée f.

Fn = [ e au

9 log d1 i -
Z x1(d1)x2(d2)dy /logd . (u+ vy — vy —logdy)" e ™ du
dyda|(n) 1—v1
. . 0 ‘
- Z X1 (d)xa(do)dy d; ™ / (u+v1 —v)F e ™ du
dyda|(n) .

0 .
- T(n7 X /197 _191) / ('LL + v — ’UQ)k 6_11“91 du.

—v1

Or, pour tout v1,vq € [0,1]% et k € N, nous avons

0 . k+2
‘/ (u+ v — ’Ug)k e~ qy| < min( + )
—v1 ’791|
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L’inégalité

<1

0 4
/ (u+v1 —v2)F e ™1 du
v

est triviale puisqu’on intégre sur un intervalle de taille plus petite que 1
une fonction majorée par 1 en valeur absolue. L’inégalité

0 ; k+2
‘/ (1 + v — vg)F e 101 du‘ < —r
—v1 |191|
est fournie par une intégration par partie. La formule de Parseval nous
permet de conclure. O

2.3. Des inégalités de Holder. Avant d’établir le prochain lemme,
quelques notations sont nécessaires.

Pour n > 1, 1 < j < g des entiers, w € R et x défini en (1.11), un couple
de caracteres de Dirichlet, nous posons

(2.13) N17j7q(n, X, w)

= /[0 1]2 - A3(TL, X, U, V)QjAg(n7 X, Ul — W, U3, V)Q(q—j)dudv’

(214) Nz’j’q(n, X, w)
= / Asz(n,x,u,v)Z As(n, x, uy —w, us +w, V)Z(q_j)dudv.
(0,1]2/R2

De plus, nous posons

2
1
~ o 2 -
(2.15) a(n, x) = /RQ |7 (n, x, 9)| i|:|11+7922d‘97

ou 7(n, x, ) est défini en (2.11).

Lemme 2.6. Soient A > 0, ¢ > 0 des constantes, n € |0,1] et x un
couple de caractéres de Dirichlet. Pour toute fonction g de M 4(c,n), ¢ > 1,
1<j<qg—-1,n=>1etx =2, nous avons

g(p)logp
Z LNI,j,q(”a X logp)
p>x p

<« Mag(n, )92 0C (n, x)7a(n, x) D + Rog(n, @),
ot C(n,x) est défini en (1.18),
Ry q(n, x) < e~clos )" 4qM2q(n)(2q—2)/(2q—1)73(n)2q/(2q—1)
et
My (n) := / Asz(n,u)du,
R2
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avec Az(n,u) défini en (1.4). De plus, si nous remplagons N1 jq(n,Xx,logp)
par Najq(n,x,logp), alors la majoration reste wvalable en remplacant

C(n,x) par D(n,x), défini en (1.19).

Démonstration. Nous raisonnons uniquement sur la fonction Ny 4, la dé-
monstration pour la fonction Ns ;, étant analogue. Pour tout n > 1, nous
avons

p)logp %
> 98P, . (n,x, 05 D) :/ / |As(n, X, 0, v)[7 Sy dudv,
p>x [0’1]2 R
ou 2l
O,
Sop =y LG 9(p) log(p |A3(n7X7u1 — log(p), uz, v)|*".

p>x
Un développement de la somme définissant Ag fournit 1’égalité suivante

Son=Y_  xi(di--dp)x1(dps1---dan)

di,...,dap|n
h

n n
izl—Il A(dzv X2, U2, UZ>A<dh+i7X27 uz, 'UQ)
> 9(p)logp

u1—log min d <log p<u1+vi —log max d, p
p>x

Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas ou
log(max d,/ mind,) < v;

u1+v1 —log max d, 1
v 1ioay (257 ) dt + O(e e

1—log min d,-

oty = y(g).
De plus, elle est nulle si I’inégalité n’est pas respectée. En adaptant le
théoréme 72 de [2], nous obtenons, pour tout h > 1

h
n h
Z HA(d,UQ> <2 Mh(n,uQ),
di,...,dp|n i=1 !

log(max d;)—log(min d;)<vi

ou

Mp(n,ug) = / As(n, u)hdul.
R
Ainsi,
+o00
Son = y/l |Ag(n, X, ut — t,uz, v)[2Pdt + O(22" Moy (n, up) e U108 ®)")
og T

y/ |As(n, X, u1 — t,ug, v)[*dt + O (2% My (n, ug) e~ (108)")
R
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Nous obtenons donc

g(p)logp
(2.16) ZLNl,j,q(n,logp)
p>x

< ij + @) (22((1—]') / M2(q—j) (n, uQ)MQj (n, U2)du2 e—c(log m)n) s
R
ol

Q; ::/ / /|A3(n,x,u',v)\2jdu'1/ |As(n, x, u,v) |20 duy, |dugdv,
[0,1]2/R\J/R R

avec u’ = (uf,us).

Nous appliquons alors I'inégalité de Holder avec les exposants g%} et
=1 5
1 a
/ |A3(7’L, X, U, V)|2jdul
R
en écrivant j = qg%} + Z%{ pour obtenir

[ 18an,xu,9) Pidus
R

(4-1)/(¢=1) (g—3)/(g=1)
< ([ 18t wv)Prdn ) ([ 12500 0.v) P ) .
R R

En appliquant le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — 7, nous ob-
tenons finalement

q 1/(g—1)
Qj < MZq(nv X)(q_2)/(q_1) (/ / (/ |A3(n7Xau7V)|2du1> d’LLQdV)
0,112Jr \Jr
< Mag(n, )27V (0, x) Ma(n, x) /071,
Une adaptation du lemme 2.3 de [1] fournit
MQ(n7 X) < ﬁ(na X)

Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.16), nous
effectuons un raisonnement similaire. Le terme |A3z(n,x,u, V)| est claire-
ment majoré par As(n,u). Puis, une inégalité de Holder avec exposants

2q—1 2q—1 [EI A
5(q—) ©t 3;=1 montre I’inégalité

/ As(n,u)¥du,
R

2(g—3)/(29-1) (
< (/ As(n, u)2du1) (/ Ag(n,u)quul)
R R

2h—1)/(24-1)
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Le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — j fournit
/ / Ag(n,u)2jdu1/ As(n, u)2(q*j)du1du2
RJR R

(2¢—2)/(2¢9—1) 2q/(2g—1)
</ </ Ag(n,u)2qdu1> </ Ag(n,u)du1> dUQ
R \JR R
29 1/(2¢-1)
< M2q(n>(2q—2)/(2q—l) (/ (/ As(n, u)dul) duQ> )
R \JR

Pour conclure, nous utilisons ’estimation

/R</RA3(7”L,u)du1)2qdu2
i i maxi(d;

5 D)ooz

< = I

< 73(n)2. 0

Pour le prochain lemme, nous notons, lorsque y est un caractére de
Dirichlet non principal,

1 ‘ ‘
(2.17) N;’q(n,x,w)::Z/o/R\A(d,X,u,v)|23|A(d,X,u—w,v)]2(qﬂ)dudv,
dn

et

q\ /4
(218) A = (Z(/R |T<d,x,z9>r21ﬁ92)) ,

dln

ou 7(n, x,v) est défini en (2.8). Enfin, nous définissons

M (n) =" My(d),

dln
ou

MWW:AA@WMM
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Lemme 2.7. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n € 10,1]
et x un caractére de Dirichlet mon principal. Pour toute fonction g de
Muyle,n),q=21,1<j<qg—1,n>=1 etz >2, nous avons

p)lo /g1 ~ _
S IWLOBD N1 (o) < M (n, )/ o, )7+ R, ),
p>x
ot

R;(n, z) < e cllog)" 4qM2Tq(n)(2q—2)/(2q—1)7.3(n)Qq/(Qq—l)’
N;7q(n,x,logp) est défini en (2.17) et To(n, x) est défini en (2.18).

Démonstration. Nous reprenons la démonstration du lemme 2.6. Pour tout
n 2 1, nous avons

p)lo 1 -
Zg ELNT (n,x,logp) = / / Ay, 1, 0)[ 85, (d)dud,
p>a dn 70 /R
ou
p) log(
Si(d) = 37 P8R A 4y tog(p), ).

p>x
Le développement de S5, (d) et 'application du théoréeme des nombres pre-
miers fournissent

Sin(d) <y / A(d, x,u = t,0)dt + O (22 Moy (d) =2 )")
R

ou y = y(g). Nous obtenons donc

p)lo
> 9(p gpNT o(n, x,logp)

p>x
<yQj+0 (22@_]-) > Ma;(d) Mag—j(d) e_c(logw) ’
din

ol
1 . .
Q=30 [ [ 1AW Pdu [ Ay 0)0 dudv.
din

Des inégalités de Holder impliquent

Q;f, < 3" Myg(d, x) @ 2/@=D7(g, y)a/ (a1
dln

< M, (n, ) @D/ 7 (30 )/ @),

ou

)2
T(n 7(n, X,
X) / (X 192
Le terme d’erreur se traite de maniere analogue au lemme 2.6. g
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Pour le prochain lemme, nous définissons, pour £ € N, n > 1, x un
couple de caracteres de Dirichlet, 1 < j < ¢ et (w, ) € R?

(219) N](l;)<naX7wv19):/ /‘A(k)(TLvaﬁauaUlaUQ)‘zj
’ [0,1]2JR

|A(k) (nv X, U, u —w,vr, Uz)|2(q_j)dudv1dv2,
ott Ak (n,x, 3, u,v1,ve) est défini en (1.22). Enfin, nous notons
(2.20) M,(Ll)(n,T) = / A(n,7,u, 1) "du
R

ou A(n,7,u, 1) est défini en (1.6) et 7 est la fonction nombre de diviseurs.

Lemme 2.8. Soient A, ¢ des constantes strictement positives, n € 10,1],
k € N et x un couple de caractéres de Dirichlet. Pour toute fonction g de
Mule,n),q=21,1<j<qg—1,n>1,9€R et x> 2, nous avons

Zg logp M) (n, x,0,log p)

p>x
< (k+1)2q/(q 1) (k)(n x, 049 E (n, x, )/ T + Rp q(n, x),

ot Més)(n,x,ﬁ) est défini en (2.9), T1(n, x, V) est défini en (2.12), et

Ry q(n,z) < (k+1)q g c(log)” 4‘1M2(1)(n, T)(2‘172)/(2‘1*1)7'3(n)Qq/(qul).
Démonstration. Pour tout n > 1, nous avons

p)lo P ik
Zg EPNY) (n, x, 9, log p)
p>x

- /[0 12 /R ’A(k)(naxa19,U,111,vg)|2jS§8_j)dudv1dv27

ou

lo
=3 g(p)f(mA(k)(mx, 9, u —log(p), v1,v2)[*".
p>x

Un développement de la somme définissant A*) fournit I’égalité suivante

n
Sg}i): > xaldi---dp)xi(dhsr - don) HT< ' X2 ) (dhﬂ-’m’ﬁ)

di,...,dap|n

lo
9(p)logp 17 TT (v —vo—log p—log ;).
u—log min d, <log p<u-+wv; —log max d, p =1
p>x
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Par sommation d’Abel, la somme intérieure vaut, dans le cas ou
log(max d,/ mind,) < vy

u1+v1 —log max d, log 2h
y/ 1[0,1]( & ) H(u+v1 — vy —t — log d;)Fdt
u

1—log min d, t i=1

+ O((k + 1)h ez
ou y = y(g). Le point important étant que tous les termes
(ut+vy —veg—t— logdi)k

sont majorés par 1 en valeur absolue dans les intervalles, en t, considérés,
ce qui permet d’obtenir le terme d’erreur ci-dessus.

De plus, elle est nulle si I'inégalité n’est pas respectée. En adaptant le
théoreme 72 de [2], nous obtenons, pour tout i > 1

h
> [I7(3) <2 mr),
dl:"'7dh|n i=1 '

log(max d; ) —log(min d;)<vy

ol M}(Ll)(n,T) est défini en (2.20). Ainsi,
—+00
S5 = [ 1AW 00—t )P
logz
+O((k + 122 M) (n, 7) e~los2)")
g y/ ’A(k) (na X ﬂ? U — t> U1, ’UQ)’tht
R
+O((k + 122 M) (n, 7) e~<los2)"),
Nous obtenons donc

(2.21) Zg 1ngN )(n,ﬂ,logp)

p>x

<yQ; + O(<k +1)(q — )22 M) (n, )M (n, 7) eme0En)" ),

ou
Qj = (/ AP (n, x, 9,0 vy, 09) [ el
[0,1]2
/R]A(k)(n,x,19,u,vl,vg)]2(‘1_j)du)dv1dv2.
Nous appliquons alors I'inégalité de Holder avec les exposants g%} et
g—1 »
12

|A(k) (Tl, X r(97 u, v, UQ) |2j
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en écrivant j = q o 1 + = pour obtenir

/R ‘A(k) (n7 X 197 u, v, UQ)‘zjdu

(G-1/(g-1)
< ([ 1a®00,x 0,001,000
R

‘A(k) — 2 (g¢—35)/(¢—1)
R » X 7u>vl’02)‘ U :

En appliquant le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — j, nous ob-
tenons finalement

Qs < M x, 042/

q 1/(¢-1)
(/[0 12 </R 1A (n, x, 9, u,v1,vg)|2du) dUldvz> .

Le lemme 2.5 fournit la majoration suivante, uniformément pour v, vy €
[0, 1]2.

/R |A(k) (’I’L, X ?9a u, vy, U2)|2du < (k + 1)27/_\1 (TL, X 19)

Pour traiter la contribution du terme d’erreur du majorant de (2.21), nous
appliquons une inégalité de Holder avec exposants 2(q 1) et 33 1 afin d’ob-
tenir

/ An, m,u)¥du
R

2(q—4)/(29-1) (
< </ A(n, T, u)zdu> (/ A(n, T, u)zqdu)
R

Le méme raisonnement en remplacant j par ¢ — j fournit

2h—1)/(24-1)

Mz(]l-)(n, T)M(() )(n T)

(2¢-2)/(24-1) 29/(2¢—1)
< </ A(n, T, u)zqdu> (/ A(n, T, u)du>
R

1 - _ _
< Méq)(m 7)(24-2)/(20=1) 1 (1) 20/ (21 0
2.4. Estimations de sommes sur les nombres premiers. Les lemmes
présentés dans cette sous-section sont des lemmes arithmétiques fondamen-
taux pour les différentes démonstrations de cet article.
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Lemme 2.9. Soient x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre 7,
A, ¢ des constantes strictement positives et n € |0,1[. Pour T > 1 et g
appartenant Ma(x, ¢,n), nous avons, uniformément pour o > 0,1 < g < %
et |9 < qo

i logp 3
(2.22) > max(L[1+ ()" P)(r) g < 7+ O(),
p>T

oty =y(g). Nous avons uniformément pour qo < 9] < e° c(logT)"

~ logp  (p+2)y+0(1/q
(223 3 max(L 1+ (@) Pg(p) L — LFDYFOWD)
p>T p o
ot p est défini en (1.9), et uniformément pour || > ec(logT)"
; logp 4y
(2.24) i+ x(p)pw\zg(p)pHU <~ +o().

p>T
Démonstration. Lorsque |¥| < go, nous utilisons I'inégalité suivante

max (1, |1+ x(p)p™ |*) <1+ |1+ x(p)p" |,

ce qui fournit

; log p
Y- max(1, 1+ x(p)p™[*) g(p) o
p>T p

<Y B+x@r” +xp ) 9(p) 15
p>T p

D’apres (1.12), nous avons d’une part

3 39(0) 252 < 2 4 o)

140
p>T p

et d’autre part, d’apres (1.13)

logp logp

Z X “9 1+(7 Z Z Ck “9 1+(r
p>T k=0 p>T
( y=¢k

_ Yy Z (/ (—o+id)u du + O(W‘ —c(logT)" ))
logT

_ O(|19‘ e~ ¢ (logT)" )

5 +0(0] =)

ce qui fournit (2.22) puisque [9] < ec(logT)”,
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Si qo < 9] < e°8T)" nous observons que la fonction
¢+ max(1, |1 + e |?)
est périodique, de période 27, et de moyenne p 4+ 2. Une intégration par
partie semblable au lemme I11.4.13 de [6] fournit

logp _ (p+2)y 1L 9[+1
p1+0 - o + O(w + ec(logT)U)’

Z max(1, |1+ x(p)pmp)g(p)
p>T

ce qui implique (2.23). Dans le dernier cas, nous nous contentons de la
majoration triviale

11+ x(p)p™* < 4. 0

Pour r > 1, nous notons
1 r—1
(2.25) k(r) == meaX(1,|1+Ck|2)
" k=0

ou ( est défini en (1.14).

Lemme 2.10. Soient x un caractére de Dirichlet non principal d’ordre
r, A, ¢ des constantes strictement positives, n € 10,1[ et g appartenant
Mua(x,¢,n). Nous avons, uniformément pour x > 16 et 0 < |[9] < 1,

O B L (O (bgl“>
g\p D -y & 1+ |9 logx

P<T
+y(p+2)log(l+ |9|logx) + O(1),
oty =y(g), et uniformément pour || > 1

5 gL )

; < y(p+2)log(1+[9]logz) + Blogy(2+|9]),

pP<T
ot p est défini en (1.9).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.5 de [1]. La
fonction

t = max(1, |1 + e |?)
est périodique, de moyenne p+2. Ainsi, si nous nous donnons un parametre
w < x, une intégration par partie semblable & celle du lemme I11.4.13 de [6]
fournit

g(p) max (1, |1 + x(p)p™[?)
2 p

log x 1 1+ |9 )
= 2) log| —— (@) .
y(p+2) Og(logw) + (19| log w + ec(logw)”

wWPLT
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Pour les entiers p < w, nous nous contentons d’approcher p*’ par 1, Perreur
que nous commettons est alors O(|Y|logw). Ainsi

S o) max(1, 1+ x(p)p™?)

psw p

yr(r)logy(w) + O(1 + Y] log w).

Il s’agit désormais de choisir le parameétre w afin d’obtenir les formules
souhaitées. Pour || < -, nous choisissons w = .

log x )
1+[9|log /"

Pour 1 < |9] < exp(c(logz)") — 2, nous choisissons

w = exp((2/¢)(log(2 + [9]))/").

Dans le dernier cas, nous nous contentons d’observer que la somme a
majorer est < logy(x) < logy(2 + |9]). O

Pour 1/logz < |[¥] < 1, nous choisissons w = exp(

Lemme 2.11. Soient x un caractére de Dirichlet d’ordre r > 1 A, ¢ des
constantes strictement positives, n € 10, 1] et g appartenant a M a(x,c,n).
Nous avons uniformément pour x > 16 et |9 < 1

> glp =0(1)
p<z
et uniformément pour 9| > 1

> o0 2y < Blogy(2-+10).

pPsT

Démonstration. Notant ¢ le complexe défini en (1.14) nous avons

> o(0)* ZZQ

p<T p k=0 p<zx
x(p)=¢*
La suite de la démonstration est identique a celle du lemme 2.5 de [1],
nous introduisons un parametre w, choisi convenablement par la suite. La
fonction t — e est périodique de période nulle, donc le lemme II1.4.13
de [6] permet d’écrire

Z 0 _ ( 1 1+m\>
w<p<x ’19|10gw eclogw)n J*
x(p)=¢*

Par ailleurs, pour p < w, nous approchons p"’ par 1, erreur que nous
commettons étant O(|J¥|logw). Nous renvoyons a la démonstration du
lemme 2.10 pour savoir comment choisir w afin que les différents termes
d’erreur soient O(1) lorsque |9 < 1 et O(logy(2 + |9])) lorsque 9] > 1.
Nous concluons en remarquant que Z’,;é ¢k =o. g
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Lemme 2.12. Soit x un couple de deuz caractéres de Dirichlet non prin-
cipauz tels que x1X2 ne soit pas principal. Soient A, ¢ des constantes stric-
tement positives, n € 10,1] et g appartenant & M4(x,c,n). Pour x > 16 et
uniformément pour (91,92) € R?, nous avons

11+ x1(p)p™ + x2(p)p™2 |2
> 9(p)
p<T p
< 3y 10g2($)
+ B(10gy(2 + [091]) 111 +oo[([01]) +1085(2 + [92]) 111 +oe([02])) + O(1),
oty =y(g).

Démonstration. Un développement du carré du module fournit

11+ x1(P)p™" + x2(p)p™2 |
=3+ x1 ()P + x1(0)p~ + x2(p)p™2 + x2(p)p 2
i(—92) + X2 (p)Xl(p)pi(ﬁgfﬁl).

+ xa(p)xa(p)p
Nous étudions alors les sommes sur p de chacun de ces termes séparément,
en utilisant le lemme 2.11 pour obtenir le résultat énoncé. O

2.5. Lemmes fondamentaux. Le terme () défini en (2.25) peut facile-
ment étre majoré par 3, ce majorant est suffisant pour la suite, néanmoins,
nous pouvons l'améliorer, au moyen de la proposition suivante.

Lemme 2.13. Pour tout entier r > 2, nous avons

<o
W) < o
ot k(r) est défini en (2.25). Cette inégalité est une égalité lorsque r = 2.

Démonstration. Nous notons A, = {z € U, : |1 + z| < 1} ou U, désigne
I’ensemble des racines r-iémes de 1'unité. Ainsi

ﬁ(r)zi(Z\l—i—zQ—i—Zl)

z¢ A z€A
_1 2 2
_T<Z T+2P+ > (1—]1+2| ))

z€U, z€A

1
=24 - — %).

+- 2 (=42
z€A

Si A, est non vide, nous pouvons choisir z € A,, alors arg(z) € |2n/3,47/3],
ainsi, pour tout 2’ € A,, arg(zz') € |47 /3,87 /3[, donc zz' ¢ A,, nous avons
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donc une injection de A, dans U, \ A;, ce qui montre que |A,| < 5. Ainsi

k(r) < 7 O

Par la suite, pour T' > 1, pour tout n > 1, nous notons

(2.26) ap, = H D by, H p.

pln pln

p<T p>T
Lemme 2.14. Soient x un caractére de Dirichlet non principal, T > 1 un
réel, A, ¢ des constantes strictement positives, n € 0,1 et g € Ma(x, ¢, n).
Nous avons, uniformément pour 0 < o < 5 éT

dd 1
2
/ S g(n 1+U xgﬁx(!T(d,Xaﬁﬂ )1 T2 S gmlva)

n>1

ot p est défini en (1.9) et m(y, p) en (1.10).

Démonstration. Nous ne traitons que 'intégrale sur R* car celle sur R~ se
déduit par symétrie. Notons S(##) la somme a Uintérieur de l'intégrale. Elle
admet un développement en produit eulérien

max(1, |1+ x(p)piﬂIQ))

s@) =] (1 T 9(p)

p<T p
max(1, |1 4+ x(p)p™|?)
11 (1 +9(p) e :
p>T p

Le lemme 2.10 nous permet alors de majorer uniformément S(¢J) en fonction
de 9. En prenant x = e!/?, ce qui est possible par hypothése sur o, nous
obtenons I'inégalité suivante, pour 0 < ¥ < 1

1 yr(r) 9\ P2y
S() <« (a+19> (1+ U) ;

SW) <

et pour ¥ > 1

1
P log(2 + 9)Z.
Nous découpons l'intégrale au point 9 = 1. Celle portant sur I’ensemble
{¥ > 1} est convenablement majorée. Pour I'autre intégrale, nous avons

1 1 1 w(r)y 9 (p+2)y
/ S(9)dd < / ( ) (1 + ) d9
0 0o \o+70 o

1 1 1 k(r)y—(p+2)y
« 0
o Jy \T5 2
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D’apres la proposition 2.13, nous avons k(r) < 3. Un calcul direct de I'in-
tégrale permet alors d’obtenir le majorant souhaité, en notant que, unifor-
mément pour o € |0, 1]

1
g, log(1/0) < g O

Lemme 2.15. Soient x un couple de deux caractéres de Dirichlet non
principaux tels que x1x2 soit non principal, A, ¢ des constantes strictement
positives et n € 10,1[, g € Mua(x,c,n) et T > 1 un réel. Nous avons,
uniformément pour o >0 et 9 € R

1 .
12 ( ] si [0 <1
T1(n,x,¥) < {7 :
n§>:1 an }LJ“" iy log(2 4 [9])F  sinon,

ot ay, et by, sont définis en (2.26) et 71(n, x, V) en (2.12).

Démonstration. La seule différence par rapport a la démonstration du

lemme 2.14 est l'utilisation du lemme 2.12 pour majorer le produit

eulérien. O
3. Estimation de C(n,x) et D(n,X)

Pour 0 < o < 1/10, nous notons

(3.1) Li(o) = exp(\/log(l/a) 1og2(1/a)).

Pour ¢ > 0, g une fonction arithmétique et 7' > 1, nous notons

w?(
(0,9, x Z 1_|_U ( 2 X))

n>1

ou C(n,x) est défini en (1.18) et a, et b, sont définis en (2.26). L’objectif
de cette partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. Soit x = (x1, x2) un couple de deuz caractéres de Dirichlet
non principauz tels que x1x2 soit non principal. Soient A, ¢ des constantes
strictement positives, n € 10,1[ et g € Ma(x,c,n). Si 0 < y = y(g), i
existe une constante o > 0, dépendant au plus de g, x, c et n, telle que
nous ayons, uniformément pour o > 0

1

61(079’ X) < omax{y+1,m(y,p

o
)} Ly (0) )
ot m(y, p) est défini en (1.10), et ot nous avons posé

9yq log ;)1/7’

(3.2) logT := < .
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et

log(1/0)

logy(1/0)

Nous avons le méme résultat en remplagcant C(n,x) par D(n,x).

(3.3)

3.1. Estimation de A(k)(n, Xs ). Pour o > 0, g une fonction arithmé-
tique et ¥ € R, nous notons

G(k)(O',g, X7 Z lu b1+0' )( aXalg)27

ott A®)(n, x,9) est défini en (1.22) et ay, et by, sont définis en (2.26) & partir
de la valeur de T' déterminée en (3.2).

Proposition 3.2. Soient x = (x1,Xx2) un couple de deuz caractéres de
Dirichlet non principaux tels que x1x2 soit non principal. Soient A, ¢ des
constantes strictement positives, n € 10,1 et g € Ma(x,c,n). Pour 0 <
y = y(g), il existe une constante o > 0, dépendant au plus de g, x, c et
n, telle que nous ayons, uniformément pour o > 0, k < /log1/o entier et
9] < qo

(k:+1)

6(]6)(0-797X719)<< ﬁl( ) )

uniformément pour o >0, k < \/logl/c entzer et qo < 9| < L=

(k 4 1)3[9|™wr)=3y
O—m(y )
uniformément pour o >0, k < \/log1/o entier et ;17 < |J] < collog )"

G(k)(o—agaX719) < El(a—)aa

k+1)3 N
< (Jm(y’p))ﬁl(a) log(3 + |19\)B

et uniformément pour o > 0, k < \/log1/c entier et [9] > ec(loaT)"

k+1)3 N
B2 D 1(0)° tom2 + 1),

ot p est défini en (1.9), L1(o) est défini en (3.1), et T et q sont définis
n (3.2) et (3.3).

6" (0, g,x,9)

6" (0,9, x,9) <

Démonstration. Cette démonstration s’appuie sur la méthode différentielle
de [1].

Nous commencons par utiliser le lemme 2.3 pour majorer A(k)(n, X, D).
Le membre de droite du majorant se traite au moyen du lemme 2.14, qui
fournit la majoration

p2(
Z 1+0’ IE%X’T(%Xlaﬁ)P <
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Pour traiter le membre de gauche du majorant, nous utilisons dans un
premier temps le lemme 2.4, qui nous permet de restreindre la somme
aux entiers n pour lesquels le facteur E(n), défini en (2.1) n’est pas trop
petit. Pour de tels entiers n, le terme E(n)~%9, ol ¢ est défini en (3.3),
est uniformément majoré par £1(0)® pour une constante « bien choisie. 11
s’agit donc étudier

M k
Z 1+U ( )(n7X)19)1/q7

n>1 anOn

ol MQ(];) (n, x, ) est défini en (2.9). En dérivant la fonction Lfg]f)ﬂq(a), nous
obtenons

2
n
() () = 30 L ) A (m, x, 9) 0 og b

n>1 4nOn
(% (n) (k) g

= Z 1+sg(n)M2q (n7X7 19) Z ].ng

n>1 T pln

p>T
2
1

- - (1+s Z M2 nvaaﬁ)l/qg(zj)l%'

51 Gnbn (np)=1 p

p>T

Un calcul explicite de la quantité A(k)(np, X, ¥, u,v1,v2), valable pour tout
p premier et n € N tel que (n,p) = 1, fournit

A(k) (np7 X 197 u, vy, UQ) = (1 + X1 (p)p“?>A(k) (n7 X 197 u, vy, 1)2)
+x2(p) AW (1, x, 9, u — log p, vy, va).
En prenant le module a la puissance 2¢g de cette égalité, et en utilisant des
inégalités classiques, nous obtenons

’A(k)(npa X 19 u, vy, 02)’

<21+ xa @)™ [P AR (n, x, 9, u, v1, v9) |

+ 3|A(k na X ﬁ? u— 10gp7 V1, UQ) |2q
= (2 2
+(1+q)4qz . ‘A(k)(n7X7197u7’U17’U2)‘ ’
=i\
|A(k) (TZ, X 797 u — 10gp7 U1, UQ) |2(q_j)'
En intégrant cette inégalité sur R x [0, 1]?, nous obtenons

Myy) (np, x,9) < (211 + xa(p)p™[** + 3) Mgy (n, X, 9) + WP (n, p, 9),
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ou
qg—1
2
WWmmﬂw=a+@ﬂ§:Q9Nﬁmxﬂmgm
j=1
les N ;’]Z) (n, x,9,logp) étant définis en (2.19). Des inégalités de Holder ainsi
que le lemme 2.8 fournissent
— (Ly7,) ()
D(s) ,
< TLrg(9)
1/(g—1)
A (k) (¢—2)/(g—1) 9 ,uz(n) N
+ 81_1/q (Lﬁ,T,q(S)) (k+1) T; anb}l+g 1 (TL, X 19)

(k+1)"/9(log T)%
9y+1-1/q g—c/q(log T)"

+ By
S

ol
g\p j
D(s):=s Z %(max(l, 1+ X1(p)p“9]2) +0(1/q)) logp,
p +
p>T
71(n, x, ) est défini en (2.12) et A et By sont des constantes absolues.
Si [¥] < go, le lemme 2.9 nous permet d’obtenir D(s) < 3y + O(1/q)
pour tout s > . De plus, par le lemme 2.15, nous avons
(¢—2)/(¢—1)
(k+ 12D (L5 ,9)

s1+3y/(¢—1)-1/q

k dy+ai/q . (k
(L) () < T ® (4 a

S
(log T')°
+ B §9y+1-1/q g—c(logT)"’

ou aj > 0 est une constante absolue.
En posant

e := Bi(log T)gz”e*(logT)nC/q7 B:=9y—1/q,

nous obtenons . .
/
—(8 ) (s) < 1(s, LT (),

avec
o Sy + al/q A(k _|_ 1)2/(Q*1)x((I*2)/((I*1) £
fr(s,2) = ————a+ S1—1/q+3y/(q—1) ISR
Posons . K
Pyp— 1 y— 1 E:
M =3y + 3 Xi(s) == o TR

ol by > a1 est une constante. Remarquons dans ce cas 'inégalité suivante

1 3 -2
71+1>1—*+7y+q V-
qg q—1 gq—-1
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En supposant les inégalités
Y1 > (33/ + Cz]l) + A(k + 1)2/(q71)K1—1/(q—1)7

B> 3y + % + Ak + 1) D gD g

nous avons

_ Kim | €p
T ogntl T ogB+1

_ ~2)/(g—1
- K1(3y+a1/q)+E(3y+a1/q)+A(k+1)2/(q I)Kfq )/ )(l—i— es™ )

- Xi(s)

g1+l gh+1 g+l Klsﬁ
€
t oA
L KiBy +ai/q) n ey +ai1/q)
i s+l gh+1
Alk + 1)2/(q—1)K(q72)/(q*1) e\ (472)/(a=1) c
+ ! 1+ + 57
3'71+1 K]_SB S’B+1

2 gbl (S,Xl(s)).

Remarque 3.3. Les hypotheses sur v et 8 sont vérifiées dés que nous
choisissons K de l'ordre de (k + 1)%(gCs)? pour une constante Cy assez
grande.

Comme tout ceci n’est valable que pour s < nous notons sy = @.

1
log T
Remarquons dans ce cas que

2
k pe(n)
L g(s) < X Loiim(n)

n>1 GnOn

log T)%
2 o (Ogg ) .
s7Y
Ainsi,
LYY (s0) < X1(s0)

en choisissant K = (k + 1)?(¢C2)?(log T)8Y. Le lemme 70.2 de [2] permet
alors de montrer 'inégalité suivante

L) (s < EF 1)%(qC2)7(log T)'®  Bi(log T)%
0.1 h §3y+ai/q ellogT)c/q g9y—1/q

des que 0 < s < sp. Les choix de T' (3.2) et de ¢ (3.3) impliquent alors

k+1)2 N
LY. (o) < (Ugy)cl(a) .

Le cas qo < |¥] < % est le plus délicat, puisque le majorant de D(s)
fourni par le lemme 2.9 change en fonction de la position de s par rapport

Pl
.
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long, nous avons toujours D(s) < 3y + a1/q, la suite de

la démonstration est inchangée, et nous permet d’avoir

® (19 (k+1)? o
L#},T, ( . ) < B ————L(0)

Pour%gsg

car [9| = o et Ly est décroissante. Par ailleurs, le facteur ¢ peut étre
absorbé par le terme L£;(0)® quitte & augmenter a.

Pour s < %, nous avouns cette fois D(s) < (p+2)y+a1/q. Nous modifions
donc v et K7 par rapport a précédemment, nous choisissons

1 = m(y,p) + bi/q,

de maniére a vérifier

1 3y g2
MA1> 1—7+—y+
qg—1 —1

4!

et
> (p+2)y+ar/qg+ Ak + 1)/ @D V@D,

Par ailleurs, pour assurer 'inégalité
w (19 o (P
L19 T.q ( q < 1 q )

= (k 4+ 1|9 =3v L, (o),

nous choisissons

Nous obtenons ainsi

(k) (k + 1)2|9|mwr)—3y
Lﬂ,T,q( ) <& Um(y,p) £1 (O')O‘.
Si ﬁ |9 < eogT)"  nous avons systématiquement D(s) <

(p+2)y+ al/q et le lemme 2.15 fournit cette fois la majoration

13 1 B
Z b1+s 5 X5 19) < STy 10g(3 + |19|)

n>1

Nous choisissons ainsi

by
Y i=m(y, p) + r

et
— (k+1)2(gCs) log(3 + [9)

pour obtenir

(k+1)2

o™ (¥:p)

L1(0)°.
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Enfin, si [¢9] > e¢1°¢D)" nous avons Di(s) < 4y + ‘e Nous choisissons
ainsi

v =4y + — et Ki:=(k+1)*(qCs)7log(2 + |9))P

pour obtenir
k+
28 < B 0g0 4 10720 0

3.2. Démonstration du théoréme 3.1. La proposition 3.2 nous permet
de déterminer la majoration du théoréme 3.1 pour C(n, x), défini en (1.18).
En effet, d’apres le théoréme de Parseval, pour tout (ug,v1,v2) € R x [0, 1],
nous avons

dv

C(”aXa“Zvvlva) <</R|A(0)(n’x2vXla§7u2av2avl)|2ma

ol A(O)(n,xg,X1, Y, ug,v2,v1) est défini en (1.22). Ainsi,

dd

(0)
C(”vX) <</I\Q|A (n7X27X17§)‘ 1_’_,(92

Elle nous permet également de déterminer la majoration du théoréme 3.1
pour D(n,x), défini en (1.19). Cependant, les calculs sont plus complexes.
Nous commencons par calculer, pour tout v1,vo la transformée de Fourier
de la fonction

(w1, u2) = Az(n, X, u1, uz, v1, v2)
que nous noterons
A(n, x, 01, 92,01, v3).
Nous notons également pour la suite, pour (v1,v2,19) € R3,
ei(v1+vz)19 o eivlﬁ
X,

(3.4) k(vy,ve,0) :=
Nous avons
A(n, x, 91,09, v1,v2)

://Ag(n,x,ul,ug,vl,vg)e*m”” e~ 22 qyy dugy

log d1 log d2

Z x1(d1)x2(dz2) / e~ UL g=i02u2 qyy, duy
didz|n logdi—v1 J1ogda—v2

= 7—( n,x, _’1917 _192)]{;(07 V1, ﬁl)k(ov V2, 192)7
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ou 7(n,x, —v1, —2) est défini en (2.11). Ainsi, pour tout (uj,usz) sauf un
nombre fini, nous avons

As(n,x, u1, uz,v1, v2)

= % / / T(n, X, —191, —192)]{(0, V1, 191)]€<0, V2, 192) ei191u1 emQu2 d191d792
m R JR

En remplacant w1 par u — uo, puis en effectuant le changement de variable
P9 = 19 — 11, nous obtenons

(3.5)  Asz(n,x,u— ug,ug,vi,v2)

1 . .
- —//T(n,x,—191,—ﬂQ)k(o,vl,ﬁl)k(o,vg,ﬁQ)eml(“—“ﬂ e™2u2 449, didq
472 JrJR

1 o
= —//T(n,x,—191,—ﬁQ)k(o,vl,ﬁl)k(o,vg,ﬁQ)emlu i(P2=91)u2 9. 499,
472 JrJR

1
= R/R/RT(%X,—%,—% — 1)
(0, v1,91)k(0, v, 91 + ¥2) 1% V242 49, didy.

Posons

(3.6) F(n,x,u,vi,v2,92)

- / 7(n, %, — 1, —92 — 01)k(0, v1,01) (0, va, 91 + U2) €1 do)y
R

Le théoreme de Parseval nous permet de relier la valeur de D(n, x, u, v1,v2)
au moment L? de F(n,X,u, v, ve,J2). Nous transformons l’expression de
F afin de relier cette fonction a des fonctions A de type (1.22) et pouvoir
utiliser la proposition 3.2 pour estimer D(n,x). Pour cela, nous linéarisons
en Y1 la quantité k(0, vy, 91)k(0, va, 91 +12). Nous commengons par utiliser
la décomposition en éléments simples,

1 1 1
D (02 +01)  Uhds  Ua(V2+01)

(3.7)
Par ailleurs, nous avons

(3.8) (&1 —1)(e2(V1+V2) _q)

— (eivl’ﬂl _1)(eiv2(191+792) o ei’U2191 +eiv2191 _1)

— (e’iv2192 _1)(e’i(’U1+’U2)191 _ e’iv2191) + (e’i’l}2’191 _1)(e’iv1’l91 _1)
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et

(3 9) (eivl'&l 71)(61'1)2(191—&—192) 71)
( (191+’L92 —9 ) 1)<eiv2(’l91+192) _1)

( (’191+’L92 192) _ e—iv1’l92 + e—iv1’l92 _1)(eiv2(191+192) _1)

efzvlﬁg( 1v1(191+192) _1)(eivg(191+192) _1) + (e*iﬂlﬁQ _1)(ei1)2(191+192) _1)

Ainsi, d’apres (3.7), (3.8) et (3.9), nous avons

(3.10) k(0,v1,91)k(0,v2, 01 + ¥2)
1 (eivﬂh _1)(eiv2(191+192) _1)

T iy iy
1 (eiv1191 _1)(eiv2(191+792) _1)
iy i(0 + 92)
eiv292 1 (ei(vl—i—vg)ﬁl _ eivgﬂl) 1 (eivlﬁl *1)(6“}2191 71)
T i, iy iy iy
e—ivl’ﬁg (eivl(ﬂl-i-ﬂg) _1)(eiv2(191+192) _1) e—iv1192 -1 eiUQ(’ﬁl-f—’ﬂQ) -1
B 109 i(01 + V2) B ito i(1 + VY2)
1
— ]{3(0, V2, "92)]{;(’027 V1, 791) + %(k(vla V2, 191) - k(oa V2, 191))
+ k(—vl, V1, 192)143(0, vg, M + 192)
efivlﬁg
s (k(v1,v2,91 + ¥2) — k(0,v2,91 + ¥2))

= k(0, v2,92)k(v2,v1, V1) + k(—v1,v1,92)k(v1,v2, 01 + ¥2)

1 .
+ ?(k’(vl’v%ﬂl) - k?('Ul, ’U2,’l91 + 192) e_w1192)
U2
1 .
+ g, (K0, 02,01+ 92) €12 =k (0, 03, 91).
2

Pour (vi,vs,91,92) € [0,1]? x R? nous définissons

(3.11) ki (v1, v, V1, 92) := k(ve,v1, 1)

(3.12) ka(v1,ve, V1, ¥2) := k(v1,v2, % + V2)

(3.13)  ks(v1,v,91,92) := k(v1, vz, 91) — k(v1, va, ¥ + ) e ™17
(3.14)  ka(vi,va,01,02) := k(0, 09,01 + V2) e 172 —k(0, v2, V1)
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et pour j =1,...,4, nous posons
(3.15)  Fj(n,x, u,v1,v2,92)
= /Rf(n, X =01, =2 — 01)kj(v1, v2, 91, 02) 1" Aoy .
En injectant les équations (3.10) a (3.15) dans (3.6), nous obtenons

F(n,x,u,v1,v2,92)
= :IC(O, V2, 192)F1(n’Xa U,’Ul,Ug,’(?Q) + k(_vla U1, ﬁz)FQ(ﬂ,X,u,Ul7027192)

1 1
—|—,*F3(7L,X,U,U1,U2,192)+ s F4(n,X,U,U1,U2,192)-
Z192 Z’&Q

D’apres le théoréme de Parseval et 1’égalité (3.5), nous avons
D(n,x,u,v1,v2) <</ |F(n, X, u,v1, va, 92)|*d0da,
R

ou D(n,x,u,v1,v2) est défini en (1.21). En injectant (3.15) dans cette in-
égalité, nous obtenons

1
(316) D(TL,X) <</ 72 SUP ‘Fl(?’l,X,U,Ul,UQ,ﬁQ)‘ZdQ?Z
r 1475

u€R
(v1,v2)€[0,1]2
1
T2 F ¥2)[2dw
+~/R 1_‘_19% ilelg ‘ 2(”,X,U,’U1,’U27 2)‘ 2

(v1,v2)€[0,1]2

1
+/7 sup | F3(n,x, u, v1,v2,92)|*dds
R'lgg u€R

v1,v2)€[0,1]2

(
1 2
+/ —  sup  |Fy(n,x,u,v1,v9,92)|"dvs.
R 192 u€eR
(v1,v2)€[0,1]2
Nous voyons ainsi que ’estimation de
2
p=(n)g(n)
Z WD (n,x)
n=>1

se déduit de celle de

2
w(n)g(n
(3.17) > 21>+a< ) sup |Fj(n,x,u, v1,v9,02)|?
n>1 u,v1,v2
pour j = 1,...,4. Il nous faut maintenant relier les fonctions F; aux fonc-

tions A de type (1.22). Pour cela, nous constatons que nous avons, pour
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1)1,1)2,’[92 € 0,1 2 x R et tout u € R sauf un nombre ﬁni, d’apres la
) p
formule d’inversion de Iourier,

/ 7(n, x, —01, =02 — 91)k(v1, va, 1) 1 Ay
R

:/R Z X1(d)x2(da)dy " (dida) ™™ k(v1, va, 1) €% diy
dida|n

=2 Xl(dl)m(d?)dz_m/R(d1d2)_“91k(v1,v2,191)e“91“d791
dida|n

= > xi(dh)xa(da)dy 2,
didz|n

eutvl <d1d2<eu+v1+v2
ou 7(n, x, V1, V2) est défini en (2.11) et k(vi,v2,71) en (3.4). De méme, en
effectuant le changement de variable ¢ = 1 + 92, nous avons

/ 7(n, x, =01, =02 — V1)k(v1, v2, 91 + J2) 1 49,
R
N / 7(n, X, 02 — 01, =01)k(v1, v2,91) V1772 Ay
R

= Z x1(d1)x2(do)di? e~ ™02
dida|n
eutvl <dp d2<e“+”1 +vg

En injectant les deux derniéres égalités, ainsi que la formule (3.10) dans (3.15),
nous obtenons

(3.18) Fi(n, x,u,v1,v2,92) = > x1(dy)xa(da)dy 2
didz|n
U2 dy dy<e¥Tv1t+v2

(319) FQ(nv X, Uu,v1, 02, 192)
= > xX1(dy)xa(dz)di"? =702

dida|n
eu+v1 <d1 d2 <eu+'u1 +vo

(320) FS(na X, U, V1,02, 192)
= > x1(d1)xa(dz)dy * (1 — (dydg)™2 e~ i(utv1)P2)

dida|n
e¥ TVl Ld dp<e¥TV1tTV2

(321) F4(n7X7u7 U17U27192)

= Z x1(d1)xe2 (dg)dgiﬁQ ((d1d2)i192 e~ i(utv)d2 _1)_

dida|n
e®<dido <ewtv2
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Dans le cas ou u est tel que 'une des égalités ci-dessus n’est pas véri-
fiée, nous pouvons approcher D(n,x,u,v1,v2) par D(n,x,u + €,v1,v2)
ou € > 0 est suffisamment petit et tel que les égalités (3.18) a (3.21)
soient vérifiées pour v + . L’erreur que ’on commet est alors dominée par
log(n) (A*(n, x1)? + A*(n, x2)?) d’apres (1.21), la quantité A*(n,x) étant
définie en (2.3). La majoration (3.16) se réecrit donc

1
(322) D(n,X) <</ T 92 sup ‘Fl(ﬂ,X,U,’Ul,’UQ,T?Q)‘QdQ92
r 1475

ueR
(v1,v2)€[0,1]2
1
T2 F: ¥2)[2dw
+~/R 1_‘_19% ’LSI}GIE ‘ 2(n7X7u7U17U27 2)‘ 2

(v1,v2)€[0,1]2

1
+/ﬁ sup | F3(n,x, u, v1,v2,92)|*dds
R'ﬂg u€eR
v1,v2)€[0,1]2

(
1
+/*2 sup | Fi(n,x, u, v1,v2,92)[*dds
Rﬂg u€R
(7-)171)2)6[071}2

+ log n(A*(n, X1)2 + A*(nv X2)2)7

ol les fonctions Fj sont désormais définies par les équations (3.18) a (3.21).

L’estimation de la somme (3.17) pour j = 1,2 se déduit alors de la
proposition 3.2. Nous ne traitons ici que le cas j = 1, le cas j = 2 étant
identique. Dans ce cas, nous pouvons utiliser la remarque 1.3 afin de ne
considérer que les entiers n qui sont premiers avec gigo, ou ¢; désigne le
conducteur de x; pour i = 1,2. Nous pouvons donc poser dz = n/(didz)
dans la somme (3.18) afin d’obtenir

3 X1 (d1)x2(do)dy "

dida|n
eu+v2 §d1d2 <eu+v1 +vg

_ n —i2
= > X1 <d2d3>X2(d2)d2

dads|n
ne YY1 TV2 L dg<n e U v2
= x1(n) 3 Xi(ds)xixa(da)dy 2.
dads|n

ne YTV1TV2ldz<ne” T V2
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Nous avons donc, uniformément pour u, 92, v1,v2 € R? x [0, 1]?

Z Iu 1+O' sup ‘Fl(U,Ul,UQ,??Q)F

n>1 U,v1,02
2 (n)g(n)
Zwm (0, X7, X X2, —02) .
n>1
La proposition 3.2, appliquée a k = 0, fournit alors

w1 ( dd 1
(3.23) / > n1+‘7 sup |F1(u,v1,112,192)|21 02 < o

n>1 U,v1,V2

)ﬁl(J)a,

ou m(y, p) est défini en (1.10) et £1(0) en (3.1).
Pour j = 3,4, une difficulté apparait, du fait que 'intégrale de 2 est

2
divergente en 0. Nous ne détaillons que le cas j = 3, le cas j = 4 étant

analogue. Nous posons alors ¥ := £1(c) L. Pour |[J2] > g et j = 3, nous
écrivons

2
|F5(u U1,U2,192)|

> X1 () x2(d2)dy "
dida|n
u+1}1 <d1d2<eu+u1+v2

1
N

2

1 i
+ 92 > X1 (d1)xa(d2)d}”

dida|n
eu+v1 <d1 d2<eu+v1 +vg

La proposition 3.2, appliquée a k = 0, fournit alors

dv
(3.24) / 1)+g(n) sup |Fi(u, vy, v2,32) 2—22
[9|>0 n>1 n U,V ,V2 192

1
a'm(yvp)

< L1(o)

Il nous reste a traiter le cas |92 < Jp. Pour cela, nous effectuons alors
un développement limité de

1— e—i(u+v1)192 (dldz)i’ﬁz

par rapport a 9¥2. Nous obtenons

ko qk
. 4 U3
1— efz(qum)ﬂz(dldQ)m?z - _ § k;l <log(d1d2) —u— 7)1) +O<

‘192|/f0+1
(ko + 1)!>
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Ce qui implique, d’apres (3.20),

1
(3.25) @‘Fg(u, V1, V2, 192)‘2
2

ko
192214:' Z

2

1921@ k

Z Xl(dl)XQ(dQ)d e (log(dldg) —Uu — Ul)
didz|n

e“tU1<d dy
<eu+1)1 +vg

192(]“0 1) 9
+O<@m+nﬂ ()
ko 792(74: 1)

Se2 =

2

. k
> xa(ds)Xixa(da)dy ™ (log n—u—vy —log d3)
dads|n
ne—u—v1—v2
<dgzg<ne ¥~ Y1

19 2(ko—1) )
+O<WW+UQ ()>
ko 192(14: 1)

\ez

La proposition 3.2 fournit alors, pour tout 1 < k < kg,

Yo
(3.26) [ Z Za n1+ sup

On>1 UiL,v2

2 732(190—1) ,
+O<(ko+1)'2 3(n )).

n Ka X2ﬁ7 _192)

2(k 1)
AW (n, X7, x2XT, ?92)’ il dd

(k+1)3

<K Llom(0.) ﬁl(U) .

Nous choisissons ensuite ko := [5y 110052 11/ /‘2] + 2, de sorte que

/~L 2 2(ko—1
(3.27) 3 nw ) ry(m) (ko+1‘2/ 92k gy < 1,

n=1

En combinant les majorations (3.26) et (3.27) dans I'inégalité (3.25), nous
obtenons

1% d192 1 w1
3 28 / T; n1+g USIEE}2|F3(U , U1, V2, 192)| — < Wﬁl (0') .
Les équations (3.24) et (3.28) fournissent alors
M 2 @ # a+1
3 29 / Z n1+ US£B)2’F3(U7U17U27192)‘ 19% < O_m(y7p) [:1(0') .

n>1
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Enfin, le théoréme 4.1, qui sera énoncé et démontré dans la section suivante,
fournit la majoration

M * 1 a
(3.30) ng:l 1+g n)lognA*(n, x)? < Umax{y+1,m(y,p)}£1(0) ,

valable lorsque x est un caractere de Dirichlet non principal.
En combinant les équations (3.23), (3.29) et (3.30) a l'inégalité (3.22),
nous obtenons
2
Q) 1
o g(n)D(n, x) < gmax{y+Lm(y.p

n=1

(07
T L1(o)",
ce qui correspond & I’énoncé du théoréme 3.1 pour D(n, x).

4. Démonstration du théoréme 1.1

4.1. Majoration de A*(n,x). L'objectif de cette partie est de démon-
trer le théoréme suivant.

Théoreme 4.1. Soient x un caractére de Dirichlet non principal, A, ¢ des
constantes strictement positives, n € 10,1 et g € Ma(x,c,n). Il existe une
constante o > 0, dépendant au plus de g, x, c et n, telle que nous ayons,
uniformément pour o € )0, 15|

2
pe(n) " 2 1
= nite g(n)A%(n, x)” < amax{ym(yw)—l}ﬁl(a)

oty =y(g), p est défini en (1.9), L1(o) en (3.1) et m(y, p) en (1.10).

Démonstration. Nous commengons par utiliser la majoration (2.7) du
lemme 2.2. Le membre de droite du majorant ne pose aucune difficulté,
puisque nous avons
2
n 1 1
K gy () V1 < =

1+o 21/q y+0(1/q) "
n>1 n oY o

En effet, la fonction a l'intérieur de la somme étant multiplicative, nous
pouvons ’écrire sous forme d’un produit eulérien. La relation (1.13) et une
intégration par partie permettent d’obtenir la majoration ci-dessus.

log(1/0)
log,(1/0)

Le terme ¢ sera de ’ordre de donc

L1(o)

oY

2
p(n) 1
—Zg(n)T(n)V1 <
n>1 n
Nous nous intéressons donc au membre de gauche du majorant de (2.7).

Le lemme 2.4, nous permet de considérer uniquement les entiers n pour
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lesquels le facteur F/(n) n’est pas trop petit, ce qui nous ameéne a étudier
la somme

w2(
Z 1+U ( n, X)l/q

n=1

ou ng(n, X) est défini en (2.5). Plus précisément nous étudions

M 1
Lh (o) =3 Ha (r) My (n, x) /1

n>1 an

ol a, et b, sont définis en (2.26) et T' un parametre que nous fixerons par
la suite.

Nous employons alors la méthode différentielle de [1] pour majorer cette
somime.

Pour cela, nous utilisons 1’égalité

A(Tlp, X U, U) = A(na X5 U, U) + X(p)A(’I’L, X, U — 10gpa U)
valable pour tout (n,p) = 1 si p est premier. Ainsi,
M, (np, x) < 6M,(n, x) + W(n.p)

ou
q—1
Wi(n,p) = (1+q) Z( ) o(1: X, log ).
7=1

Nous avons donc

_ i - Z K 1+s M2q(n x)Ylog by,
n>1
) ; l‘ﬁf ; 0"
; :
DW= i 00 (64 (n,) + W 1)
p>T n>14
< S o0 25 () (60 (0.30) 77 + W ) 1)
p> nzl TnTm
< RO 1 6+ T g L S o) LW
n>1 nEn o p>T
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ol a est une constante absolue. Une inégalité de Holder fournit

d 6'/9(y + as)
- *T,q<s> < L)
log p 1/q log p (a=1)/q
+Y gln 1+5 ( > g(p) WJ(%?)) ( > 9(p)l+sq/(q_1)> :
n>1 n p>T p p>T p

L’application du lemme 2.7 et une inégalité de Holder permet ainsi d’avoir

d 4 61/9(y + as)
—plrds) S ——

)

Lr4(s)

A fen ] — 1/(g-1)
1
+ sl=1/q <LT7Q(S ) ( Z 1+s (n’ X)>

n>1 an

(log T)*
39y+1_1/q e—C/‘I(IOg )’

+ By

ou A et By sont des constantes absolues. Le lemme 2.14 fournit une majo-
ration du terme

2 n
S (}Ljsg(n)ﬁ)(nvx)-

n>1 an

(. x) = (Z (f |T<d,x,ﬂ>\21f‘lf,ﬂ)q) N

<7 1/qmax(/ |7(d, x, v 2157_?9192)

v
1/q 7
n) A%&X(If(d,x,ﬂ)l )1+q92’

En effet

ce qui nous permet d’utiliser ce lemme. Nous obtenons donc

d i 6'/9(y + as)
~ =Ll () < = Ly (s)
(¢-2)/(¢=1) 1
+ A(LT,q(3)> sl+m(y.p)/(a—1)—1/q+0(1/¢?)
(log T)"
T B 5 14 mefallog T

ou m(y, p) est défini en (1.10).
En posant

e := By (logT)We(osT)e/a  5.— 9y —1/q,
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nous obtenons .
_LTT,q(S) < o(s, L’Tl‘,q(s))’

avee (4-2)/(a-1)
_ a1jqytas Ag\4—2)/a= €
(s, z) =6 s r sl=1/a+tm(y,p)/(qg—1) + gB+1”
Posons
o q—1 q—1 b K ¢

pour une certaine constante b, de sorte que

1 m(y, 1 -2

TIPS P I L0 BAPOTRS W Bl)
g q-—1 q g—1

et
v > 6"y + aso),
ou sg est petit devant %.

Pour sy suffisamment petit devant %, en supposant les inégalités
v > 69y + aso) + AK /@71,
B> 6Y9(y +asg) + AK V@ 41,
nous avons

—X/(S) _ K~ e

VL T BT
S 61K (y +as) e6Y(y+as) AK=2/(a=1) ( es” )

= sV +1 gB+1 g7+l + KB
€
t A
S 61K (y+as)  e6Y9(y + as)
- s+l gB+1
AK(a=2)/(¢—1) es7 1\ @2)/(¢=1) c
G + KsP + gB+1

> ¢(s,X(s)).
Remarque 4.2. Les hypotheses sur v et 5 sont vérifiées pour sg suffisam-
ment petit devant % deés que nous choisissons K de l'ordre de (¢C2)? pour
une constante Cy assez grande.

Comme tout ceci n’est valable que pour s < @, nous notons sy = @.
le réel T sera choisi de telle sorte que @ soit petit devant %. Remarquons
dans ce cas que
(log T)%

2
p=(n)
LTT,q(S) <D iem(n)® < $9y

n>1 Qnbn
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Ainsi
L 4(50) < X(s0)
en choisissant K = (qC3)%(log T)'8. Le lemme 70.2 de [2] permet alors de
montrer 1'inégalité suivante
(qC2)7(log T)"® B(log T)*
sm(y.p)—1+1/q ellogT)c/q g9y—1/q"

Nous choisissons T' de sorte que

i (s) <

n —
ellogT)¢/q _ =%

ce qui implique

1/n
9yqlog L
(M) LT,
C

Dans le cas oti g est de 'ordre de 4/ %, nous avons bien o < long. De
plus, le terme dominant est celui de gauche, ainsi

1
omax{y,m(y,p)—1}

Ll (0) < Ly(0)%,

ou « est une constante strictement positive. O

4.2. Fin de la démonstration. Dans cette partie, nous utilisons les dif-
férents théoremes et lemmes vus précédemment afin de démontrer le théo-
reme 1.1. Pour commencer nous appliquons la méthode de Rankin, ainsi
que la formule (25) de [6] pour obtenir la majoration

plto 12 (n)

1+o0
log x sin

G(xvgaX) < g(n)A?)(n’X)Q = 60(0797X)‘
Le lemme 2.1 permet de majorer As(n,x)?. La contribution des deuxiéme
et troisieme termes du majorant est, selon le théoreme 4.1

1

< omax{y,m(y,p)—1}

L1(0)°.

Pour traiter le premier terme du majorant, nous utilisons le lemme 2.4 pour
ne travailler que sur la somme suivante

2 n
Lofo) = 3 0 gy, )1,

n=>1

ot My(n,x) est défini en (2.2). Plus précisément, nous étudions

2
w2 (n)g(n
LT7Q(J) = Z al()l_t,_(o—)MQq(n?X)l/qa
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ou a, et b, sont définis en (2.26). En dérivant par rapport a o la fonction
précédente, nous obtenons

2
w2 (n
~Lpg(0) = (1+)09(H)M2q(n7x)1/qlogbn
n>1 4nOn
NZ(n) 1/q
=Y ——759(n) Mag(n, x)"/* > logp
n>1 T pln
p>T
2 »
= = (1+)crg(n) gl(+¢>7 log pMag(np, X)l/q-
n>1 anbn p>T

Pour majorer Ma,(np,x), il nous faut dans un premier temps calculer
As(np, x,u,v). Nous avons
(41) Ag(77‘177 X, 4, V) = A3(n7 X, 4, V) + X1 (p)AS(nv X, U1 — 10gp7 Uz, V)

+ XQ(p)A3(n7 X, U1, u2, V)
En prenant le module a la puissance 2¢, nous obtenons
I

(42) |As(np,x,u,v)

2
< Z (L]?k) ’A3(n7Xau)v)

i+j+k=2q

7

‘ J

A?)(n? X, U1 — 1ngv uz, V)
k
’Ag(n,x,ul,ug — logp, V)‘
Si les trois exposants ¢, j, k sont non nuls, nous considérons le plus grand de

ces trois exposants. Nous pouvons supposer sans perdre de généralité qu’il
s’agit de k. Nous décomposons alors k de la maniére suivante

k= kl + kQa
ou kp et ko vérifient

i+ ki =gq

Jj+ka=gq.
Nous appliquons alors 'inégalité

1
ab < §(a2 + b?)

a

i k1

a= ‘As(n,x, u,V)‘ ‘As(mx,m,w —logp,v)

et

ko

J
b= ‘A3(n7X7u1 - 10gp7 UZaV)’ ’A3(n7X7u17u2 - 10gp7 V)
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afin d’obtenir
i j k
(43) ‘A3(TL,X,U,V)‘ ‘A3(n7X7u1_logp7u27V)‘ ‘A3(n7X7U17U2—10gp7V)‘

‘2(q—i)

1 P
< §‘A3(n7X7u7V) (n,X,U1,UQ—lng,V)

1 2j 2(g—J)
+ §‘A3(n7 X, U1 — 10gp7 'LLQ,V)‘ ’A3(n7 X, U1, U2 — logp') V)‘

Si 'un des trois exposants est nul, disons &, nous utilisons les majorations
suivantes.

2h+1 2g—2h—1
‘A3(n7X)u7v ‘ ‘A?) 7X7u17u2_10gp7V ’
1 29—2h
< §‘A3(n7X7uaV)’ ‘A?)(anaulauZ_lng?V)’

A3(”7Xaulau2_10gpav) (1<h<q_2)a

1
+ §’A3(’I’L,X, u,V)

‘Ag(n, X u,v)HAg(n, X, U1, Uz — logp, v)
< ;q‘Ag(n, X, U1, Uz — log p, V)’2q

2q—2
"

+ g‘Ag(n,x,u,v)‘2‘A3(n,x,u1,u2 —logp,v)
‘Ag(n,x, u,v)‘Qq_l‘Ag(n,x,ul,uz — logp,v)‘
’2(q71)’ ‘2(1

2 1
< g‘AS(nv X u,v) A3(na X,Ul,UQ*Ing, V)’ +?q‘A3(nv X u,v)

La majoration de Ma,(np,x) fait donc intervenir les quantités
Nij.q(n,x,logp) et Nojq(n,x,logp) définies respectivement en (2.13) et
(2.14). Pour la suite, nous définissons

(44)  n(y,p) :=max{y+1,(p+2)y,3y — 1} = max{y + 1,m(y, p)}.
Le lemme 2.8 fournit alors

9Y4(y + as) I

—Lirq(s) < T.q(5)

A )/(a-1) e ( e
2 1
+ s1-1/q (L7q(s)) q " (Z 1+s C(n, X)>

n>1 OnOn

1/q(g—1)
w(
(z ,x>)

n>1
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A )/(a=1) 1 B
2 1
i gl (z 2o o)

n>1 O@nOn

M 1/q(q—1)
(Z 1+s n, X)>

n>1

A )/(a-1) T e
2 1
i lonao) (5 S b

n>1 nOn

2(m)a(n 1/q(a—1)
(Z L)ﬂ(s)ﬁ(n, x))

(log T)%

+ B §9y+1-1/q g—c/q(log T')"

ot “x = (X2, x1)-
D’apres le théoréme 3.1, nous avons

94(y + as
gty < T L

gl(s)a/(qfl)

+ A(LT#I(S)) (¢—2)/(¢—1)

(log 7)™
1/q g—c/q(logT)""

sl+(n(y,p)/a—1/q+9y/q(q—1)

+ B R
En posant
e := Bj(log i/’)gye_(logT)nc/q7 B:=9y—1/q,

nous obtenons

—L4(5) < d2(s, Lrg(9)),

avec
AL a/(q—1) p(a—2)/(g—1)
bo(s,7) gl/ay +as 1(0) T LE
S sl=1/q¢+n(y.p)/(a—1)+9%/a(qg—1) = gh+1
Posons
b 9y K2 9
= - -1+—=), X =—+ —
72 maX<y+q,n(y,p) 5 ) 2(s) = 0+ 5
de sorte que nous ayons les inégalités suivantes,
1 n(y, 9 -2
S S R LY S A Gk
¢ q-1 q(g—1) q—1

et
v2 > 9Y4(y + aso)
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pour sg suffisamment petit devant %. Pour que Xy vérifie

—X3(s) = ¢a(s, Xa(s)),
il faut choisir Ky de l'ordre de (¢C3)?L1(0)“ ou C3 est une constante suf-

fisamment grande. Nous obtenons finalement, pour les choix de T et de ¢
définis en (3.2) et (3.3),

1
ot 1£1(0)%
ol ag > «. En spécifiant o = 1/log x, nous obtenons, d’apres (4.4),

&(2,9,X) < w(logx) X HIr-28-3} gy

LT,q(U) <

5. Démonstration du théoréme 1.4
L’inégalité
S k() Ag(n, x)? > #(log x)V

nLx

se déduit de la minoration triviale
A?) (n7 X)2 2 1.

La deuxieme inégalité est obtenue par application du théoréeme de Par-
seval. Comme la fonction Asz(n, x,u,v) est nulle si u; ou ug est plus grand
que logn en valeurs absolue, nous pouvons écrire que pour tout n < x

1
2 2
(5.1) Az(n,x) > (log 22 /R2><[0,1]2 |As(n, x,ua,v)[“dudv.

La fonction u — Ag(n,x,u,v) est intégrable et de carré intégrable, nous
pouvons donc utiliser le théoreme de Parseval pour calculer l'intégrale ci-
dessus. Nous obtenons

/R2><[O 12 |A3(7’L, X, U, V)|2dUdV

sin?(v;99;/2)

)2
= —————2ddd
]R2><[0,1]2 n X, 9)l H (19;/2)2 v

ou 7(n, x, ) est défini en (2.11).

L’avantage de cette nouvelle fonction est qu’elle est multiplicative, nous
savons donc estimer sa fonction sommatoire. Tout d’abord le calcul de
Iintégrale en v; et vo montre que

(5.2) / \Ag(n,x,u,v)\Qdudv»/ I7(n, x, 9)[2d9.
R2 x[0,1]2 [0,1]2

Soit F(s) la série de Dirichlet associée a la fonction

2 (n)y= ™ (n, x, 9)[%.
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Pour Re(s) > 1, cette série de Dirichlet admet le produit eulérien suivant

F(s)=11 (1 + }%Il +x1(p)p™" + xQ(p)pwzl2>

que nous pouvons réécrire sous la forme

F(s)=1]] {1 +o <3+X1(p)p“91 +x1(0)p 4+ x2(p)p™2 + X2 (p)p 2
p

+x1(P)x2 ()P +xa(p)xe (p)pi(ﬂz—ﬁl)) }

Dans le cas ou x1x2 n’est pas principal, nous avons
(5.3) F(s)=((5)* L(s = ith,x1)" L(s+i01,X1)" L(s — 02,X2)" L(s + i, X3)"
L(s—i(V1 —2), xax2)? L(s +i(d1 — U2), X1x2)" F1(s),

ou Fi(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour Re(s) >
3/4.

La méthode de Selberg-Delange assure alors que lorsque |01], |J2] et
|91 — 92| sont plus grands que ¢/ log(z) pour une certaine constante ¢, nous
avons

(5.4) > )y Wlr(n, x, )] > wlog(z)* .

n<x

Les formules (5.1), (5.2) et (5.4) permettent de conclure dans le cas ol 12
est non principal.

Dans le cas ou x1 = x2 = X, les deux derniéres fonctions L qui apparais-
saient dans la formule (5.3) ne sont plus des fonctions L mais des fonctions
¢, cependant le fait que leur argument ne soit pas s nous empéche d’ap-
pliquer la méthode de Selberg—Delange pour conclure. Afin de contourner
cette difficulté, nous constatons que si 97 et 99 sont tres proches, alors
C(s41i(¥1 —102)) est proche de ((s), ce qui nous conduit & énoncer le lemme
suivant.

Lemme 5.1. Pour x > 16, il existe une constante c telle que pour
|9 — 92| < ¢/logx, il existe une constante B dépendant uniquement de
c telle que pour tout n < x sans facteur carré

(o)

f(n) = |7'(’I’L,X,X,’191,’l92)|2

X

ol

et
g(n) = |7(n,x, x,91,91)%
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Supposons le lemme démontré. Dans ce cas sur la bande |¢; — V2| <
¢/ log x, nous avons

(5.5) ST )y fn) > 3 P (n)y™Mg(n)

n<x n<x

et si nous notons G la série de Dirichlet associée a p?(n)y“(™g(n), nous
pouvons écrire

G(s) = ((s)® L(s — i, x)? L(s + i, x) ¥ G1(s),

ou G1(s) est une série de Dirichlet absolument convergente pour $e(s) >
3/4.

La méthode de Selberg-Delange assure alors que si 1| > ¢//log x pour
une certaine constante ¢’ > 0, alors

(5.6) Y- 1)y Mg(n) > wlog(a)™ .

n<x

Les formules (3.1), (5.2), (5.5) (qui n’est valable que sur un ensemble de
mesure 1/logx) et (5.6) permettent de conclure dans le cas ou x1 = xa.
Il nous reste a démontrer le lemme.

Démonstration. Pour p < x, nous avons

(P, X, P1,92) L+ x() (@™ +p™?)

T(pv X5 X 7917191) 1 +2X(p)p7/l91

Par inégalité triangulaire, le module du dénominateur est toujours plus
grand que 1, nous pouvons donc écrire

T(p, X X, 91, 02) 1+ 2x(p)p™ + x(0) (™2 — ™)

7(p, X, X, V1, 01) L+ 2x(p)pi
=1+ O((91 — 92)log(p)).

Ainsi, si la différence 91 — 195 est suffisamment petite par rapport a 1/logz,
d’une part la fraction ne s’annule pas, nous pouvons donc considérer le
logarithme du module de cette fraction, et d’autre part, le développement
limité du logarithme nous assure que

7(p, X, X, V1, U2)
1 = O((91 — ¥2) log(p)).
%8| oy 0n 0y~ O 01— V2)log(p))
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Nous avons donc pour tout n < = sans facteur carré

7(p, X, V1, 02)
10g< ) ZQI 7(p, x, Y1, 01)
= Z O((¥1 — ¥2)log(p))
pln
= O((¥1 — 2)log(n))
—0(1).
D’ol le résultat. O
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