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Ensembles de petite somme, structure de
sous-criticité

par RoOBIN RIBLET

RESUME. En 1991, Ruzsa a démontré une minoration précise de la mesure de
la somme de deux ensembles bornés de réels A et B faisant intervenir le ratio
A(A)/\(B) et le diametre de B. La structure des ensembles critiques pour cette
minoration a été décrite par Roton en 2018. Dans cet article, nous décrivons
la structure des ensembles presque critiques pour l'inégalité de Ruzsa.

ABSTRACT. In 1991, Ruzsa proved a precise lower bound for the measure of
the sum of two bounded sets of real numbers A and B involving the ratio
A(A)/A(B) and the diameter of B. The structure of critical sets for this
lower bound was described by Roton in 2018. In this paper, we describe the
structure of nearly critical sets for Ruzsa’s inequality.

1. Introduction et résultat

Dans cet article on s’intéresse aux ensembles de petite somme (au sens de
Minkowski). Les progressions arithmétiques dans les entiers et les intervalles
dans les réels sont des ensembles pour lesquels la taille de la somme est la
plus petite possible : dans ces deux cas, la taille de la somme est proche
de la somme des tailles des ensembles d’origine. Les probléemes inverses
dans ce contexte consistent & chercher une réciproque a ces assertions. Si la
somme de deux ensembles est petite, peut-on dire que ces ensembles sont
des progressions arithmétiques dans le cas des entiers ou des intervalles
dans le cas des réels ? Sont-ils au moins proches de tels ensembles 7 Il s’agit
donc de décrire les ensembles critiques pour lesquels la somme est la plus
petite possible et les ensembles presque critiques pour lesquels la taille de
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la somme est proche de la plus petite taille possible. De nombreux articles
de combinatoire additive se sont penchés sur ces questions (voir [16] et [27]
pour un panorama complet). Dans le contexte des entiers, le théoréme de
Cauchy—Davenport [4, 6, 7] énonce que la taille de la somme est toujours au
moins la somme des tailles moins 1 et en 1956, Vosper [28, 29] démontre que
les ensembles critiques sont les progressions arithmétiques de méme pas.

Le théoréme 3k—4 de Freiman permet de décrire les ensembles A d’entiers
pour lesquels la taille de A + A est au plus le triple de la taille de A moins
4 (voir [8] pour la premiére version de ce résultat en 1959 et le chapitre 7
de [13] pour une version beaucoup plus compléte). Le résultat énonce que
tout ensemble A vérifiant cette hypothése est inclus dans une progression
arithmétique de longueur au plus [2A4] — |A] + 1 (ou |A| désigne la taille
de A).

Le théoreme 2.4k de Freiman [9] donne la méme conclusion pour les
ensembles dans Z,, (ot p est un nombre premier) dont la taille de la somme
est inférieure a 2.4 fois la taille de ’ensemble si cette derniere est inférieure
a p/35. Aujourd’hui, de nombreux travaux ont amélioré 1'une de ces deux
bornes (voir par exemple [3, 5, 11, 12, 18, 21, 22, 24, 25]).

Le théoréme de Freiman—Ruzsa (voir [8] et [10] pour les premieres ver-
sions proposées par Freiman en 1959 et 1966 et [21] pour la nouvelle preuve
donnée par Ruzsa en 1994) établit qu'un ensemble d’entiers de petite
constante de doublement est inclus dans une progression arithmétique gé-
néralisée dont on contrdle la taille et la dimension (voir [24] pour une des
versions actuelles avec les meilleures bornes et [23] pour une généralisation
a n’importe quel groupe abélien).

Récemment, Tao s’est intéressé au probleme inverse de l'inégalité de
Kneser dans les groupes abéliens compacts connexes [26] (voir aussi les
travaux de Kemperman [14] pour le premier résultat inverse a propos du
théoréme de Kneser discret), travaux qui généralisent en un certain sens
un résultat de Candela et de Roton [2] dont on reparlera a la fin de cette
introduction (Théoreme 1.5 ci-apres).

Dans la suite, A désignera la mesure de Lebesgue intérieure sur R. Si A et
B sont deux ensembles bornés non vides de réels, il est bien connu (cf. [15]
et [14]) que

A(A+ B) = AA) + A(B).

Si cette inégalité est optimale pour certains ensembles A et B (si ce sont
des intervalles par exemple), il est en revanche possible d’étre plus précis
en toute généralité en faisant intervenir le ratio A(A)/A\(B) et le diameétre
de B.
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Dans la suite, A et B seront deux ensembles fermés bornés de réels de
mesures non nulles. On notera Dp = sup B — inf B le diametre de B et on
désignera par (K, 0) 'unique couple défini par

KeN et 0<d<1
(1.1)

AA K(K-1
() _ KK-1) | g

>

Ruzsa [20] a démontré le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 (Ruzsa). Soient A, B C R deuz ensembles bornés non vides
tels que A\(B) # 0. Notons Dp le diamétre de B et (K,0) défini par (1.1).
On a

AMA+ B) = MA) + min(Dg, (K + 6)A\(B)).

La minoration du Théoréme 1.1 est également optimale et Roton a étudié
I'un des cas d’égalité (cf. [19, Théoreme 5]).

Théoréme 1.2 (de Roton). Soient A, B C R deux fermés bornés tels que
A(A),A\(B) # 0. Notons Dpg le diamétre de B et (K,6) défini par (1.1). Si

AMA+B)=XA)+ (K +0)AB) < A(A) + Dg,
alors B et A sont des translatés d’ensembles By et Ay de la forme

By = [0,b+] U [DB — b_,DB] ,
K

o= U (k= 1)(D5 —b), (h— )Dg + (K — Kby + 6A(B)]
k=1

ot by b_ >0 etb, +b_ = \DB).

Voici un exemple de ’ensemble By et en dessous, un exemple de l'en-
semble Ay (pour K = 4 et un certain 6 non nul) ou 'on a représenté R
sous forme d’étages de longueur Dp pour mettre en évidence la structure



700 Robin RIBLET

« étagée » de Ag.

By
by b_

| |

| |

0 Dp

(K —1)b,
0 Dp
b_
-
Dp : 2Dp
A()
2D ; 3Dy
b
-
3Dp ' ; 4Dp
4Dp
-
ob

Dans cet article, nous nous intéressons au voisinage de ce cas d’égalité,
lorsque

AMA+B)=XA)+ (K +d6+e)A(B),
pour un petit € > 0. Nous verrons alors que, si ¢ est suffisamment petit,
A et B sont respectivement inclus dans des translatés de voisinages de Ag
et By (ou Ap et By sont les ensembles définis dans le Théoreme 1.2). Ce
résultat fait I’objet du Théoréme 1.3 ci-apres.

Théoreme 1.3. Soient A, B C R deux ensembles fermés, bornés, de
mesures non nulles et tels que A\(B) < A A mod Dg), ou Dp désigne
le diamétre de B. Soit (K,0) définis par (1.1). Si M(A+ B) = AA) +
(K 46+ eA(B) et

(K 46+ (K*log K +12)e)A\(B) < Dp

pour € > 0 tel que

€ < min (5)3 1-9 il
3K) "K3logK' KXB) )’
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ot pg = 3,1 x 1071549 alors B est inclus dans un translaté de [0,b,] U
[Dp —b_,Dp], ot by,b_ >0 et by +b_ < A(B)(1+¢), et A est inclus
dans un translaté de Ap + [0,eA(B)], ot

K
Ay = U [(k = 1)(D — b), (k — 1)Dp + (K — k)by + SA(B)].
k=1

Remarque 1.4. Aj et A sont de méme mesure donc Ay + [0,e\(B)] est
un voisinage métrique assez proche de A.

La borne ¢ < ﬁg’m provient d'un théoréme de Candela et de Roton [2]

(Théoreme 1.5 ci-apres) qui étend le théoreme de Kneser [15] aux ensembles
presque critiques dans le tore T = R/Z.

On note p la mesure de Haar intérieure sur T. Pour tout ensemble £ C T
et tout scalaire n, on pose nE = {ne|e € E}.

Théoréme 1.5 (Candela et de Roton). Soit p € [0,p0] ot po = 3,1 x
10~149, Soient A, B C T satisfaisant

WA+ B) = u(A) + 1u(B) +p < 5 (u(A) + u(B) +1),

et p < min(p(A), u(B)). Alors il existe trois intervalles I, J, K C T, avec
1,J fermés et K ouvert, et un entier naturel n non nul tels que nA C I,
nB CJ, K Cn(A+ B), et u(l) < u(A) +p, p(J) < w(B) + p, u(K) >
1(A) + pu(B).

Toute amélioration de la borne py qui provient d’un résultat dans Z, (le
corps fini & p éléments) de Grynkiewicz ([13, Théoréme 21.8]), améliorera
automatiquement le domaine de validité de notre résultat. On conjecture
que pg peut atteindre 1.

Remarque 1.6. Dans le Théoréme 1.3, nous avons supposé A et B fermés
mais quitte a considérer des ensembles fermés A,, C A et B,, C B tels que
AMA,) = A(A), A(B,) — A(B) et Dp, — Dp, on peut supposer A et B
seulement Lebesgue-mesurables.

2. Preuve du Théoréme 1.3

La démonstration qui reprend les idées et la structure de la preuve dé-
veloppée par Roton dans le cas d’égalité [19], comportera principalement
trois étapes. La premiére consistera & travailler modulo le diametre de B
puis a utiliser I'inégalité de Ruzsa et le Théoreme 1.5 afin de montrer que
nos ensembles sont proches de progressions arithmétiques d’intervalles. La
deuxiéme consistera a prouver que B est finalement proche de 'union de
deux intervalles seulement. La troisieme permettra de dégager la structure
de A. Dans le cas d’égalité, les sous-ensembles sont des intervalles, alors que
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quand nous avons des « erreurs », les sous-ensembles ne remplissent pas en-
tierement les intervalles et il pourra y avoir des décalages, ce qui complique
chaque étape et ajoute des contraintes. Notamment pour la derniere étape,
il nous faudra établir la structure de A en trois temps. Tout d’abord, nous
dégagerons la structure principale de A, qui contient la grande majorité
des éléments de A, puis nous exhiberons des informations sur le reste des
éléments de A. Nous finirons par affiner ces informations en retrouvant un
point de vue plus global.

2.1. Hypotheéses. Notons tout d’abord que quitte & translater A et B et
normaliser B, on peut supposer que A et B sont deux fermés de mesure
non nulle tels que min B = 0, Dg =supB —inf B =1, et min A € [0,1]
(on ne suppose pas que min A = 0 ici car nous aurons en fait besoin que
0 soit assez loin de A pour simplifier le raisonnement, voir le début de la
partie 2.4). Soient K € N* et 0 < J < 1 tels que

NA)  K(K -
AB) 2

Remarque 2.1. Notons que K est nécessairement supérieur ou égal a 2
car A(A) > A\(B) par hypothese.

(2.1) Y. ks,

On suppose que N(A + B) = M(A) + (K + 0 +¢) A(B), ou € est un réel
positif tel que

5 3

1-6
23) Ty

Po
(2.4) e < KB’

et (K+8+ (K%log K +12)e)\(B) < Dp = 1. En fait nous n’aurons besoin
que de ’hypotheése plus faible suivante

(2.5) (K+6+(K2 log K — K (K (1+log 4)—log K —7+log 4)—1—8)8))\(3) <1,
qui entraine en particulier
(2.6) (K + 0+ 2¢)A(B) < 1.

2.2. Mesures modulo le diamétre de B. Notons 7 la projection cano-
nique de R dans T. Pour tout entier positif k et tout sous-ensemble E de
R4 on définit

Er=n({zc0,1[|#{neN|n+zcE} >k}
et Kp=sup{k € N|E}, # o}.
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Remarquons que Eyiq C Ep et By = m(E). Tout au long de la preuve
du Théoreme 1.3, nous allons utiliser le fait que pour tout ensemble borné
ECRy,ona

Kg
(2.7 AE) = 3 u(Ey).
k=1

Ruzsa (cf. [20] ou le Lemme 1 dans [19]) a utilisé cette égalité afin de prouver
I'inégalité suivante. Si A(A+ B) < A(A) + Dp, on a

K 1 K 1
(2.8) MA+B) > 2AT )+ BAt ().
Ky 2
Remarque 2.2. Comme Dp = 1, on utilisera indifféremment \(B) et

p(B) pour désigner la mesure de B. On pose

Nous sommes désormais préts & entamer la premiere étape. Tout d’abord,
montrons que

(2.9) Ka=K,

ou K est défini par (2.1). Pour cela et pour la suite posons S = A + B.

Preuve de (2.9). D'une part comme Ay+B C S pourtout ke {1,..., K4},
on a u(Sk) = p(Ax) + b et donc

Kg

MA+B) = A(S) =D u(Sk)
=1 P
> (k) = Y (u(Ak) +b) = MA) + Kab,
f=1 k=1

d’'ou K4 < K 4§ + €. Or par ’hypotheése (2.2) on a € < 1 —§ et donc
K4 < K. D’autre part, par hypothése et par (2.1), on a

K+1 K+1
MA+ B) = MA) + (K +5+e)b= TJF)\(A) + T+b+sb.
Ainsi par la minoration (2.8), on a
K+1 K+1 K 1 K 1
B+ B eps DA )+ AT,

K 2 Kg 2
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donc

CKat1MA) | Eatl K+1MA) K+l

K. b 2 K b 2
>Mm<1-_1>+KA—K
b \K, K 2

s (M)

s s (KD o) 1y,

Ceci entraine

K — Ky
>0 T A K Ky —1426),
€ 5K 4 ( A +26)
or ’hypothese (2.2) implique & < % < KLA, et donc K4 > K — 1. O

Cette premiere égalité va nous permettre, en reprenant la preuve de
I'inégalité (2.8) de Ruzsa, d’obtenir des controles sur les inégalités entre les
mesures d’ensembles modulo Dg. Ainsi nous saurons que ces inégalités sont
proches du cas d’égalité, ce qui nous permettra d’utiliser le Théoreme 1.5 et
ainsi d’obtenir des informations de structure modulo D g sur nos ensembles.

2.2.1. Structures de A et B modulo Dp, premiéres informations.
Par 'hypothese (2.1) et d’apres (2.9), on a

K+1 K+1
TJFA(A) + T+b = A(A) + (K + 8)b.

Définissons s}w 5% et 52 par

(Sk): (Ak 1) +eib 2<k<K+1)
(2.10) (Sk) = M(Ak) +u(B)+efb (1<k<K)
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Comme Aj_; C Sk (car 0,1 € B) et comme AL, +BCS,ona gt > 0 pour
tout ¢ et k. De plus en utilisant K4 = K

AMA+ B)

Ks
= > 1(Sk)

k=1

K+1 Kg

k—1 ~ K—-k+1 ~

= Z [K (,U(Ak—l) +6;1€b) + — % (M(Ak) +b+z~:ib)] + Z £3b

k=1 k=K+2

K+1 K+1 Kk
= TA(A) t—5 b+ Do+ e (51¥:+1 + 5%(+1—k) b

k>K+2 k=0
Kk
=MA)+ (K+6)b+ Z €3+ ZE (8,1€+1 —i—s%@rl_k) b.
k>K+2 k=0
Ainsi nécessairement
Kk
(2.11) = ei+zﬁ(s}g+1+s§m,k).
k> K+2 k=0
donc en particulier
(2.12) Z e <e
k>K+2

et donc pour tout k > K + 2

(2.13) 1(Sk) = 3b < eb.

Pour tout k£ € {2,..., K + 1}, on a également
K

2.14 i<

(2.14) kS ¢

et pour tout k € {1,..., K} on a

(2.15) 2K
' FSK+1-k
Enfin plus brutalement, on a aussi

; pPo PO
2.16 I < Ke< K22 ,
(2.16) Ck Kb S b

ol la deuxiéme inégalité provient de I’ hypothese (2.4).
Comme pour tout k € {1,..., K}, Ap+B C S, on a d’aprés la deuxiéme
ligne de (2.10)

Ak + B) < u(Sk) < p(Ag) + b+ eb.
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Grace aux hypotheses (2.2), (2.3), (2.4) et (2.6), nous pouvons appliquer le
Théoréme 1.5 et ainsi, pour tout k € {1,..., K}, il existe un entier my > 0

et deux intervalles I et Ji dans T tels que mk;lvk C I, mpB C Jj, avec

() < p(Ay) +efb
1(Jx) < b+ etb.
Ceci termine la premiére étape de la preuve. Dans la suite, nous allons

montrer que my = 1 pour tout k, ce qui implique que B mod 1 est contenu
dans un intervalle de T qu’il remplit presque.

2.3. B modulo Dp est proche d’un intervalle. On peut commencer
par établir que m; ne dépend pas de k. C’est-a-dire, montrer que m; = my,
pour tous k et [ appartenant a {1, ..., K}, ce qui fera 'objet du Lemme 2.3
ci-apres. Sa preuve étant conséquente, nous n’en donnerons qu’une ébauche
ici (cf. [17] pages 39 & 46 pour une démonstration complete).

Lemme 2.3. Il existe un entier m > 0 tel que pour tout k € {1,..., K}
on ait mAy, C I, mB C Ji ou I, et Ji sont des intervalles tels que

{uuk) < u(Ag) + e
w(Jr) < p(B) + efb.

Ebauche de preuve. 11 s’agit de prouver que mjy = m; pour tout k,l €
{1,...,K}. Tout d’abord par (2.15) puis par (2.6), on a
1+ Ke 1
K+d5+2 2
ou on obtient la derniére inégalité grossierement en utilisant (2.2) et le fait

que K > 2 (cf. Remarque 2.1). On va supposer qu’il existe des entiers k et
[ tels que my < my. On sait que mpB C Ji et myB C J; avec

{N(Jk:) < u(B) + &4b
p(J1) < w(B) + efb.

(2.17) w(Jy) <b+eib < (1+Ke)b<

Comme mlzle et ml_lJl contiennent tous deux B, on a ,u(m,;leﬂml_lJl) >
b. Ainsi d’une part, on a

(2.18) L ((m;le) A (ml_lJl)) < erb+elb.

D’autre part dans T, m,;le est composé de my intervalles de taille
p(Jx)/my uniformément espacés (deux centres consécutifs sont distants de
1/my). De méme mflJl est composé de m; intervalles plus petits (de taille
w(Jy)/my) dont les centres sont distants de 1/m; (< 1/my). Pour obtenir
une absurdité, on montre qu’une proportion importante des centres des
intervalles composant mflJl ne sont pas dans mgljk, ce qui provient du
fait que la taille de T\ mj ' Jj est supérieure & celle de m; ' Ji, (cf. (2.17)).
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On utilise ensuite que si un centre d’un intervalle I de mflJl est dans
T\ my ' Jy, alors u(I\ m; ' Jx) = u(I)/2, ce qui provient du fait que la
distance entre deux intervalles consécutifs de m,;le est supérieure a la
taille d’un intervalle I de mflJl. On obtient ainsi I'inégalité (non optimale
mais suffisante) p((m; ' Ji)A(m; 1)) = b/8, ce qui contredit (2.18) (par
I’hypothese (2.2)).

La premiére étape est moins immédiate que les suivantes. Deux cas sont
en effet a distinguer. Si deux centres consécutifs d’intervalles de ml_lJl sont
dans m,;le (sinon, la moitié au moins des centres est dans mI;IJk), alors
soit ces deux centres sont dans le méme intervalle de m;le, auquel cas un
ensemble de centres consécutifs dans T\ mlgle succede a un ensemble de
centres consécutifs dans m,:le

centres des intervalles formant mf1J,

<7 N

my

soit ces deux centres sont dans deux intervalles consécutifs de mgle, au-
quel cas les centres vont se décaler vers le bord droit des intervalles de
mlzle jusqu’a sortir de mlzle et il faudra alors au moins presque autant
de décalages (donc de centres consécutifs) hors de m,:le pour atteindre a
nouveau m,:le.

AN P > -
\\\\ // ////’//"/‘—// 1
NPT my. - Jg
centres des intervalles formant m; 'J;
On montre ainsi’ que m ne dépend pas de k. ]

Nous allons maintenant estimer u(Ay), p(I;) et u(J) ot J = szl Jk.
Par construction m~'.J contient B, et de plus on a

w(J) < b+ ,_minK e2b,

goooy

Le lecteur intéressé pourra consulter https://hal.univ-lorraine.fr/tel-03368154v1
(pages 39 & 46) ou les détails de cette étape sont donnés.
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d’ou par (2.15)

(2.19) pu(J) < (1+¢)b.

Enfin comme pu(J;) < 1/2 (par (2.17)), on a également
1

(2.20) p) < 3

Lemme 2.4. On a
_ 1 K1
i (Ax) = db+ ok (ks —hia) b
k=1
Démonstration. D’apres (2.10), on a pour tout k =2,..., K
() b= (50) = ()
donc N _
W (Ak—l) = (Ak) + b+ 8,%() — allfb,
d’ou en itérant,

(2.21) i (Ar) = i (Aic) + (K — k)b + i (2—el)o.
i=k+1

On obtient finalement

k=1
ainsi
- A4) K-1, 1A
M(AK) :?_2b_K Zk(ei—i-l_gllc-i-l)b
k=1
1 K-1
:6b+?2k(5}6+1—52+1)b. 0
k=1

Un encadrement précis de la mesure de Ix découle directement de ce
lemme et fait I’objet du corollaire suivant.

Corollaire 2.5. On a
1& 1 2 2
5b — K log Keb < pu (I) < 8b+ — kz::l k(ehin —bar) b+ ek,
et donc en particulier
i (Ix) < 9b+ 2¢b.
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Démonstration. La minoration provient du fait que A k C Ik, donc par le
Lemme 2.4

p K-l p K1 K
~ 2
u(Ix) > n (Ax) >5b—g;’f€k+1 255‘?;%“—(%1)6’

ou la derniere inégalité est obtenue grace a (2.15). Ainsi

E-1 E-1 /b
p(Ig) = 6b — be > 6b—be Y <—1) > 0b— beK log K.
K-k k
k=1 k=1
La majoration est immédiate par le Lemme 2.4 puisque u (Irc) < u(Ax) +

€2-b. Ainsi on a par (2.11) et (2.15)

| K-l
p(lx) < Ob+ K Z k (511c+1 —E%H) b+ e

<Oob+ — Zskﬂb Kb+ e%b

<Ob+ — Zek+1b+ st b + 2eb. O

A présent afin de simplifier Pargumentation, on va translater A afin qu’il
soit suffisamment loin de 0. Maintenant que nous savons que m ne dépend
pas de k, et comme Ak+1 C A, quel que soit k € {1,...,K—1},ona

mAxg CmAg_1 C--- CmAy CmA,.

Ainsi, comme [ est l’enveloppe convexe de mAy, quel que soit k €
{2,...,K} ona
(2.22) I, C I 1.
Par (2.21) et le Lemme 2.4, on a

K-1 K
((Ay) = 8b+ % >k (ehir = han) b+ (K = 1)b+ Y (7 - <l) b
k=1 =2

Ainsi par I'hypothése (2.6), on a

K-1 K
—~ 1
pA) <1=b—2eb+ = 3 k(ehor —eban) b+ Y (el b,
=1 i=2
or les deux derniers termes du membre de droite sont strictement infé-
rieurs a

1 XK ( ) K K—1 ;

(1 2 2 2

- ZZ €iy1 T E€K11-i) — Z €K1 T Z (1 - ) Eit1-
K K —~ K

i=1 i=1
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Donc en utilisant (2.6), on obtient

1 K-1 K
. 1 2
Z(€i+1_5i+1)+2(5 —5)
i=1 1=2
K i K— lj
2 2
<€—Z €K+1 —i 7€K+1 —j 5—51.
= IK _]—1 K

D’ott (A1) +e2b < 1—b et donc pu(I;) < 1—b d’aprés le Lemme 2.3. Ainsi
il existe a € T tel que d (0, I; + a) > % et donc, quitte a translater A par .-,
on peut supposer que d (0, 1;) > g. En effet, quel que soit k € {1,..., K},
on a

a ~ ~
m /) g m
De cette maniere, et par (2.22), on peut supposer que

b
(2.23) d(0.I) > 5.

quel que soit k € {1,..., K}. En particulier, 0 ¢ I; et 0 ¢ Ag.
Nous allons désormais montrer que m = 1.

2.3.1. Premiéres informations et début de la stratégie pour mon-
trer que m = 1. Apres avoir confondu B avec son image dans T, ici nous
le considérerons a nouveau comme une partie de R. Rappelons que 7 désigne
la projection de R sur T. Pour plus de lisibilité, posons J’ = 7= (J)N[0, 1] et
I, = 7= (I;)N[0,1]. Ecrivons J' = J, UJ_ ol Jy est un intervalle fermé de
[0,1/2[ et J_ un intervalle fermé de [1/2,1] (bien définis car 0 € B par hy-
pothese, B C J' et A(J') = pu(J) < & d’apres (2.20)). On pose by = pu(J4)
et b_ = pu(J-). Supposons que m > 1. Comme 0 € B, B = |J;", B; ou

Bo=BnZ B, —Bnl=tnl o g — pntE-0) (g gy,

Par (2.23), 0 ¢ I; et donc I] est un intervalle de R. On a donc simplement
A= A on A4 = AnED et L = max {I] 4, # o}
I+ (J1u(_=1)) +1;

Ecrivons A+ B = S = " S, o0 S, = (A+ B)n —
Remarquons que pour tout (i,5) € [0,m]? tel que A; # @, B; # O et
i+j =1 onaA; + Bj C S Enfin posons £y = {{ >0|A4; # 2} et
Zp ={l>0]|B; # @}. On rappelle que max %4y = L, que max.£p = m et




Ensembles de petite somme 711

que min.¢p = 0.

Ap

Z4 contient tous les morceaux non vides de A mais donc aussi ceux de
trés petite mesure. Nous allons également avoir besoin de nous concentrer
sur les morceaux offrant une certaine contribution au niveau de la mesure.
Pour cela, on pose

L= {l >0 ‘ AA) > M(;K) _ f(e,K)b}j

m

ou f(e, K) est une fonction qu’on optimisera, i4 = min L4, I4 = max Ly
et Bys est le plus gros « morceau » de B, c’est-a-dire tel que A(By) =
max {\(B;)|i € LB}

L4

A Ar, AL

ia

Remarque 2.6. Pour que A; soit de mesure strictement positive quel que
soit I € Ly, il faut que pu(Ix) — f(e, K)b > 0. Or rappelons que par le
Corollaire 2.5

n(lg) — fe, K)b > (0 — Klog Ke — f(e, K)) b.

11 suffit donc que (6§ — K log Ke — f(e, K)) soit strictement positif. On sera
amenés & choisir soit f(g, K) = Ke'/? soit f(e, K) = Ke'/3 et on imposera
donc

§— KlogKe — Ke'/3 >0,
ce qui est assuré par 'hypothese (2.2), € < (3%)3.

Ainsi grace a cette hypothese, on a bien % SRFACE9) ) Finalement,

quel que soit ¢ € L4, on a bien A(A4;) > 0, donc A(Si4;) = A(A4;) + A(B;))
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pour tout j € Zp. Ainsi on a

L+m
MA+B) = MA) + (K +6+¢e)b= i A(S1)
=0

ia+M Ia+M Ia+m L+m
Z)\ SO+ D AS)+ Y XS+ DY A+ DD AS)
l=ia+1 l=ig+M+1 l=Tpa+M+1 I=I4+m+1
M Ig
Z AMBo+A) + Y AMAi, +B)+ > AMBu+ 4)
= =1 l=ia+1
lei”A leZp l€La
m L
+ > AMAL+B)+ D MBm+ A)
I=M+1 I=I4+1
leXB l€LA

iA

M T4
> Y (ABo) + MAD)) + D (MAi) +ADB)) + Y. (AM(Bur) + MA))
=1

=0 l=i4+1
ey leYp leZLy
+ Z AMAL) +A(B)) + Z Bm) + AMA1))
I=M+1 I=I4+1
e’ e

> ANA)+ b+ X Bu) x #(Lania+1,14]) + MAiy,) x #(ZLsN[1, M])
+ )\(A[A) X #(XB N [[M + 1,m]])

> MNA)+b+#(Lanfia+1, AN Bu) + (#L 1) (u(;x) _ fe,K) b)

m

> MA) + b+ (#L£a — D) A(Bur) + (#Z5 — 1) (ﬂ(ﬁ) e K) b) -

m

On obtient ainsi

(2.24) A+ B)

1 e, K
> MNA)+ b+ (#La — V) NBy) + (# LB — 1)<,U(mK) - f(m )b)
Pour pouvoir conclure cette étape, nous avons besoin d’une minoration de
AN B ), de #.%p et de #L4. Ce qui nous ameéne aux lemmes de la partie

suivante.

2.3.2. Minoration de X(Bpr), #%B et #L4. Les minorations de
A(Br) et #.Zp font chacune l'objet de I'un des deux lemmes suivants mais
pour obtenir le moins de contraintes possible, nous différencierons deux cas
pour la minoration de #L 4. Ainsi nous allons établir deux minorations de
#L 4, une valable quand m est grand et l'autre valable quand m est petit.
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Elles feront ’objet des deux derniers lemmes de cette partie. Nous n’aurons
alors qu’a appliquer la minoration correspondante suivant la taille de m afin
d’obtenir une absurdité dans le cas m > 2 en ayant le moins de contraintes
possible.

Lemme 2.7. Sim > 2 et By est le plus gros « morceau » de B, c’est-a-dire
tel que A(Byr) = max {\(B;) |i € £B}, on a

1 _
b,
m

AN Bar) =
Démonstration. Rappelons qu’on a supposé m > 2. De plus, B C m~.J et
A(J) < (1+¢€)b. D'ou
AN Byr) = max {\(B;)|i € L} > max{\(B;)|i € L5\ {0,m}}
_ _ 1€ _
/\(J)/m>b mb>b(1_ € )21 S O

m—1 “ m—-1 " m m—1 m

Lemme 2.8. Sim >2et Xp={l>0|B;# 2}, ona

=

g
H L > 1+m(1—1+8>.

Démonstration. Ona B C m~1J, A\(J) < b+ebet B) = Bﬂ% (0<l<m),
donc A(Bo) + A(Bp) < LE2b et A(By) < L2b pour tout I € {1,...,m — 1}
et ainsi

b= 3" A(B) = A(Bo) + ABu) + 3 AB) < b+ 30 1;%,

= = 5
7m 7m

d'ott # (Lp \ {0,m}) +1 > 7. Comme 0,1 € B, on a 0,m € ZLp et donc
finalement

m

Ly >
#Lp T+e

+1>1+m<1— c ) 0
1+¢

Pour établir les deux minorations de #L 4 (suivant la taille de m), nous
allons avoir besoin de quelques estimations. Commencons par quelques dé-
finitions. On pose

o Al = Axn 0 (0 <l <m), ot i = 7Y (Ix) N[0, 1];
o Z={l>0| A £2} et N=#YZ;
. Lf_ (120 pAl) > ) JEKpY of e — gL

o QX —{ZEXAIAmodl)ﬂX%@}quelquesmtXC']I‘ en
particulier Q(Ak) = {i € Za | (A; mod 1) N AL # @} pour tout
le Z;

o o1(AL) = #Q(AY).
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T |
‘ ~1 ~ N3
Al A% Ax
R
Ay A, N Az
As

Q(A%)
o1 (A3) =5 |

Nous allons donner une minoration de al(fllK), de N puis de ny. Par défi-
nition de Ak, pour tout [ € £, on a

(2.25) o1 () > K.

D’autre part

d’out

2
(2.26) N>m<1— cih >
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2
d'ott ny > m — %, et donc finalement

2
€
2.27 npzm|l—- L.
(2.27) d ( f(e, K))
Nous allons également avoir recours a la majoration de #.24 suivante.
(2.28) #L4 < Km.

En effet, on a

AMA)+ (K +6+¢2)b=AA+ B)

ANBo)+- -+ A Buy—1) +#Lax A(Bu) + A(A) + AN(Barg1) +- -+ A(Bm)
A(A) +b— AX(Buy) + #L4 x A(Bu).

Or A(Bym) > %ba donc

K—1 K+1)+d6-1
m( : +5+8)+1<Km+m(5( —1|-)+ )
— & — &

Z
Z

#L4 < + 1.

Mais ¢ < ll(;fl car par hypothese ¢ < (%)2 et K > 2 (cf. Remarque 2.1).
Ainsi (K +1) 40 —1 < 0 et donc #%4 < Km + 1. D’ou finalement
#.L4 < Km.

Nous pouvons désormais établir les deux minorations de #L 4. Le lemme
suivant va nous donner une bonne minoration de #.L 4 quand m est assez
petit.

Lemme 2.9. Si2 <m < ”([K), ona#Ls>Km <1— f(E:KI())

5ﬁ<b
Démonstration. Ax C m 'y et u(Ix) < p(Ag) + e%b. Par (2.26), on a
2
N > m(l - lb), et donc N > m — 1 car m < “Y%) par hypothese du
k) excb
lemme. De plus, comme N est un entier inférieur ou égal a m par définition,
on a

(2.29) N =m.
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Ainsi les m morceaux de AK sont non vides et ils résultent chacun d’une
contribution d’au moins K morceaux de A (par définition de Ag) et donc
Z4 va contenir au moins K'm éléments. En effet, par (2.25), on a

#20 >3 o1 (A) > NK,
le”
d’ou, d’apres (2.29)

(2.30) #L1 = Km.

Ainsi, d’apres (2.30) et (2.28), on a

(2.31) H#L4 = Km.

De cette maniére, en reprenant nos calculs, on a Km = #%4 =

Yy Jl(Ale), et donc nécessairement, comme N = m d’apres (2.29), pour

tout I € £ on a al(fllK) = K, ce qui implique finalement, pour tout
i € QAL

(2.32) AA) = (A).
En particulier, pour tout [ € Lf, on a pour tout ¢ € {2 (ﬁ%)

(k) . f(e, K)

Ap) >
A(A:) - -

b,

et donc i € L£4. De cette maniere #L4 > ZleLf o1 (@K), d’ou
(2.33) HLy > Kny.

2
Finalement, avec (2.27), on obtient la minoration #.L4 2Km(1—%>. d

Nous pourrons utiliser cette minoration de #L4 si m est suffisamment
petit et il nous restera donc a traiter le cas ou m est grand. Pour cela, nous
utiliserons une autre minoration de #.L4 qui fait 'objet du lemme suivant.

Lemme 2.10. Sim > “6(21’2), on a
K

#a> Kom (1 }qfig e <g<e,1f<> B u(im)) ’

ot g est telle que 0 < g(e, K) < f(e, K) et est a optimiser.

Démonstration. On a Ax C m I et p(Ix) < w(Ax) 4 €%b. Nous allons
avoir besoin de définir des objets similaires & ceux apparaissant dans la
preuve du lemme précédent. On pose AL = Ag N % (0 <1l < m),ou
It- = 771 (Ik) N[0, 1]. Soit g(e, K) une fonction positive telle que g(e, K) <
f(e, K) que nous déterminerons plus tard. Rappelons que ny = #L, et que
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par (2.25), pour tout [ € Ly, on a al(AlK) > K. Ainsi pour tout [ € Ly, on
définit t; = o1 (A%) — K. Par (2.28), on a

Km>#%y > Zal (AZK)JrK(ang)

€L,
> > (K+t)+K(N—ng)>Kng+ > t+K (N —ny)
l€Lgy leLy
>KN+ > 4.
€Ly

Ainsi }7ep, it < K (m — N) et, en utilisant (2.26), on obtient

2.34 S 4 <K it
230 IeL, e m,U«(IK).
Enfin on pose pour tout I € Ly
_ (A; mod 1) N AL #£ @
7 () = #{Ai et A (AN Al ) > i) _ f(g’K)b}'
m m

Ainsi pour tout [ € L, on a

K(M(;K) B g(i;f()b) < ¥ A(Amﬁﬁ()

LeQ(AL))

< (o0 (Ak) = o () ) (M - LEED ) oy () U080

< (K+tz ) (/IIK» (u(;K) - f(i’nK) b> + (ﬁ%) M(;K),
d’ou

oo (1) 5 e T ) M R0

Et finalement
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ou la troisieme 1negahte utilise (2.27) et la quatrieme (2.34). Ainsi

#EA>Km<

0+ (ex
>Km< < 8(gss,K IK)>>’
1

(
Enfin on conclut en utlhsant (2.15)
)

4> Ko (1~ fi f() e <g<e,1f<> B u(lf)m)) | -

Cette minoration de #L 4 est moins bonne que la précédente mais nous

pUk)
be 2

pour pallier cette perte.

e TK) " f(;K) B u(ifa))

ne l'utiliserons que lorsque m est supérieur a et nous pourrons donc

utiliser I'inégalité m > “( 9]

Toutes nos minoratlons sont établies, nous sommes désormais en mesure
de conclure. Comme nous 'avons expliqué dans la partie précédente, nous
allons distinguer deux cas suivant la taille de m.

(IK)

2.3.3. Preuve de m = 1 lorsque m < £ Nous allons raisonner
K

par 'absurde et on suppose donc dans cette partie que 2 < m < £ (IIZ) et

nous pourrons donc utiliser le Lemme 2.9. Rappelons l'inégalité (2. 24)

m

A(A+B) > MA)+b+(#La — 1) X(By)+(#ZL5 — 1) (“(;K) _ fe,K) b) |

et donc avec les Lemmes 2.7, 2.8, 2.9, et 'hypothese A(A + B) = A\(A) +
(K + 6 + ¢)b, on obtient

2 1- 1-—
(K+(5+5)b>b+Km<1— EK) ) —

m(l— 1i6) (u(iLK) _ f(i;lK)b)

Ainsi en utilisant le Corollaire 2.5, on a

(K+6+e)>1+K< °k _€<1_f(a§( )> -

fle, K)
" € 0 — KlogKe _ f(e,K)
(- 2{( ™,

% 1—-¢
”K< i K)_8<1_f(€,K) )‘ m

+ (1 - 1_5“_) (6 — Klog Ke — f(e,K)).
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Finalement, on a donc

e e 1-¢
"z 1_K<f<s,K) “(1‘ f(s,K)>> e

_ (1 . 1;) (Klog Ke + f(e, K)) —51i5

>1-K °k +e —5—(1(10 Ke+ f(e,K)) —de —¢
- f(e, K) m & ’ ’

et comme on a supposé m = 2

| =

Ke
K(+e> + KlogKe+ f(e, K)+dc+¢e >
FeR) &5

Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit le
plus petit possible, ce qui nous conduit a choisir f(e, K) = /eK (ce qui ne
pose pas de souci, cf. Remarque 2.6). On obtient alors

1
(2.35) s(KlogK+5+1)+2K\@>§.
Or d’autre part, € < (%)3 par 'hypothese (2.2), donc
e(KlogK +d+1)+2K+/¢

§\3 5 \3/2

KlogK+2 2 _1
27K3 3v3K 2

ce qui contredit (2.35) et nous donne donc I’absurdité. On ne peut donc
pas avoir m > 2 et donc nécessairement m = 1.

quel que soit K > 2,

2.3.4. Le cas m > @ est tmpossible. On suppose donc ici que m
K

est supérieur ou égal a “E—
K

Rappelons 'inégalité (2.24)

et on pourra donc utiliser le Lemme 2.10.

m

AA+B) = MA)+b+F#La — 1) N Bu)+#Lp — 1) <u(ﬁ) [, K) b) ’
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donc avec les Lemmes 2.7, 2.8, 2.10, et I'hypotheése \(A + B) = A(A) +
(K + 9 + ¢)b, on obtient

(K+d+e)b

>oekm (- 525 K (G~ )t
(

pon (1= 1) (M) L8,

Ainsi en utilisant le Corollaire 2.5, on a

(K+5+s~:)>1+K(1—5)<1—g(g’K) Ke K5b>_1—€

oK) 9@ K) T un)
—|—m(1— < )(5_K10gK€_f(€,K)>

m

1+€ m m
g(€7K) Ke K€) 1—¢
>14+K(1-— 1-— — _
+ K €)< f(e,K) g(E,K)+(5+2£ m

+ (1 — 16+E) (6 — Klog Ke — f(e,K)).

Finalement, on a donc

<g Ke Ks) 1—¢
0>1 _
fle g(e,K) 0+ 2 m
< )(KlogK€+f(5 K))—51+€_5
<g Ke Ke) 1—¢
> 1 _
f(e g(e, K) S5+ 2 m

— (Klog Kz + f (e, »_55_5

Ainsi
g9(e, K) Ke Ke )
(- - Klog K K)+§
( €)<f(€,K)+g(a,K) 51 2s) Tos e+ f(e,K)+de+e
>1-17¢
m
et comme on a supposé m > %, on a
K
1-¢ exb Ke
- ——=21-(1-e) < >1-(1- 7
m ( E)H(IK) ( E)6+ 5
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ou la derniere inégalité provient de (2.15) et du Corollaire 2.5. Ainsi

g(e, K) Ke
fe,K)  g(e K)

+ KlogKe+ f(e, K) +de+¢e > 1.

K(l—s)(

Pour aboutir a une absurdité, on voudrait que le terme de gauche soit
le plus petit possible, ce qui nous conduit & choisir f(e, K) = Kel/3 et
g(e, K) = Ke2/3.

Remarque 2.11. On peut faire ce choix car on a bien pour tout K > 2 et
tout € >0

* g(&, K) < f(e, K).
o u(Ig)— f(e, K)b> 0, cf. Remarque 2.6.

De cette maniere on a
Ke

3K51/3(1—5)—(K—1)(1—5)5 + Klog Ke + e+ > 1,

+ 2¢

or ceci est absurde par la Remarque 2.1 et les hypotheses (2.2) et (2.3).
Ainsi m = 1, et donc B est inclus dans un intervalle de T. Comme il
contient 0, nous connaissons la structure de B dans R :

B = Byl By,

ott By C [0,by], By € [1—b_,1], {by,1—b_} C Bet by +b_ < b+
mini:17.__,K 62217

Voici un exemple de ce a quoi peut ressembler B :

0 by 1-b_ 1

| . |
[ ! ]

BU Bl

D’apres (2.15), en particulier on a min;—; g £2b < eb et donc

(2.36) by +b_ <b+¢eb
(2.37) by < A(Bop) + ¢b
et

(2.38) b < A\(Bjp) + €b.

2.4. Structure principale de A. Comme conclu précédemment, on a
B =DByUBj,ou By C[0,by], B C[1—b_,1],by,1—b_€ Bet by +b_ <
b+min;—1, x 5126. De méme, A K est inclus dans un intervalle de T, qui lui,
ne contient pas 0 (cf. (2.23)). Ainsi Ax C ligeyize], ot {ix,if} C Ak, et
it — i = p(Ix) < pu(Ag) +e%b. On rappelle que L4 = {I >0 | A; # @},
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que pour tout z € Ay, &, = {neN|n+xze€ A} et que pour tout k €
{1,..., K}, on a défini Q(Ay) par

Q(A) = {i e 2| (A mod 1) N Ay # &7}

Nous utiliserons fréquemment la remarque suivante. Pour tout ensemble
E C R mesurable et borné, on a

(2.39) ME +{0,1}) = XE) + p(n(E)).

Nous allons commencer par déterminer I’emplacement des éléments de
A se projetant modulo 1 sur Ag. Par définition, chaque élément de Ag
s'exprime dans K étages différents de A. Ici, on appelle « étage », tout
segment entre deux entiers consécutifs. Il s’agit de déterminer ces étages en
premier lieu.

Dans un second temps, nous examinerons la méme question pour tous
les ensembles Ay, jusque k = 1 afin d’obtenir la structure principale de A.

2.4.1. Etape 0 : contribution de Ak dans A.
Lemme 2.12. Il existe a € N tel que Q(Ag) = [a,a + K — 1].

Démonstration. On a Ay C [ig,if], ot if —ip = p(Ix) < p(Ag) + e%b.
Donc pour tout z € Ay, il existe y € Ag tel que y # = et |z —y| < e%b.
Soit un tel y et supposons sans perdre en généralité que x < y. Soit [ €
(Zr U L)), on a d'une part

p(+ly, 2+ b)) NS 2 —(y — @) + u(Bo),

(T4 U= 1)) +1]
m

p((L+1+ [y —b_,z]) N Si41) = —(y — @) + p(Br).

Notons que le fait que les segments puissent étre vides ou que les membres
de droite puissent étre négatifs ne pose pas de probléme pour la suite de
I’argumentation. Ainsi

1 (Swzuzy) = —(y=2)+u(Bo)—(y—2)+u(B1) > b-2(y—2) > b—2}b.
Or d’apres (2.10) et le Lemme 2.4, on a

ou on rappelle que S; = (A+ B) N . D’autre part,

I (§K+1) = U (ﬁK> +ekb=0b+ Il(Kz_:lk: (a}gﬂ — siﬂ) b+ kb
k=1
Ainsi

5 = K+1, , 1
/’L(S#(ffoffy)>_u(SK+l) 2 1-0— K EK_gK_E Z kek’-ﬁ-l b>0,
k=1
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par (2.11), (2.14), (2.15) et 'hypothese (2.3). Ainsi # (£, U .%Z,) < K. Mais
z,y € A donc #.7, > K et #.£, > K. Donc

Ly =Ly =2,

et de proche en proche, on obtient .%, = % quel que soit = € Ag. Comme
0,1€ B, l—i—AKCSl etl+1+AKCSl+1 quel que soit [ € &, alors

p (5#($u($+1))> > (AK) :

D’autre part fi(Sr42) = €%, 00 < p(Ag), dott # (L U (L + 1)) < K+1=
#2 + 1, ce qui implique que £ est composé d’entiers consécutifs. Et donc
finalement, il existe a € N tel que Q(Ax) = [a,a + K — 1] . a

Nous venons de montrer que [a,a + K — 1] + Ax C A.

Afin de traduire sur A et S les informations dont nous disposons sur
(A et {S k}fjl, nous définissons les « projetés inverses » 7" et mg'
comme suit : Pour tout sous-ensemble E de T on pose

' (B)={r€A|zmod 1€ E},

et mg' (B) = {z € S | # mod 1 € E}. Avec ces définitions, on a directement

2.40) At (k) = K ().

et avec le Lemme 2.12

(2.41) Mt (Ak) +{0,1}) = (K + Dy (A ) -

Ces égalités sont claires car K = K 4 mais pour tout entier k€ {1,..., K—1},

I’égalité devient

0.4 (! (30)) = b (A0) + 3 ().

En effet WZl(gk) est I’ensemble des éléments de A qui se répetent au moins
k fois modulo 1, c¢’est donc la réunion disjointe, pour [ variant de k a K 4,
des ensembles des éléments de A qui se répetent exactement [ fois modulo 1.
La mesure de '’ensemble des éléments de A qui se répetent exactement [
fois modulo 1 est égale & lju(A; \ Aj41), et ainsi on a

Ka Ka Ka
A (7721 <gk)) = ;lﬂ (Al \Al+1> = ;lu (ﬁl) - ;lu (/Tl-&-l)

= k(AR + > (Al) :
I=k+1

ce qui prouve la formule car K4, = K.
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De méme, pour tout entier £ > 1, on a la formule

K+1

(2.43) Mgt (Sk)) =ku (Se) + > w(S)+ Y &,

i=k+1 i>K+42

Démonstration. 1l suffit de suivre le méme procédé puis d’utiliser (2.13)

(55 (5) = (5) + X5 u(5)

e
— ku (§k)+ 3 u(§i)+ 3 e O
ikt 1 i>K42

Nous pouvons écrire 7' (A) sous différentes formes

ﬂgl(ﬁk):{xeA’mmodleﬁk}:{xG/H#({x+N}ﬂA)>k}
:{1'4—9%3; xeﬁk},

et donc en particulier on a Wzl(fTK) =[a,a+ K —1] + Ag.

2.4.2. Stratégie et Etape 1 : k = K. Ecrivons A = [_|£{:1 Ay, ot A =
T (Ag) = [a,a + K — 1] + Ak et quel que soit k € {1,..., K — 1}

Ak = 7'1'21 (Avk\gk_;,_l) ={zeA|l#%, =k} = 7'1'21 (Avk> \7['21 (ﬁ]ﬁ_l) .

Nous allons comparer A & l'ensemble A’ = | | A}, ou A = [a,a +
K — 1] + Ik, et pour tout k € {1,..., K — 1}

i = (lea+k =10+ I+ (K = k) ((0,b4] U [1 = b, 1)) \ Afyy,
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Voici une représentation de A’ pour K =5 :

i iy
a \ / a+1

!
+by Al
ST
a+1 a2
a+2 a+3
AL
a3 a+4

4 A=A

a+4

On peut voir A’ comme un ensemble « idéal » (sans petit trou) proche
de I'ensemble Ay des Théorémes 1.2 et 1.3. Pour le comparer a A, nous
montrerons que pour tout k € {1,..., K}, A} et Ay sont trés proches. Tout

d’abord, on a Ag C I et Q(Ag) = [a,a + K — 1] donc Ay C A% et donc
(2.44) A (Afe 1 Ag) = A(Ay).

De plus pu(Ix) < u(Ag) 4 e%b donc A\(A% \ Ay) < Ke%b. Pour les autres
indices, le raisonnement sera similaire bien que plus technique.

2.4.3. Etapes suivantes. Soit k € {2,...,K},ona A;_; = ng(ﬁk_l \
Avk), et

i1 = (lasat k= 2] + Ic + (K = k+ 1) ([0,b4]U[1 = b, 1])) \ A

Pour montrer que ces deux ensembles sont proches, nous commengons par
montrer que Ax_1 = Ag_1 + {0,1} est proche de

he1=Ap_1 +{0,1}
= ([a,a+ k= 1]+ I + (K = k+1)(10,b] U1 = b, 1)) ) \ (A% + {0,1})
= (A + (0,6 U L= b, 1)) \ (A + {0, 1)),

En effet, (2.10) impliquera que chacun de ces deux ensembles est proche
de S = wgl(Sk \ Sk+1). Nous allons donc contrdler A(Ai_1 N Sk) puis
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A(AY_, N Sy) pour pouvoir controler A((AY_, N Sk) N (Ar_1NSk)) et finale-
ment \(A}_, N Ag_;). Lors des premiére et troisiéme étapes, nous utilisons
le fait que si E et F' sont deux ensembles bornés tous deux inclus dans H
(borné également) alors

(2.45)  AENF) =A(E)+AMF) = AMEUF) > AE) + A(F) — MH).

(1) Minoration de N(Aj_; N E B
Comme 0,1 € B, 7, (Ag) + {0,1} € 7" (Sj+1) donc d'une part

Sk = 75" (Sk) \ 75" (Ska1) € 75" (Si) \ (w2 (Ax) +{0,1}),

et d’autre part Aj_; = Ap_; + {0,1} C ng(gk) De plus par
définition

Apoy =73 (Aro) \ 7wyt (A) = 73 (Apo1 \ A),

donc (A1 +N)N(Ax+N) = @, ainsi 4,10 (7, (Ax)+{0,1}) = @
(car w1 (Ay) + {0,1} C A}, + N), d’ott

Ay Crgh(S)\ (72t (Ax) +{0,1}).

On peut & présent utiliser (2.45) avec H = ng(gk) \ (ﬂgl(ﬁk) +
{0,1}), E = Ap_1 et F = S;. On obtient

A (Ak—l N Sk) = A (Ak:—l) + A (Sk> - A(wgl(g’k) \ (wgl(ﬁk) + {0, 1}))
A 8e) = A (Aiaa) 2 () =2 (751 (S0) +A (73 (Ay) +{0,1})
et par (2.39)
At (AR) +40,13) = A (73 (Ax) ) + e (Ax)

donc

MApanSi) = A(Aroa) +A(85) - (A(wsl (SK)) —A(wAl(Ak))) +u(A).
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De plus (2.42) et (2.43) impliquent

A(ms" (51) = A (wgl(ﬁk))

=ku (Sk) + i(z—i_:l Jz ( ) e3b — kp (Ak) f: H (j)
—i(u( 1) - M(A))+ku(sk) ;zsib—(k—l)u(ﬁk)
= Zs 10+ kp (Sk:) —Du (Zlk) ;

>K+2
d’ou
A 08e) > M(A )+ (88) k() —kn(50) -3 cbab— 3 <t
i=k i2K+2
et finalement

(2.46) A(A1088) > k(e 1) £A(S) —kn(5) S ehbe 3 o
i=k 1>2K+2

puisque (A1) = k(u(Ap—1) — n(Ax)).
(2) Minoration de A\(A}_; N Sk) :

Sk = 7T§1 (gk \ §k+1) = ﬂ'sl (Sk) \7Ts (SkJrl) donc
A (A’,;,1 n Sk) =\ (A;;,l nrg! (S )) (A;; N7y (Skﬂ))

Or 7, (Ag) + {0,1} C 75 (Sky1) car 0,1 € B et (73 (Ag) +
{0,1})nA}_, = @, donc

A g (5e1)) <Al (8 ) — A (w3 () + (0.1)

(55 (Bun)) A (51 (80) (3,

par (2.39). De plus par (2.42) et (2.43), on a

A5t (Sker)) = A (73" (An)
= (k+ 1)M<§k+1) + KX—EI M(gz) + A Z €§b— (k:,u(ﬁk) + i M(A))

i=k+2 i=k+1
~ K+1
<p (Ak) +(k+Dep b+ > eib+ > &b

1=k+2 i2K+2
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(2.47)

(3)

(2.48)
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D’autre part, comme i — (K —k — 1)b_,if + (K —k —1)by € A
puisque i, z} € Ak, et by, 1—b_ € B (donc les bords sont atteints
a chaque étape), on a

MAf_ nwgt (Sk)) = kb,

donc finalement

K+1

MALNS) > ko= (h+Defyb— Y elb— 3 el
i=k+2 i>K+2

Minoration de M((Ay_, N Sk) N (Ag_1 N Sk)) :
D’apres (2.45), puis (2.46) et (2.47), on a
M(AL_1 N 8) N (A1 S) )

= )\( /Ié—l N Sk) + )\(Ak,1 N Sk) — )\(Sk)

K+1
>k~ (kt Debyb— 3 elb— 3 elothu (i)
i=k+2 i2K+2

+>\(5k) —kp (gk) —i{:@}ﬂb— > elb—A(Sk)
ik

i2K+2
K+1
>kb— (k+2)epb—2 Y gb—2 > &b
i=k+2 i2K+2

+ kp (A,H) —ku (§k) :

d’ott, comme p(Ay_1) < p(Sk) pour tout k > 2, on obtient

M(Af_1 N 8) N (Aroa 1 S))

K+1
> kb—kepb— (k+2)epqb—2 > gib—2 > b,
i=k+2 K42

Minoration de M(A,_, N Ap_1) :

Soit # € Aj_y \ §k+1- Comme z +.%, C Aet 0,1 € B, on a
x+2;+{0,1} C S. De plus, #.2, = k—1donc # (£, + {0,1}) > k.
Or z ¢ Spy1 donc # (%, + {0,1}) < k et donc finalement

#(Zx"i_{o’l}):k:#gx'i‘lv

et donc nécessairement .7, est composé d’entiers consécutifs. Or
A}, est également composé d’éléments & des étages consécutifs
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par construction et A} _; = A} | +{0,1}, doncsi i > 1

1w (l’ € Ap_1\ Sk ’ #{(z+ 2 +{0,1}) N A} = Z)
<p(re i\ Spn | #{E+ L) N4y =i-1).

Finalement
AAj_1 N Ag_y)
> MAf_y N A1 N Sy)
> MAy_1 N Sy, N Ak—l) — ,u(( ! N8N Ak_l) mod 1)
> A} NS, N Agy) — (1+ manaQ)b

3oy

K+1
>kb—ks,ﬁb—(k+2)5,ﬁ+1b—2‘z e}b—gz e?b—(1+izrlr}.i'rj eb
i=k+2 i>K+2
K+1
2
/(k—l)b—<k€k+(k+2)ek+1+2 dooe+2 Y e+ r{nnKa>b
i=k+2 i>K+2

Ainsi pour tout k € {1,..., K — 1}

K+1
2
2kb((k+1)5k+1+(k+3)5k+2+2 Z ef+2 Ze + I{}II}K<€>Z)
i=k+3 i2K+2

et donc
(249) A (A; N Ay)

K+1
> )\(Ak)—<k5k+1+€k+1+(k+1)5k+2+2 doei+2 > € + min 52>b
i=k+2 i>K+2 =1 K

car AN(Ay) = k(1 +e2,, — et )b par (2.10).
2.4.4. Conclusion : Structure principale de A. Nous sommes désor-

mais en mesure de donner une localisation précise de la majorité des élé-
ments de A. Rappelons que A = |_|,€K:1 Ay et que A’ = |_|£{:1 Aj.. Par (2.44)
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et (2.49), on a

K K-1
AANA) =3 AMAen4A)) = MAg) + 3 AAr N 4p)
k=1 k=1
K-1
<k5z+1 + e+ (F+ g
k=1

K+1
2
+2 Z ef+2 Z 3 + rlrunK5>b
i=k+2 i>K+2
Or apres calculs et en utilisant (2.11) on peut obtenir l'inégalité
LK /4]
MANA) 2 NA) = 3Ke+ Y (K —4k)ekeyy g
k=1

et donc
LK /4]
AMA) = ANANA) <3Ke+ > (K —4k)ek 14
k=1
Enfin par (2.15), on obtient

(250)  AMANA) > MA) - (K?log K — K (K(1+log4) - 7) )zb.

On a donc montré que A était principalement inclus dans

K-1
A =a+ || [k—kb_,k+p(Ix)+ (K —k—1)bg].
k=0

Or par le Corollaire 2.5 puis par (2.11)
~1

N

1
n(Ig) < 6b+ e k(e,lfﬂ—giﬂ)b—i-s%(b
k=1
1K—l . 1 )
<5b+§Z::ksk+1b+?51<b<(5+e)b.

Ainsi p(Ig) < (0 +¢€)bet
K—1
ACad+ | | [k—kb_,k+(+e)b+ (K —k—1)by],
k=0
ot @’ = min Ag. Notons que I’hypothése (2.6) implique que la réunion est
bien disjointe. Pour plus de clarté, nous redéfinissons A’ par
K—1
Al=d+ || [k—kb_k+ (6 +e)b+ (K —k—1)by].
k=0
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Voici une représentation de A’ pour K = 5.

b b by by b,
la’] ’ la'J+1
. : ; ; :
R S
S
b | o
o/ }+1 - Lo Lo’ 2
la'}+2 | Lo la’J+3
| o /
w0 A
l'}+3 " Lo la'}+4
La,J+4 1 I I

2.5. Structure totale de A.

2.5.1. Stratégie et premiers résultats. La partie précédente démontre
qu’il existe un réel a’ tel que

MANA) > M\A) - (K?log K — K (K (1 +log4) — 6) )eb,
ou
K-1

Al=d+ || [k—kb_,k+6b+eb+ (K —k—1)by].
k=0

Ainsi Pessentiel de A se concentre dans cette réunion d’intervalles A’. Nous
allons désormais prouver que tous les éléments de A sont inclus dans un
petit voisinage métrique de A’. Commengons par établir une minoration de
la mesure de (AN A’) + B.

Lemme 2.13. On a

AMANA)Y+B) 2 ANANA) + (K +§)b,
oud =8 — (KlogK — K(1+log4) + 7)e.
Démonstration. D’apres (2.50), on a

MANA) > MA) — (K?log K — K (K(1+log4) — 7)) eb,
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donc
AMANA) L AA) (K%log K — K(K(1+1log4) —7))eb
b ~ b b
> K(K2_1) + K6 — (K?*log K — K(K(1+log4) —7))e
K(K—-1)
2 Y

ou la derniére ligne est assurée par ’hypothese (2.2). D’autre part,

AMANA —

(ANA) _NA) _KE-1)
b b 2

Ainsi il existe 0’ tel que

0<d—(KlogK — K(1+logd)+T)e<d <d<1,

et
AMANA) K(K-1)
b 2
Donc finalement, comme (K +06')b < (K+4§)b < 1 par (2.6), on peut utiliser
le théoreme de Ruzsa (Théoreme 1. 1), et on a
AMANA)Y+B) 2 MANA) + (K +§)b,

ot &' > 8§ — (Klog K — K(1 +1log4) 4 7)e. En redéfinissant naturellement
¢’, on obtient le lemme. O

+ K¢

Etablissons maintenant un contréle de la contribution de (4\ A4’) + B &
S. Pour cela, nous allons majorer la mesure de ((A\ A")+B)\ ((ANA")+B),
que l'on écrira sous la forme simplifiée (A + B) \ ((AN A’) + B).

Lemme 2.14. Soit 7x = K(K +1)log K — K(K(1+1log4) —6+1log4) +7.
On a
AM(A+ B)\ (AN A') + B)) < 7xeb.

Démonstration. Par hypothese, on a A(A+ B) = A(A) + (K +J +¢)b. De
plus

AMA+B)=XA((AnA)U(A\ A))+ B)
=A(ANA)+B)+X(A+B)\ (An4) + B)),
ainsi, directement par le Lemme 2.13, on obtient
M(A+B)\ (AN 4) + B))
SAA)+ (K+d+e)b— (MANA) + (K +48)b)
<A(A) = XNANA)+ (-8 +e)b
<SA(A)—ANANA)+ (Klog K — K(1+1log4) + 7)eb,
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et donc finalement par (2.50), on a
MA+DB)\ ((AnA)+B))
(K?log K — K (K(1+1log4) —7))eb+ (K log K — K(1+log4)+7)eb

<
< K((K+1)logK — K(1+1log4) + 6 —log4)eb + Teb. O

Le Lemme 2.14 nous donnera un controle de ’erreur commise en rempla-
cant A par AN A’. 1l permettra en particulier pour z € A\ A’ de contrdler
la contribution de x + B hors de A’ + B et de conclure que x est proche de
A’. Nous sommes donc parés pour exhiber une région limite autour de A’
en dehors de laquelle aucun élément de A ne peut se trouver. Commencons
par établir une région limite autour de [min A’, max A’].

2.5.2. Le cas des éléments de A\ [min A’, max A’]. On rappelle que

K-1
A=d+ | | [k—kb_,k+ (5+e)b+ (K —k—1)by],
k=0

et on pose pour tout k € {0,..., K — 1}
L= [k — kb k(54 e)b+ (K —k—1)by],
de sorte que A’ = | [ A} (on peut voir A}, comme le k-éme étage de A’).

/
Aj

A,

Nous allons commencer par montrer que les éléments de A\ A’ ne peuvent
pas étre trop inférieurs & min A’.

Lemme 2.15. Soit x € A tel que x < min A’, on a nécessairement
x> min A" — (7 + 1)eb,
ou l'on rappelle que Tk = K(K +1)log K — K (K (1+41log4) —6+1log4) + 7.
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Démonstration. Soit x € A tel que x <min A’. D’apres le Lemme 2.14, on a
(2.51) A((z+ B)\ (A’ + B)) < )\((A +B)\ (AnA) + B)) < Trbe < b,

car par l’hypothese (2.2), on a ¢ < (%)3 < i Ainsi nécessairement

(x+ B)N(A"+ B) # @. De plus, comme 2z < min A’ et B C [0,1], x4+ B C
[z, min A’ 4+ 1[ et donc = + B ne peut intersecter que les deux premiers
morceaux de A’ + B

(z+B)N (A" + B) = (z + B) N ((Ay + Bo) U (A} + Bo)),

(car on a par construction Ay + By C A} + By). Aussi, © + B = (x + By) U
(x 4+ B1) donc

((z + Bo) U (z + B1)) N ((Ap + Bo) U (4] + By)) # 2,
et comme x < min A’, (x + By) N (4] + By) = &, et donc on a
((z+Bo) N (Ag+ Bo)) U ((z+B1) N (Ap+ Bo)) U (2 + B1) N (A} + Bo)) # 2.

Nous allons discuter selon la taille de By. Commengons par une remarque :
sous ’hypothese (2.2), on a e < (%)3, ce qui implique quel que soit K > 2

1
2(7‘K+1).

Cas A : \(By) > tgeb. Si A(By) > Txeb, par (2.51), on a
A(z + Bo) N (A" + B)) = \N(By) — Tkeb,

or comme (x + By) C x + [0,b4], (A’ + B) C [min A’, o0 et © < min A’,
on a

(2.52) £ <

A([min A",z + b4]) = AM([2, 2 + by ] N [min A’, +00]) = A(By) — Tkeb.
Ainsi comme by < A(By) + €b par (2.37), on a
x> MN(By) — 7keb — (by — min A’) > min A" — (75 + 1)eb.

Cas B : \(By) < Treb. Si A(By) < Treb, alors A\(By) > b — 7xeb > Txeb
par (2.52) et donc nécessairement par le Lemme 2.14, on a

(x+B1)N (A + B) £ 2.

On rappelle que par construction Aj + By € A} + By, il y a donc trois
possibilités :
(a) (x4 B1)N(AH+ Bo) # @ et (x+ B1)N (A} + By) # @
(b) (z+ B1)N(Aj+ Bo) # D et (x+ B1)N (A} + By) = &
(¢) (x+ B1)N(Ay)+ Bo) = @ et (z+ By) N (A} + By) # & que nous
allons traiter séparément.
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(a) le cas (x+B1)N(Ay+Bo)# D et (x+B1)N(Aj+Bo)#D est impossible.

Ayt By AL+ By

z+ By

En effet, pour qu’on soit dans cette configuration, il faudrait que 1’écart
entre les deux premiers morceaux de A’ soit inférieur au diametre de By, or
nous sommes dans le second cas et \(By) est petit donc les deux premiers
morceaux Af et A} sont petits et donc I'écart entre eux est grand. C’est
I’idée que nous allons développer ici.

On suppose donc que (z+ B1)N(Aj+ By) # @ et (x+ B1)N (A} + By) #
. Ainsi nécessairement, [max A + by, min Aj] € x + [1 —b_,1] et donc
par (2.45)

AM(z+ B1)\ (A + B))

> A((z + B1) N [max Aj) + by, min A])

> A([max Ay + by, min A|]) + Az + B1) — Az +[1 —b_,1])
> A\([max Aj) + by, min A7]) — eb.

Or
A([max Af + by, min A]])
=1—(0b+eb+ (K —1)by +by)—b_ par définition de A’
>1— (6b+eb+ (K —1)by) — (b+eb) par (2.38)
>1—(6b+eb+ (K —1)(b—b_+¢b)) — (b+eb) par (2.36)
>1—(K+06+2)b+ (K —1)b_ — (K —1)eb
> (K —1)b- —2(K —1)eb par (2.6)
> (K —1)(b— — 2¢b)
> (b — 2eb) car K > 2 (cf. Remarque 2.1).
Ainsi

M(z+B)\ (A +B)) = M(z + B1) \ (A" + B)) = b_ — 2¢b,
et donc finalement par le Lemme 2.14 et parce qu’on est dans le cas B
Tieb = b — Tieb — 2¢eb,

ce qui contredit (2.52). Ce cas de figure est donc impossible.

(b) le cas (x+B1)N(Ay+Bo) #2 et (x+B1)N(A}+By) =2 est impossible.
On suppose par 'absurde que x € A est tel que x < min A’ A\(By) < Txeb
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et
(x+ B1) N (Ay + By) # @
(x+B1)N (A} + By) = @.

AL+ By Al + By

x+ By

Commencgons par voir que (x + By) N (A’ + B) = @. Supposons que ce ne
soit pas le cas. Comme (x + By1) N (Aj + By) # @, la distance entre By et
By est inférieure & la mesure de Af, + By car Aj + By est un intervalle.

A+ B,

x+ By z+ By

distance entre By et By
Or d(Bo,By) > 1—by —b_ >1—b—cb, et (A + By) < 6b+ Keb+ Kb,
Donc
1—b—eb< db+ Keb+ Kby < (6+2Ke+ K)b— Kb_,

par (2.36), donc comme (K + 0 4+ €)b < 1 — b par I'hypothese (2.6), on a
en utilisant A\(By) < Txeb,

(K(1— 1) — 1)b < Kb — b < (2K — 1)eb,

ce qui contredit 'hypothése (2.2) quel que soit K > 2. Ainsi on a bien
(x + Bp) N (A’ + B) = &. Donc d’aprés le Lemme 2.14,

Treb = M((z + B) \ (4" + B))

((z+ Bo) \ (A"+ B)) + A((z + B1) \ (4" + B))
(Bo) + M((z + B1) \ (4) + By))

(Bo) + A(B1) — M(Af + Bo) N (x + By))

— M(4p + Bo),

\

A\VARR\VARAY
S > > >

WV

or par construction de A’ puis par (2.37) puis parce qu’on est dans le cas B,
on a

AAL + By) < 8b+ Keb+ (K — 1)by + by
< 8b+ Keb+ K(M\Bg) + ¢b)
< O0b+ (K + K(1k + 1))eb.
Ainsi

Treb > (1= 6)b— (K + K(7x + 1))eb,

ce qui contredit ’hypothese (2.3). Finalement, on doit donc avoir :
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(c) (x+ B1)N(Aj+ Bo) =@ et (x+ By) N (A} + By) # @.

Al + By Al + By

z+ By

Le Lemme 2.14 assure que A((x + B) \ (A’ + B)) < 7xeb mais comme
(x+B1)N(Ay+ Bo) =D et (x+ B1) N (A} + By) # &, on a

A((z+B)\ (A"+ B)) = A((z+ Bo) \ (Ag + Bo)) + A((z+ B1) \ (4] + Bo)).

Ainsi

7ieb = M(x + Bo) \ (A + Bo)) + A((z + B1) \ (A} + By))
> AN Boy) — A((z+ Bo) N (Ay+ Bo)) + A(B1) — A((z+ B1) N (A} + By))
>b— A[z,z + by] N [min 4’, +00])

—MIl+z-b_,14+z]N[l+minA" —b_,+oc0]).
Finalement, soit [,z + b4] N [min A’, +00[ est non vide et
Treb =2 b— A([min A,z +b4]) = AN([1+ min A" —b_,1 +z])
>b—(z+by —minA)— (1+2— (1 +mind" —b_))
> 2(min A’ — x) —eb d’apres (2.36),
d’out
x> min A’ — %(TKE +¢e)b.
Soit [z, + by] N [min A’, +00| est vide et
Treb = b—A([1 + min A" —b_,1+ z])
>b—(1+z—(1+minA' —b_))
>minA —x+b—b_
>min A" —z —¢b d’apres (2.38),
d’ou
r > min A" — (7xe + €)b.
Cette inégalité est donc valable dans tous les cas. O
Traitons désormais le cas des éléments supérieurs & max A’.
Lemme 2.16. Soit x € A tel que x > max A’, on a nécessairement
r < max A’ + (7 + 1)eb,

ou on rappelle que Tk = K(K +1)log K — K (K (1+1log4) —6+1log4) + 7.
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Démonstration. La preuve est immédiate en utilisant la transformation x
définie sur P (R), 'ensemble des parties bornées de R, par
x : P(R) — P (R)
EFr—supFE - F

et le Lemme 2.15. 11 faut simplement veiller & ce que x(A’) = x(A)’, ce qui
est bien le cas (cf. [17, p. 103] ot 'argument y est développé?). O

2.5.3. Le cas des éléments x de A\ A’ dans |max A}, min A; [
pour k € {0,..., K — 1}.

Lemme 2.17. Si k € {0,..., K — 1} et si © est un élément de A tel que
x € Jmax A, min A}_ [, alors

d(x,A") < (tx + 1)eb,
ou on rappelle que Tk = K(K + 1) log K — K (K (1 +1log4) — 6 +log4) + 7.

Démonstration. Soit k € {0,..., K —1} et z € AN]max A}, min A} ,[. On
peut supposer que A\(By) > b/2. Sinon cela signifie que A(B1) = b/2 et donc
quitte & appliquer x, on se rameéne a x(By) = b/2. Nous allons raisonner
par 1’absurde, supposons que d (z, A") > (7x + 1)eb, ce qui implique que

A(Jmax A}, min A} () > 2(7x + 1)eb,
et donc
z € lmax Aj, + (7 + 1)eb,min A} | — (7x + 1)eb|.
On a
(2:53) A((e + Bo) \ (4’ + B)) > A((w + Bo) N Jmax A} + by, min Ap ).
Or on rappelle que le Lemme 2.14 donne la majoration

M(A+B)\ (AN A) + B)) < 7ceb,

Nous allons voir que ces deux dernieres inégalités sont en contradiction.
Pour cela nous allons distinguer les quatre configurations possibles :
e (z+Bp)N]—o0, max A} +by [ = @ et (x+Bp)N|min A} |, +00[ = &
o (z+DBg)N]—oo, max A} +by [ # D et (x+Bo)N|min A7, |, +-00[ # @
e (z+DBg)N]—oo, max A} +by [ # T et (x+Bo)N|min A}, |, +00[ = @
e (z+Bp)N]—o0, max A} +by [ = @ et (x+Bp)N|min A} |, +-00[ # &
et nous allons voir que quelle que soit la configuration dans laquelle on se
trouve, A((x + Bo) \ (A’ + B)) est supérieur a 7xeb ce qui nous conduira
donc a une absurdité.

2Le lecteur intéressé pourra trouver cette thése & I’adresse https://hal.univ-lorraine.fr/
tel-03368154v1.
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Cas 1 : (xz+Bo)N]—00, max A} +by[= 3 et (x+ Bo)N]min A}, |, +oo[= 2.

T+ BO min A},

T T +by

max A} + by

A+ B
Dans ce cas on a alors x 4+ By C Jmax A} + by, min A}, et donc

b
A((a: + Bp) N Jmax A}, + by, min A%H[) > ANBy) = 7
3 3
Or 2 > Tieb, car £ < <3LK) par 'hypothese (2.2) et (3%) < 27 quel

que so1t K > 2. Ainsi finalement

A((:U + Bp) N |max A}, + by, min A;CH[) > Teb.

Cas 2 : (x+Bo)N]—o00, max A} +b[# @ et (x+By)N|min Aj_ |, +-00[ # @

« A’ 1 Al
max A, + by min A,

A+ B r + By

On rappelle ici que By C [0,b4] et by < b+ ¢eb (cf. (2.37)), donc
)\((x + Bp) N |max A}, + by, min A;H[)
> A([x, x + by ] N]max A}, + by, min A;H[) — A([az, x+by)\ (x+ Bo))
> )\(]max A} + by, min A;H[) — ¢b,
car x + By remplit [,z + by| & un ensemble de mesure au plus b pres. Or

)\Gmax Af + by, min A) [)
—1— (k+ )b — (K — k)b, — 8b—eb

>1—(b+eb)—kb_(K—k—1)by —b—cb par (2.36)

>1— K(b+¢eb) —ob—eb par (2.37) et (2.38)
21— (K+0+ (1 + K+ 1)e)b+ 7xeb

> Tieb,

ou la derniére ligne provient de ’hypothese (2.5). Ainsi finalement

)\((:U + Bp) N |max A}, + by, min A;CH[) > Teb.
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Cas 8 : (x+Bo)N]—o0, max A} +by[# D et (x+Bp) N]min A} |, +oo[=2.

max A} + by min A}

| |
T I

A+ B x + By

On a

/\((:c + Bp) N |max A}, + by, min A;CH[)
> A((@ +10,b4)) N Jmax A + by, min 4 [) = A((2+[0,b2]) \ (2 + Bo))
> A(Jmax Aj, + by, 2+ b4]) = (A([0,54]) = A(By)),

et comme x € Jmax A} + (7x + 1)eb,min A} | — (7x + 1)eb], Bo C [0,by]
et by <b+eb,ona

(@ + Bo) N]max Af, + by, min Aj,,[) > (7 +1)eb — b,
c’est-a-dire
)\((x + Bp) N ]max A}, + by, min A;H—l[) > TReb.
Cas 4 : (x+Bo)N]—oo, max A} +b, [=@ et (x+Bo)N|min A} |, +oo[# T.

max Aj + b, min A7 |,

A+ B z+ By

Ce cas est similaire au précédent et on a
)\((x + Bp) N|max A}, + by, min A;H—l[) > Tieb.

Ainsi quel que soit le cas dans lequel on se trouve, on obtient toujours
une contradiction du Lemme 2.14 et donc Pabsurdité. Ainsi d(z, A’) <
(Ti + 1)eb ce qui termine la preuve de ce Lemme 2.17. O

Finalement les Lemmes 2.15, 2.16 et 2.17 nous aménent a la conclusion
suivante

AC A + [—(tx + 1)eb, (1xc + 1)eb],
ot 7k = K(K +1)log K — K(K(1+1og4) — 6+ log4) + 7 et
K-1

Al=d+ || [k—kb_k+ (0 +e)b+ (K —k—1)by].
k=0
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2.5.4. Restriction du wvoisinage A’ contenant A. Pour tout i €

{1,...,K + 1}, on pose S; = (A+ B)N (a’ — Kb_ + [i — 1,i]) et pour
tout i € {1,..., K}, on pose

A=A (4 [i— b — (i + 1)eb,i+ (K —i = 1)by + b+ (75 + 2)eb] )

et
ci = MAi) — (K = i)A(Bo) — (1 — 1)A(B1) — db.
On a donc
K K
= > MA) = Y ((K = D)A(Bo) + (i = DA(BL) + b + c:)
i=1 i=1
KK )b—i-Kéb—l—zK:cl—)\ )+§:ci,

2 =1

et donc Zfil ¢i = 0. Ainsi il existe ig € {1,..., K} tel que ¢;, > 0.

Lemme 2.18. Quel que soit k € {1,..., K}, Ay est inclus dans un inter-
valle de mesure (K — k)\(Bo) + (k — 1)\(B1) + 6b + ¢b.

Démonstration. Soit k € {1,..., K}. Commengons par donner une majo-
ration de la mesure de Ay. Par ’hypothese (2.5), pour tout i € {1,..., K},
ona A;+ By C S; et A;+ By C S;y1. De plus, quel que soit i € {1,..., K},
a+i+A x € A; et donc en particulier A; # @. Ainsi

K+1 k K
MA+B)= D> ASi) =D MAi+Bo) + Y MAi + By)
i=1 =1 i=k
k K
> A(A) + kA(Bo) + > A(A) + (K — k+ 1)A(B1)
1= i=k

1
> MA) + kXNBy) + (K — k+ 1)A\(B1) + AM(Ag),
or N(A+ B) = A(A) + (K + 6 + €)b par hypothese, donc
ek = MAg) — (K — k)A(By) — (k — 1)A\(B1) — db < &b.

De plus, comme Zfil ci=0,onacy=—3 ¢ > —(K—1). Ainsi, par
I’hypothese (2.4), on a

(2.54) 0<eb—c < Keb< pg.
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D’autre part, on a

K+1 k K
MA+B) = Z)\ > AMAi+ Bo) + Y AMAi + By)
= =1 i=k
k
> " A(Ai) +kA(Bo) + A(Ag+ Bi) + Z A + (K —k)A(By)
=1 i=k+1

> A(A) + kA(Bo) + (K — k)A(B1) + M(Ag + By).

Or encore une fois, A(A + B) = M(A) + (K + ¢ + €)A(B) par hypothese,
donc

MAg + B1) < (K — k)X (Bo) + kA(B1) + 0b + b,
d’ou par (2.54)
(2.55)  MAg + B1) < MAg) —cp + M(By) +eb < AM(Ag) + M(B1) + po.

De méme, on a les inégalités

K+1 k K
B) =Y A(Si) =D A+ Bo)+ Y AAi + By)
=1 =1 i=k
k—1 K
> > AA) + (k= 1)A(Bo) + A(A + Bo) + Y A(Ai) + (K — k+ 1)A(By)
=1 i=k
(A) + (k — l)A(Bo) + (K —k+ 1))\(31) + )\(Ak + Bg),

qui entrainent par (2.54)
(2.56) )\(Ak + By) < AM(Ag) + )\(Bo) +eb—cp < )\(Ak) + A(By) + po-

Comme max (A(By), A(B1)) > b/2 > Keb > b — ¢, au moins 1'une des in-
équations (2.55) et (2.56) nous permet d’utiliser le Théoréme 1.5. Sans
perdre en généralité, supposons donc que A(By) > Keb. Par (2.56) et
d’apres le Théoreme 1.5, il existe ng € N* tel que niBy C Jk,, npAy C I,’C,

p(J}) < p(Bo)+eb—cy et p(l},) < p(Ax)+eb—ci. Cependant, By C [0, by]
donc d’apres le Lemme 2.3, nécessairement nj, = 1. Finalement, A; C I i et
par définition de ¢, on a

W(IL) < u(Ap) + b — ex < (K — k)NBo) + (k — DA(By) + 6b +eb. O

Le Lemme 2.18 signifie que chaque morceau de A ne peut pas étre plus
gros que le morceau de Ay correspondant plus €b. Il reste a montrer plus
précisément que A C a’+ Ag+[0,eb]. Commencgons par donner une majora-
tion de A(Ay+ Bp) pour tout k € {1,..., K}, ce sera I'objet du Lemme 2.20
ci apres.
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Quel que soit k € {1,..., K}, on rappelle qu’on a posé ¢ = \(Ag) —
(K — k)A(Bo) + (k — 1)A\(B1) + 0b), on pose également dj, = diam(Ay) —
)\(Ak) Rappelons qu’on a

—(K —1)eb < ¢ < eb.
Ainsi, par le Lemme 2.18, on a
(2.57) dk Keb.

Ruzsa [20] a prouvé le résultat suivant (voir aussi le Lemme 1 dans [19]).

Lemme 2.19 (Ruzsa). Soient E et F' deuzx ensembles bornés, non vides de
réels. On a soit
AME + F) > MNE) + diam(F)
s0it
E+1 kE+1

AE) + T ()

ou k est l'entier naturel défini par
k = max{k' € N| 3z € [0,diam(F)[,#{n € N|z + ndiam(F) € E} > k'}.

ANE+F) >

Quitte a appliquer x, on peut supposer que by > b_.
Lemme 2.20. Quel que soit k € {1,...,K}, on a

Démonstration. Soit k € {1,..., K — 1}, nous traiterons le cas k = K a
part. Par hypothese § > ¢, donc

diam(Ag) > MAg) > AN(Bop) + €b > diam(By).

Ainsi
max{k’ € N| 3z € [0,diam(Ag)[, #{n € N|z+ndiam(Ax) € Bo} =k'} =1,
et donc le Lemme 2.19 implique

A(Ag + By) > min(A(Bp) + diam(Ag), AM(Ag) + 2X(By)).
Or d, < Keb (cf. (2.57)) et Ke < A(Byp) par hypothese (et parce qu'on a
supposé by > b_), donc A\(By) + diam(Ag) < A(Ag) + 2A(By), et

AMAg + By) = M(By) + diam(Ag) = A(Ag) + A(Bo) + d.
Il ne reste qu’a traiter le cas k = K. Posons
| =max{k' eN|Jz€0,diam(Ag)[,#{n eN|z+ndiam(Ax) € Bo} > k'}.
Si I =1 alors il suffit de reprendre le stratégie précédente. Supposons donc
désormais que [ > 2. Par le Lemme 2.19, on a

l+1

MAx + Bo) > min ()\(BO) + diam(Ay), HTIA(AK) ZA(BO))
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Or comme [ > 2, on a

H—l)\(AK) + Z%A(BO) MAg) + %A(AK) + A(Bo)-

De plus
MAg) = (K — 1))A(B1) + 0b + i, > 6b — Keb,
et 0 > (3K + 2)e par Ihypothese (2.2). Ainsi (6 — Ke)b > (K + 1)eb et
donc
fA(AK) (K + 1)eb > dy.
Finalement on a bien également
MAk + Bo) 2 MAk) + AM(Bo) + di. O

Nous sommes désormais préts a conclure. Comme (A4; + Bo) U ((Ai—1 +

B1)\ (A; + By)) C S; pour tout i € {2,..., K}, on a
A(Si) =2 AM(Ai + Bo) + A((Ai-1 + B1) \ (4 + By)).

Ainsi par hypothese, on a

K+1
MA) +(K+5+e)b=\NA+B) = ZA

K

> MA;i+ Bo) + Z AM(Ai—1 + B1) \ (Ai + By)) + MAxk + By),
i=1 i=2

et donc par le Lemme 2.20 et par définition de cx

AA) + (K 46+ )b

K K
> (AMA) +AMBo)+di) + > A((Aim1 +B1)\ (Ai+ Bo)) + A(Ak) + M(B1)
i=1 1=2
K K
> MA)+ (K +6)b+ Y AM(Aic1 + B1) \ (Ai + Bo)) + > di + ck.
i=2 i=1

Ceci entralne

K K
Z)\ 1+Bl \(Ai+Bo))<€b—Zdi—CK

et donc il existe des réels positifs E%, . ,5}1{ tels que
K K

(2.58) ZE?szb—Zdi—cK,
i=2 i=1

et pour tout i € {2,..., K}
(2.59) /\((A¢_1 + B) \ (A; + Bo)) < E?b.
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De plus pour tout ¢ € {2,..., K}, on a
(Ai—1 + B1) N ([min(A;—1 + By), min(A; + By)]
U [max(A; + By), max(A;—1 + B1)])
C ((Ai1 + B1) \ (Ai + By)),

notons que les intervalles peuvent étre vides. On peut donc définir deux
réels positifs ou nuls £ et €7 tels que

(2.60) AM(Ai—1 + B1) N [min(A;—1 + By),min(A4; + By)]) = &5°b,
et
(2.61) AM(Ai—1 + B1) N [max(4; + By), max(A;—1 + B1)]) = &7°b.
On a alors
(2.62) ef +e7 <¢f,
On rappelle que diam(A4;_1) = A(A;—1) + di—1. Comme A; 1 +1—b_ C
(Aic1 +B1), Aic1 +1C (Aim1 + By) et

d([min(A; 1 + By), min(4; + Bo)], [max(A; + By), max(A; 1 + Bi)])

= diam(A; + Bo) > b_,
il existe deux réels positifs d- | et d7; tels que
A((Ai—1 +1—=b_) N [min(A;_1 + B1), min(4; + By)])
> A([min(A4;_1 + By), min(A4; + Bo)]) — dy 4,

A((Aj—1 + 1) N [max(A; + By), max(A4;_1 + By)])
> A[max(A; + By), max(4;_1 + B1)]) — d;_4,
et
(2.63) diy +d7 ) <dig.
Or soit min(A;—; + B1) > min(A4; + By) soit
A([min(A;—1 + By), min(A; + By)]) = min(A; + By) — min(A4;_1 + By)
=min 4; — (minA4; 1 +1—-0_),
et donc par (2.60)
min A; — (min A;_; +1—b_) <eb+d,
Finalement comme £5°b et d- ; sont positifs, dans tous les cas on a
(2.64) min A;_; >minA; —1+b_ —etb—d7,.
De la méme maniere, par (2.61) on établit I'inégalité

(2.65) max A;_1 <maxA; —1+by +e7b+d7 .
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Ces deux derniéres inégalités étaient le maillon manquant afin de terminer
cette preuve. En effet, en posant

K K-1
ap = min Ag — Zefb— Z ds,
i=2 i=1

on a diam(Ax) = (K — 1)A(B1) + db + cx + dj, et donc par (2.62), (2.63)
puis (2.58)

K K—1

diam(Ag) + A([ag, min Ag]) = diam(Ag) + > b+ . dy
=2 i=1
K K—1
< diam(Ag) + nglb + Z d;
=2 i=1

diam(Ag) + €b — (¢ + dy)

<
< (K — 1)A(By) + 6b + eb.

Ainsi
A Cag+[K —1— (K —1)b_, K — 1+ 6b+eb],
et donc Ag C ap+ A’ +[0,eb] . De méme, par (2.64) et (2.65), quel que soit
ke{l,...,K—1}ona
Ap Cap+ A +10,¢eb],

et donc finalement A est inclus dans un translaté de A" + [0,¢eb], ce qui
termine la preuve du Théoreme 1.3.

3. Cas symétrique et optimalité du Théoréme 1.3

La conclusion du Théoréme 1.3 est optimale en un certain sens car en
considérant B = [0, A\(B)] U {1} et pour tout i € {1,..., K} et tout 0 <
/
e <eg,

Ai(e) = AU (i = 1+ (K = )b+ b+ [0,6'6] ) U (i = 1) + [~ (e — £)b,0]),

(on rappelle que b = A\(B)) et
K
Ag=Jk—1Lk—1+ (K —k)b+db],
k=1

chaque couple d’ensembles (A;(¢'), B) respecte les conditions du Théo-
réme 1.3 (en particulier on a bien A\(A;(e") + B) = A(Ai(€"))(K + 0 + €)b)
et le plus petit ensemble (au sens de 'inclusion) contenant tous les A;(g)
A translation pres est bien Ag + [0, £b].

En revanche, une voie d’amélioration du Théoréme 1.3 serait un affaiblis-
sement des hypotheses sur €. Par souci de lisibilité, nous avons considéré
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I'hypotheése (K + d + (K?log K + 12)e)A(B) < Dp alors que 'hypothése
plus faible

(K +0+ (K*log K — K(K(1+log4) —log K —7+log4) +8)e)\(B) < Dp

est suffisante. Nous pensons que certaines restrictions sur € sont essentiel-
lement techniques et qu’il doit étre possible d’affaiblir ces hypotheses. En
particulier, la borne € < % ne semble pas naturelle et ne permet pas
d’utiliser le résultat lorsque ¢ est nul, notamment dans le cas symétrique
A = B. Ce cas a été étudié par Candela et Roton [2] (Théoreme 4.1).

Théoréme 3.1 (Candela et Roton). Soit 0 < ¢ < 1074 et A C [0,1] un
ensemble fermé, de diameétre 1, de mesure non nulle et tel que \(A+ A) <
(B+e)AA) et A(A) < 2(++a) Alors Amod 1 est inclus dans un intervalle

I CT tel que p(I) < (14+e)A(A).

En dehors des dominations en fonction de § et 1 — § du Théoréme 1.3
(hypotheses que l'on doit pouvoir affaiblir en traitant a part les cas ou
0 est proche de 0 ou 1), on retrouve le méme type d’hypothéses sur e,
bien que moins restrictives. En effet, dans le Théoréme 3.1, on demande
(24 2e)A(A) < 1 alors que nous avons

(K +6+ (K?log K — K(K(1+4log4) —log K — 7 +1log4) 4+ 8)e)A(B) < 1,

ce qui signifie (2+ 13,85¢)A\(A) < 1 dans le cas symétrique (on peut certai-
nement également affaiblir cette hypothese mais celle-ci est naturelle car elle
assure que les segments composant Ag+[0, b] restent disjoints une fois som-
més par B). Aussi, pour utiliser le Théoréme 1.3, il faut e < 1,55 x 107149
(ce qui sera amélioré des que le résultat de Grynkiewicz [13] le sera), alors
que pour le Théoréeme 3.1, il faut seulement ¢ < 10~%. Cette derniére borne
provient de la majoration de la mesure d’un ensemble sans k-sommes dans
T. La meilleure borne connue est W pour tout £ > 3 et est due a
Serra et Zémor [25]. On peut donc certainement affaiblir cette hypothese
et en fait, si la conjecture de Bilu [1, Conjecture 1.2] est vérifiée dans le cas
symétrique, alors le Théoreme 3.1 reste vrai en remplagant les hypotheses
(24+2e)A(A) <lete<10 % par N(A) < 1/det e < 1.

Quoiqu’il en soit, les conclusions des deux théorémes étant optimales,
elles se rejoignent naturellement. Ainsi, si nous parvenons a rendre les hy-
potheses techniques du Théoreme 1.3 moins restrictives, il impliquerait en
particulier le Théoreme 3.1.
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