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Homothéties explicites des représentations
ℓ-adiques

par Aurélien GALATEAU et César MARTÍNEZ

Résumé. Cet article présente et précise les principaux résultats connus sur la
taille du sous-groupe des homothéties des représentations ℓ-adiques associées
à la torsion d’une variété abélienne. De telles estimations permettent notam-
ment de donner des bornes uniformes explicites dans le cadre du problème de
Manin–Mumford.

Abstract. This article presents and specifies the main known results on the
size of the subgroup of homotheties of ℓ-adic representations associated with
the torsion of an abelian variety. Such estimates notably make it possible
to give explicit uniform bounds in the framework of the Manin–Mumford
problem.

1. Introduction
La question de la distribution des points de torsion d’une courbe algé-

brique plongée dans sa jacobienne est posée par Lang en 1965 ([19]). Inspiré
par des travaux de Manin et par ses discussions avec Mumford, il formule
une conjecture qui sera démontrée une vingtaine d’années plus tard.

Théorème 1.1 (Raynaud). Si C est une courbe algébrique de genre au
moins deux, définie sur un corps de nombres et plongée dans sa jacobienne,
elle contient un nombre fini de points de torsion.

Soit A une variété abélienne de dimension g ≥ 1 définie sur un corps
de nombres K dont on fixe une clôture algébrique K. On peut plus géné-
ralement décrire la répartition des points de torsion dans les sous-variétés
de A.

Théorème 1.2 (Raynaud). Si V est une sous-variété de A, ses points
de torsion sont inclus dans un nombre fini de translatés de sous-variétés
abéliennes par des points de torsion.

Manuscrit reçu le 10 mai 2022, révisé le 18 septembre 2022, accepté le 14 décembre 2022.
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Mots-clefs. variétés abéliennes, torsion, représentations ℓ-adiques.
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À la lumière des travaux d’Ihara, Serre et Tate sur l’analogue torique de
ce problème, Lang montre que certaines propriétés galoisiennes des points
de torsion pourraient permettre de résoudre la question posée par Manin
et Mumford.

Si ℓ est dans l’ensemble P des nombres premiers, l’action du groupe de
Galois GK := Gal(K/K) sur le module de Tate Tℓ de A (dont on fixe une
base sur Zℓ) définit une représentation :

ρℓ : GK → GLZℓ
(Tℓ) ≃ GL2g(Zℓ),

dont l’image sera désormais notée Gℓ. L’image de Z×
ℓ par le morphisme

naturel : Z×
ℓ → GL2g(Zℓ) sera encore notée Z×

ℓ et ses éléments seront appe-
lés « homothéties ». L’hypothèse faite par Lang est devenue la conjecture
suivante, toujours ouverte aujourd’hui.

Conjecture 1.3 (Lang). Si ℓ est assez grand, le groupe Gℓ contient le
sous-groupe des homothéties de GL2g(Zℓ).

De nombreux résultats sont connus en direction de cette conjecture. Bo-
gomolov a d’abord démontré, en utilisant la théorie de Hodge–Tate, que les
représentations ℓ-adiques contiennent les homothéties à un indice fini près
(voir [2]).

Théorème 1.4 (Bogomolov). Le groupe Gℓ contient un sous-groupe ouvert
du groupe des homothéties de GL2g(Zℓ).

Si on considère le « groupe de monodromie » Hℓ, c’est-à-dire l’enveloppe
algébrique de Gℓ dans GL2g sur Qℓ (dont les propriétés générales sont rap-
pelées dans [28, §3]), les travaux de Bogomolov montrent en fait que Gℓ est
un sous-groupe ouvert (pour la topologie ℓ-adique) de Hℓ(Qℓ). Serre, avec
des arguments plus sophistiqués, a ensuite donné une version uniforme du
résultat de Bogomolov.

Théorème 1.5 (Serre). Il existe un entier c(A) > 0 ne dépendant que de
A tel que :

∀ ℓ ∈ P, (Z×
ℓ )c(A) ⊂ Gℓ.

Ce résultat, annoncé dans ses cours au Collège de France ([36, 136]), a
ensuite été exposé en détail par Wintenberger ([40]).

Le théorème de Serre se révèle être suffisant pour mener à bien la stratégie
imaginée par Lang dans le problème de Manin–Mumford. Suivant cette voie,
Hindry a généralisé le théorème de Raynaud aux sous-variétés des variétés
semi-abéliennes ([17]).

En combinant une variante de cette approche développée par Beukers
et Smyth ([1]) avec de nouveaux arguments d’interpolation, nous avons
obtenu dans [14] des bornes uniformes permettant de quantifier la torsion
dans les sous-variétés des variétés abéliennes. Pour rendre ces estimations
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totalement explicites, il faudrait pouvoir estimer la « constante de Serre »,
c’est-à-dire l’exposant apparaissant dans le théorème 1.5. Nous rassemblons
et précisons dans cet article les résultats connus sur cette question, et nous
en déduisons des bornes totalement explicites pour la torsion dans certains
cas particuliers. Par exemple, si E est une courbe elliptique sans multipli-
cation complexe définie sur un corps de nombres K et dont la hauteur de
Faltings est notée hF (E), on obtient la majoration suivante.

Théorème 1.6. Soit C une courbe de Eg qui n’est pas la translatée d’une
courbe elliptique par un point de torsion. Le cardinal des points de torsion
de C est borné par :

4e2·1010
g·

(
[K:Q] max{1,hF (E),log[K:Q]}

)12395

.

Plan de l’article. Dans la Partie 2, nous revisitons les travaux de Serre et
Wintenberger, qui montrent (théorème 2.4) que pour un nombre premier ℓ
suffisamment grand, le groupe Gℓ contient un sous-groupe « assez grand »
du groupe dérivé Hℓ(Qℓ)′. Il est alors possible de borner simplement l’ex-
posant du groupe d’homothéties en fonction de g. Toute la difficulté ici est
d’estimer la taille des nombres premiers pour lesquels ce phénomène a lieu,
et ceci a été partiellement réalisé par Zywina ([42]).

Nous reprenons dans la Partie 3 des résultats classiques de cohomologie
galoisienne sur les corps locaux démontrés par Tate dans [39], que nous
précisons en estimant les sauts de ramification d’une extension procyclique
(proposition 3.7). La détermination de certains groupes de cohomologie
permet d’exploiter la décomposition de Hodge–Tate des représentations
abéliennes ℓ-adiques pour montrer leur algébricité locale.

Le cas des grands premiers étant essentiellement compris, il suffit alors
de donner une version explicite du théorème de Bogomolov. Ce problème se
décompose en deux parties. La première consiste à contrôler l’écart entre Gℓ

et Hℓ(Qℓ)′, ce qui semble actuellement hors d’atteinte. La seconde revient
à estimer la taille des homothéties dans une représentation abélienne qui a
la propriété d’être de Hodge–Tate. Nous le faisons à la fin de la Partie 4
(corollaire 4.4), en reprenant l’exposé donné par Serre dans [34, III A].

Nous revenons enfin sur le problème de Manin–Mumford et nous explici-
tons les résultats uniformes déjà connus dans deux cas particuliers impor-
tants : les puissances de courbes elliptiques et les variétés abéliennes CM.
De telles bornes, lorsqu’elles sont calculables, permettent de déterminer
effectivement le lieu de torsion recherché.

2. Constante de Serre pour les grands premiers
Serre a d’abord exposé la preuve du théorème 1.5 dans son cours au

Collège de France de 1985-1986. Les grandes lignes de la démonstration
apparaissent dans sa correspondance de l’époque (en particulier la lettre à
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Bertrand [36, 134]). Elles ont été reprises par Wintenberger dans [40], où il
est aussi prouvé que la conjecture de Mumford–Tate entraîne la conjecture
de Lang.

2.1. Extension des scalaires. Un certain nombre de simplifications ap-
paraissent à condition de se placer sur une extension finie de K, dont le
degré peut être borné explicitement en fonction de g. C’est ce qu’on fera
dans la suite de cet article.

Commençons par rappeler que si on remplace K par K(A[12]), la va-
riété A admet réduction semi-stable en tout idéal premier. L’extension
K(A[12])/K est de degré au plus 124g2 ([16, Exposé IX, proposition 4.7]).
Une propriété intéressante apparaît avec cette extension : les groupes de
monodromie sont simultanément connexes.

Lemme 2.1. Quitte à étendre K, le groupe Hℓ est connexe pour tout ℓ ∈ P.

Démonstration. Voir [20, théorème 0.1], qui précise le résultat démontré
par Serre dans sa lettre à Ribet ([36, 133]). Le plus petit corps de définition
rendant connexes tous les Hℓ est inclus dans :⋂

ℓ∈P
K(A[ℓ∞]) ⊂ K(A[2∞]) ∩ K(A[3∞]).

Son degré sur K est donc borné par :
2g∏

k=1
(2k − 1)(3k − 1) ≤ 63g2

,

et on voit que l’extension choisie pour assurer la semi-stabilité partout
convient également ici. □

On peut aussi se demander si les représentations ρℓ sont indépendantes
dans le sens suivant.

Définition 2.2. Les (ρℓ)ℓ∈P sont indépendantes si le morphisme produit :

ρ := (ρℓ)ℓ∈P : GK −→
∏

ℓ

Gℓ

est surjectif.

Dans ce cas, on a : ρ(GK) =
∏

ℓ Gℓ et il est possible de recoller les
résultats obtenus sur chaque représentation ℓ-adique.

Lemme 2.3. Quitte à étendre K, on peut considérer que les ρℓ sont indé-
pendantes.
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Démonstration. Suivant [37, théorème 1], il suffit de remplacer K par son
extension finie : ⋂

ℓ∈P
K ′

ℓ,

où K ′
ℓ est le corps de rationalité de tous les points de torsion d’ordre premier

à ℓ. Une version moins précise de ce résultat figure dans la Lettre de Serre
à Ribet, [36, 138]. □

Pour la suite de cet article, on fixera un corps K vérifiant les propriétés
des deux lemmes précédents.

2.2. Groupes dérivés. On considère maintenant l’enveloppe algébrique
Hℓ de Gℓ dans le groupe algébrique GL2g sur Zℓ, dont la fibre générique
est Hℓ. Son groupe dérivé au sens des schémas en groupes réductifs ([12,
Exposé XXII, 6.2]) sera noté Sℓ. Le principal résultat en direction du théo-
rème 1.5 est le suivant ([40, théorème 2]).

Théorème 2.4 (Wintenberger). Il existe un réel ℓ0 tel que pour tout pre-
mier ℓ ≥ ℓ0 :

Sℓ(Zℓ)′ ⊂ Gℓ.

Ce résultat repose en grande partie sur une étude de la représentation
modulo ℓ, donnée par l’action de GK sur la ℓ-torsion :

ρ(ℓ) : GK → GLFℓ
(A[ℓ]) ≃ GL2g(Fℓ),

dont l’image sera notée G(ℓ). Dans sa lettre à Bertrand ([36, 134]), Serre
explique qu’on pourrait trouver une borne effective à condition d’obtenir
une version précise d’un théorème de Faltings affirmant la semi-simplicité
de cette représentation (voir aussi [40, remarque 2.2], pour un inventaire
des obstacles à l’effectivité).

Théorème 2.5 (Faltings). Il existe un réel ℓ1 tel que pour tout premier
ℓ ≥ ℓ1, la représentation ρ(ℓ) est semi-simple de commutant Fℓ ⊗ End(A).

Dans un travail récent, Zywina utilise la version donnée par Masser et
Wüstholz du théorème de Faltings pour estimer partiellement l’entier ℓ0.
Par des travaux de Serre, le rang r de Hℓ est indépendant de ℓ et il existe
un idéal premier p de OK tel que le tore de Frobénius Tp, c’est-à-dire le
groupe multiplicatif engendré par les racines du polynôme caractéristique
du Frobénius en p, soit de rang r ([36, 133] ou [42, 2.5]). On fixe un tel
idéal p de norme minimale, et on note hF (A) la hauteur de Faltings de A.

Théorème 2.6 (Zywina). Il existe des réels positifs α et β ne dépendant
que de g tels qu’on puisse choisir :

ℓ0 = α · max{[K : Q], hF (A), N(p)}β.
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Remarque. Zywina montre qu’il est possible de faire disparaître la dépen-
dance en l’idéal p si on admet l’Hypothèse de Riemann généralisée. En
utilisant le théorème de Minkowksi et la comparaison entre « conducteur »
et hauteur de Faltings ([27, théorème 1.1]), la borne devient alors :

ℓ0 = α · max{log ∆K , hF (A)}β,

où ∆K est le discriminant absolu du corps K ([42, théorème 1.4]).

2.3. Version effective du théorème 2.5. Il est possible d’aller un peu
plus loin en utilisant les travaux de Gaudron et Rémond sur les degrés
d’isogénies, qui donnent des informations précises sur la représentation ρ(ℓ)
modulo ℓ. On introduit la notation suivante :

Ξ(A) :=
(
(7g)8g2 [K : Q] max

{
1, hF (A), log[K : Q]

})2g2

,

qui apparaît de façon répétée dans [15].

Proposition 2.7. On peut choisir ℓ1 = 2g2g2Ξ(A)g.

Démonstration. Le théorème 1.9(4) de [15] montre que le commutant de
ρ(ℓ) est Fℓ ⊗ End(A) si :

ℓ > Ξ(A).
On note d(A) la valeur absolue du discriminant de EndK(A). Par le théo-
rème du double commutant ([18, 4.6, théorème 4.10]), la semi-simplicité de
ρ(ℓ) découle de celle de l’algèbre Fℓ ⊗ End(A), qui est réalisée si ℓ ne divise
pas d(A). On peut borner le discriminant en combinant le lemme 2.10 de [31]
et le théorème 1.9(3) de [15] (le rang de EndK(A) est majoré par 2g2) :

d(A) ≤ g2g2 vol(EndK(A))2 ≤ g2g2Ξ(A)g.

Pour :
ℓ > g2g2Ξ(A)g,

les deux conditions demandées sur ρ(ℓ) sont donc vérifiées. □

On peut alors estimer en partie l’exposant qui apparaît dans le théo-
rème 2.6.

Corollaire 2.8. Il existe des réels positifs α, β ne dépendant que de g tels
qu’on puisse choisir :

ℓ0 = α · N(p)β · max{[K : Q], hF (A)}2g3
.

Démonstration. En suivant la preuve du théorème 2.6, on voit que la seule
contrainte sur l’exposant γ de max{[K : Q], hF (A)} est liée à l’utilisation
du théorème de Faltings. La proposition 2.7 montre qu’on peut prendre
γ = 2g2 · g = 2g3. □
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Remarques. Notons que si A′ est une variété abélienne K-isogène à A, les re-
présentations ℓ-adiques associées à A et A′ sont conjuguées dans GL2g(Qℓ).
Leurs sous-groupes d’homothéties sont donc identiques.

On peut théoriquement déterminer α et β en fonction de g. Cela deman-
derait de rendre effectifs de nombreux résultats profonds de théorie des
groupes et de théorie des représentations (dont des théorèmes de Jordan et
de Nori), puis de reprendre en détail la preuve du théorème 2.6.

2.4. Homothéties pour les grands premiers. Lorsque ℓ est assez
grand, on peut donner une borne assez simple pour la constante de Serre
(l’exposant du théorème 1.5).

Proposition 2.9. On suppose que ℓ ≥ max{ℓ0, ∆K + 1}. Alors il existe
c |(2g)! tel que :

(Z×
ℓ )c ⊂ Gℓ.

Démonstration. On reprend les arguments donnés dans [40, 2.3]. Par une
remarque de Deligne (voir [35, 2, 3]), on sait déjà que le groupe des homo-
théties Z×

ℓ est inclus dans Hℓ(Qℓ). Les travaux de Tate aux places de bonne
réduction, étendus par Raynaud aux places quelconques ([2, 2]), montrent
que la restriction de ρℓ à tout groupe de décomposition en une place di-
visant ℓ est de Hodge–Tate. Par [2, 1 (preuve du corollaire)], c’est encore
vrai pour la représentation abélienne :

ρab
ℓ : GK −→ Hℓ(Qℓ)/Hℓ(Qℓ)′.

Comme A admet réduction semi-stable partout et K est non ramifié au-
dessus de ℓ, on peut appliquer le corollaire 2.4 de [41] à ρab

ℓ , et on en
déduit que ρab

ℓ (GK) contient l’image de Z×
ℓ dans Hℓ(Qℓ)/Hℓ(Qℓ)′. Par le

théorème 2.4, si c est un annulateur du quotient Sℓ(Zℓ)/Sℓ(Zℓ)′, on a :

(Z×
ℓ )c ⊂ Gℓ.

Si on note πℓ le morphisme de projection associé au revêtement universel
de Sℓ, on a : Sℓ(Zℓ)′ = Im πℓ(Zℓ) ([40, 1.2]). Il suffit alors de trouver un
entier c qui annule le groupe fondamental de Ker πℓ(Qℓ), qui est un sous-
groupe semi-simple de GL2g(C). Comme ses facteurs simples sont de rang
borné par 2g − 1, ils ont au plus 2g − 1 poids minuscules et leur groupe
fondamental est annulé par un entier inférieur ou égal à 2g. On peut donc
prendre pour c le plus petit commun multiple des entiers ≤ 2g, qui vérifie
la condition annoncée. □

Remarques. On remarque que la constante c donnée par la preuve vérifie :

log(c) =
∑
p∈P

⌊ log(2g)
log p

⌋
log p ≤ π(2g) log(2g) ≤ 3g,
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où π(2g), le nombre de premiers inférieurs ou égaux à 2g, est majoré sui-
vant [32, (3.7)]. On a donc : c ≤ e3g.

Par le corollaire 2.7.5 de [41], si g ≤ 4 ou si la conjecture de Mumford–
Tate est vraie pour A, on peut prendre c = 1 dans la proposition précédente.
La conjecture 1.3 est donc une conséquence de la conjecture de Mumford–
Tate.

En faisant la même hypothèse sur ℓ, il est en fait possible de majorer le
quotient [Hℓ(Zℓ) : Gℓ], qui est fini par le théorème de Bogomolov. Par [42,
théorème 1.2(b)], on peut trouver une borne qui dépend uniquement de g.

3. Cohomologie galoisienne sur les corps locaux
On étudie dans cette partie des groupes de cohomologie galoisienne in-

troduits par Tate dans [39, §3], dont on précise certains résultats en esti-
mant les sauts de ramification d’une extension procyclique. L’étude de ces
groupes de cohomologie nous servira dans la partie suivante pour trans-
crire la structure de Hodge–Tate d’une variété abélienne en une propriété
d’algébricité de sa représentation abélienne ℓ-adique.

À l’exception du dernier paragraphe, on se place dans un cadre un peu
plus général qui permet d’englober le cas des corps de fonctions en caracté-
ristique positive. On fixe un nombre premier ℓ et un corps local Kv, complet
pour une valuation v, dont le corps résiduel est parfait de caractéristique
ℓ, et dont l’indice de ramification est noté e. Soit Kv la clôture algébrique
de Kv. La complétion de Kv pour la valeur absolue associée à v est notée
C. C’est un corps algébriquement clos.

3.1. Préliminaires sur une extension procyclique totalement ra-
mifiée. On fixe désormais une extension galoisienne K∞ de Kv totalement
ramifiée telle que :

C := Gal(K∞/Kv) ≃ Zℓ,

et on se donne un générateur σ de C . On peut obtenir une telle extension
en considérant un sous-corps bien choisi du corps engendré sur Kv par les
racines ℓn-ièmes de l’unité, où n varie dans N.

Si n est un entier naturel, on note Kn le sous-corps de K∞ correspondant
au sous-groupe C (n) := ℓnZℓ de C . On a :

G(n) := Gal(Kn/Kv) ≃ C /C (n).
Pour ν ≥ −1, le groupe de ramification en notation supérieure G(n)ν est
donné par (voir [33, IV, §3, proposition 14] et la remarque qui suit la preuve
de cette proposition pour passer aux extensions profinies) :

G(n)ν = C νC (n)/C (n).
Soit (νi)i≥−1 la suite définie par : C ν = C (i), pour νi < ν ≤ νi+1. On a
ν0 = −1 et les (νi)i≥0 sont des entiers positifs par le théorème de Hasse–Arf
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(voir [33, V, §7, théorème 1], pour le cas des extensions finies auquel on se
ramène immédiatement). Pour une extension procyclique, on peut en dire
un peu plus sur ces « sauts de ramification ».

Lemme 3.1. Il existe un entier κ tel que pour tout i ≥ κ + 1 :

νi+1 − νi = e, et max{νκ+1, ℓκ + 1} ≤ eℓ

ℓ − 1 .

Démonstration. Soit κ le plus grand entier i pour lequel :

νi <
e

ℓ − 1 .

Ce nombre est bien défini, car les (νi)i≥0 sont une suite strictement crois-
sante d’entiers et ν0 = −1. On applique maintenant [23, exemple page 280
(qui précise le théorème 6)] à Kn/Kv en prenant n > κ+1. On voit d’abord
que pour κ + 1 ≤ i ≤ n :

νi+1 − νi = e ;
puis que :

νκ+1 ≤ eℓ
ℓ−1 ou νκ+1 = min{ℓνκ, νκ + e} = ℓνκ,

ce qui donne dans chaque cas la majoration annoncée pour νκ+1. De plus,
pour tout 1 ≤ i ≤ n,

νi+1 ≥ min{ℓνi, νi + e}.

Pour i < κ, ceci impose que νi+1 ≥ ℓνi, donc

ℓκ−1 ≤ νκ <
e

ℓ − 1 .

Ceci valant pour tout n > κ + 1, le lemme est entièrement démontré. □

Remarque. Les travaux de Maus ([24]) et Miki ([25]) montrent que les condi-
tions utilisées ici caractérisent la suite des sauts de ramification d’une ex-
tension cyclique de corps locaux, et que les estimations du lemme sont
essentiellement optimales.

La différente relative d’une extension M/L sera notée dM/L. On peut
estimer précisément les valuations de la différente sur la tour d’extensions
(Kn)n∈N.

Lemme 3.2. On a :

v(dKn/Kv
) = en + c1 + ℓ−nc2,

où |c1| ≤ 6e2 et |c2| ≤ 2
(

ℓe
ℓ−1

)2
− 1 ≤ 8e2.
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Démonstration. Suivant la proposition 5 de [39], on voit que |G(n)ν | = ℓn−i

si νi < ν ≤ νi+1 (0 ≤ i ≤ n). De plus :

v(dKn/Kv
) =

∫ ∞

−1

(
1 − 1

|G(n)ν |

)
dν

=
n∑

i=0
(1 − ℓi−n)(νi+1 − νi)

=
κ∑

i=0
(1 − ℓi−n)(νi+1 − νi) + e

n∑
i=κ+1

(1 − ℓi−n)

= en − eκ + νκ+1 + 1 − e
ℓ − ℓκ+1−n

ℓ − 1 −
κ∑

i=0
ℓi−n(νi+1 − νi)

= en + c1 + ℓ−nc2,

où
c1 = −eκ + νκ+1 + 1 − eℓ

ℓ − 1 ,

et
c2 = eℓκ+1

ℓ − 1 −
κ∑

i=0
ℓi(νi+1 − νi).

On a :
|c1| ≤ 1 + 2eℓ

ℓ − 1 + e2 ≤ 6e2,

et
|c2| ≤

(
eℓ

ℓ − 1

)2
+ ℓκ(1 + νκ+1) ≤ 2

(
ℓ

ℓ − 1

)2
e2 − 1 ≤ 8e2,

ce qui conclut la preuve. □

Corollaire 3.3. On a :
v(dKn+1/Kn

) = e + ℓ−nc3,

où |c3| ≤ 2e2ℓ
ℓ−1 − 1 + 1

ℓ ≤ 4e2.

Démonstration. Par transitivité de la différente ([33], III §4, proposition 8),
on obtient :

v(dKn+1/Kn
) = e + ℓ−nc2

1 − ℓ

ℓ
.

Posons :
c3 := c2

1 − ℓ

ℓ
.

La majoration de c2 dans le lemme 3.2 donne :

|c3| ≤ 2e2 ℓ

ℓ − 1 − ℓ − 1
ℓ

≤ 4e2,

et le corollaire est prouvé. □
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On peut maintenant évaluer la variation de la valeur absolue | · | associée
à v par application de la trace de Kn+1 à Kn, notée TrKn+1/Kn

.

Corollaire 3.4. Pour x ∈ Kn+1, on a :

|TrKn+1/Kn
(x)| ≤ ℓ−e+ℓ−nc4 |x|,

où |c4| ≤ 2e2 ℓ
ℓ−1 + 1

ℓ ≤ 5e2.

Démonstration. Soit mn l’idéal maximal de l’anneau des entiers Rn de Kn.
Par Kv-linéarité de la trace, on peut supposer que x ∈ Rn+1 quitte à le
multiplier par une puissance de ℓ suffisamment grande. On pose dKn+1/Kn

=
md

n+1. Par [33, V §3, lemme 4] :

TrKn+1/Kn
(mi

n+1) = mj
n,

avec j =
[

i+d
ℓ

]
. Comme Kn est totalement ramifiée sur K de degré ℓn, on

en déduit :

v(TrKn+1/Kn
(x)) = ℓ−n[

ℓn(v(x) + v(dKn+1/Kn
))

]
= e + ℓ−n[ℓnv(x) + c3]
> e + v(x) + ℓ−n(c3 − 1).

Le corollaire s’en déduit en passant à la valeur absolue et en posant c4 =
c3 − 1. □

Remarque. Le lemme 3 de [33, V §3] donne une expression assez simple pour
d, mais qui nécessite de connaître le saut de ramification dans Kn+1/Kn.

On définit une fonction Kv-linéaire t sur K∞ par :

t(x) := ℓ−n TrKn/Kv
(x),

si x ∈ Kn. Cette formule ne dépend pas du choix de Kn contenant x, par les
propriétés élémentaires de la trace et car [Kn/Kv] = ℓn. Rappelons qu’on
a aussi fixé un générateur σ du groupe C . Si x ∈ Kn+1, par [39, lemme 2
(et la remarque à la fin de la preuve du lemme)] :

(3.1)
∣∣x − ℓ−1 TrKn+1/Kn

(x)
∣∣ ≤ ℓe

∣∣σℓn(x) − x
∣∣ = ℓe

∣∣σ(x) − x
∣∣,

la dernière inégalité résultant de la formule du binôme (quitte à supposer
x entier par linéarité).

Ceci va nous permettre de démontrer l’inégalité suivante.

Proposition 3.5. Pour tout x ∈ K∞ :

|x − t(x)| ≤ ℓc5 |x − σ(x)|,

où |c5| ≤ 2ℓ
(ℓ−1)2 e2 + e + 1

ℓ(ℓ−1) ≤ 6e2.
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Démonstration. Prouvons par récurrence sur n ≥ 1 que pour x ∈ Kn :
|x − t(x)| ≤ ℓun |x − σ(x)|,

avec u1 = e et si n ≥ 2 :

un = e + |c4|
n−1∑
k=1

ℓ−k.

Pour n = 1, c’est une conséquence immédiate de (3.1). Supposons le résultat
montré au rang n ≥ 1 et prenons x ∈ Kn+1. On applique l’hypothèse de
récurrence à y = TrKn+1/Kn

(x) :

|y − t(y)| ≤ ℓun |y − σ(y)|
≤ ℓun |TrKn+1/Kn

(x − σ(x)|

≤ ℓun−e+ℓ−nc4 |x − σ(x)|.

Par les propriétés de la trace et en appliquant (3.1), on en déduit que :

|x − t(x)| = |x − ℓ−1y + ℓ−1y − ℓ−1t(y)|
≤ max{|x − ℓ−1y|, |ℓ−1y − ℓ−1t(y)|}

≤ max{ℓe, ℓun+ℓ−nc4}|x − σ(x)|
≤ ℓun+1 |x − σ(x)|.

Comme pour tout n :

un ≤ e + |c4|
(ℓ − 1 ≤ 2ℓ

(ℓ − 1)2 e2 + e + 1
ℓ(ℓ − 1) ≤ 6e2,

la proposition suit. □

Remarque. Si on remplace le corps de base Kv par Kn, où n ≥ 1, la preuve
peut être adaptée mutatis mutandis et on obtient exactement la même
inégalité.

3.2. Condition d’annulation de groupes de cohomologie. Si A est
un Kv-espace vectoriel normé muni d’une action continue de C , on peut
définir les groupes de cohomologie H i(C , A), où i ≥ 0, pour les cochaînes
continues. Le groupe H0(C , A) est constitué des éléments de A fixés par
C ; le groupe H1(C , A) est le quotient du groupe des cocyles continus de C
dans A, c’est-à-dire des χ tels que :

∀ τ, τ ′ ∈ C : χ(τ ◦ τ ′) = τ · χ(τ ′) + χ(τ),
par son sous-groupe des cobords, c’est-à-dire des χ′ tels qu’il existe a ∈ A
vérifiant :

∀ τ ∈ C : χ′(τ) = τ · a − a.

On renvoie à [33, VII §3] pour plus de détails.
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On considère maintenant la complétion X de K∞ pour la valeur absolue
associée à v. C’est un Kv-espace de Banach sur lequel C agit continûment.
Dans ce cas, la structure des deux premiers groupes de cohomologie est
clarifiée par les travaux de Tate ([39, proposition 8]).

Lemme 3.6. On a H0(C , X) = Kv, et H1(C , X) est un Kv-espace vecto-
riel de dimension 1.

Soit χ un caractère continu de C à valeurs dans K∗
v . On note X(χ) le

C -module X pour l’action « tordue » :
∀ x ∈ X, τ ∈ C : τ · x := χ(τ)τ(x).

Lorsque l’image du caractère χ n’est pas trop petite dans un sens qu’on va
désormais préciser, l’action qu’il induit annule les groupes de cohomologie.
Soit :

c6 := 2 +
[ 1

eℓ(ℓ − 1) + 2ℓe

(ℓ − 1)2 + log(2e)
log ℓ

]
≤ 7e.

Proposition 3.7. Si χℓc6 ̸= 1, on a H0(C , X(χ)) = 0 et H1(C , X(χ)) = 0.

Démonstration. On reprend les résultats de la proposition 7 de [39] en les
précisant. La fonction Kv-linéaire t définie sur K∞ se prolonge à X par
continuité. Si on note X0 son noyau, l’espace X est la somme directe de X0
et de Kv. D’autre part, l’opérateur σ − Id admet un inverse Kv-linéaire et
continu ρ sur X0 tel que :

∀ y ∈ X0 : |ρ(y)| ≤ ℓc5 |y|.
Soit λ := χ(σ)−1. On vérifie immédiatement que le groupe H0(C , X(χ)) est
le noyau de σ′ := σ−λ Id sur X, et que H1(C , X(χ)) est un sous-groupe du
conoyau de σ′. Il suffit donc de démontrer que σ′ est bijectif sur X. Comme
λ ̸= 1, la bijectivité de σ′ sur Kv est immédiate et il suffit donc d’étudier
σ′ sur X0.

Par continuité de χ, on observe que :
|λ−ℓn − 1| −→ 0,

donc |λ−1 − 1| < 1, et |λ − 1| < 1. Pour i ≥ 0, soit wi := v
(
λℓi − 1

)
. On

a donc w0 ≥ 1. Par la formule du binôme et les propriétés usuelles des
coefficients binomiaux, on obtient :

∀ i ≥ 0 : wi+1 ≥ min{e + wi, ℓwi},

et on a une égalité dès que e + wi ̸= ℓwi. Soit κ le plus petit entier i ≥ 0
pour lequel wi > e/(ℓ − 1). Cet entier existe car la suite des entiers (wi)i

est strictement croissante. Remarquons que ℓκ ≤ ℓe/(ℓ − 1), ce qui donne :

κ ≤
[ log(2e)

log ℓ

]
.
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On en déduit que c6 > κ. Il vient :
wc6 ≥ ℓκ + (c6 − κ)e

≥ e

ℓ − 1 + (c6 − κ)e

≥ e

ℓ − 1 + e + 1
ℓ(ℓ − 1) + 2ℓe2

(ℓ − 1)2

> |c5|.

Par hypothèse, λℓc6 ̸= 1. Si y ∈ X0, on a donc :∣∣(λℓc6 − 1)ρ(y)
∣∣ ≤ ℓc5−wc6 |y| < |y|.

Si on prend Kc6 comme corps de base au lieu de Kv, ces résultats restent
vrais par la remarque suivant la preuve de la proposition 3.5. Par linéarité
de ρ, on obtient :

ρ(σℓc6 − λℓc6 ) = 1 − (λℓc6 − 1)ρ,

qui est donc inversible. On en déduit que σℓc6 − λℓc6 est inversible sur X0.
Mais comme σℓc6 − λℓc6 = σ′τ , pour un certain τ ∈ Kv[σ], l’application σ′

est également bijective. □

Remarques. Si on suppose que ℓ ≥ 4e2, on voit d’abord que e/(ℓ − 1) < 1,
donc κ = 0. Mais on a également :

|c5| ≤ e + 1
ℓ2 − ℓ

+ 1
(ℓ − 1)2 < 1 + e.

Comme w1 ≥ 1 + e, on peut alors choisir c6 = 1.

Si Kv est de caractéristique ℓ, on note que la borne obtenue dépend
de l’indice de ramification, et pas des racines de l’unité contenues dans
K∗

v (liées à son corps des constantes), qui apparaissent naturellement dans
l’étude de l’image de χ.

3.3. Logarithme des caractères admissibles. Les calculs qu’on vient
d’effectuer sur une extension procyclique totalement ramifiée ont des consé-
quences importantes pour la théorie des modules de Hodge–Tate. On sup-
pose dans ce paragraphe que Kv est de caractéristique nulle. On note
G := Gal(Kv/Kv) et on fixe un caractère continu χ : G → K∗

v .

Définition 3.8. Le caractère χ est dit admissible (noté χ ∼ 1) s’il existe
x ∈ C∗ tel que :

∀ σ ∈ G : σ(x) = χ(σ)x.

On peut alors définir une relation d’équivalence entre deux caractères
χ, χ′ :

χ ∼ χ′ si et seulement si χ′χ−1 ∼ 1.
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Soit H1(G , C∗) le premier groupe de cohomologie de G à valeurs dans C∗

(les cochaînes étant supposées continues). Un caractère continu de G dans
C∗ définit un élément de H1(G , C∗) qui est nul si et seulement si le caractère
est admissible.

Le caractère χ permet aussi de définir une action « tordue » :

∀ x ∈ C, σ ∈ G : σ · x = χ(σ)σ(x).

On note C(χ) le G -module ainsi obtenu. Si χ est admissible, le G -module
C(χ) est isomorphe à C, l’isomorphisme étant la multiplication par l’élé-
ment de C∗ intervenant dans la définition d’un caractère admissible.

On se donne un sous-corps E de K∗
v contenant Qℓ et tel que [E : Qℓ] < ∞.

On suppose que tous les conjugués de E sur Qℓ sont dans Kv, et on note ΓE

l’ensemble des Qℓ-plongements de E dans Kv. Le logarithme ℓ-adique sur le
groupe UE des unités de E, noté log (voir [34, III, A2]), permet d’interpréter
certaines conditions d’admissibilité apparaissant naturellement en théorie
de Hodge–Tate.

Proposition 3.9. On suppose que χ est à valeurs dans E∗, et que pour
τ ∈ ΓE, on a τ ◦ χ ∼ 1. Si on note I le sous-groupe d’inertie de G , on a :

log χ(I ) = 0.

Démonstration. On reprend les arguments donnés dans la preuve de [34, III,
A3, proposition 3]. Le sous-groupe log χ(I ) de E est compact, isomorphe
à Zn

ℓ pour un certain entier n. Supposons par l’absurde que n ≥ 1.
En considérant un projecteur bien choisi, on voit qu’il existe une ap-

plication Qℓ-linéaire : f : E → Kv telle que f
(

log χ(I ) ⊗Zℓ
Qℓ

)
soit de

dimension 1. Par indépendance des caractères, l’ensemble ΓE est une base
de HomQℓ

(E, Kv), ce qui donne une décomposition :

f =
∑

τ∈ΓE

kτ τ,

où les kτ sont dans Kv. Le logarithme étant défini sur Qℓ, on a :

f ◦ log χ =
∑

τ∈ΓE

kτ log τ ◦ χ.

Les hypothèses et la proposition 3 de [34, III, A2] impliquent que l’image
de f ◦ log χ dans H1(G , C) est nulle. Par les propriétés du logarithme ([36,
III, A2]), quitte à multiplier f par une puissance convenable de ℓ, il existe
un morphisme continu

F : UE → UKv

tel que f ◦ log = log ◦F . En utilisant une nouvelle fois la proposition 3
de [34, III, A2], on voit que F ◦ χ ∼ 1. De plus, log F ◦ χ(I ) ≃ Zℓ, et
F ◦ χ(I ) ≃ Zℓ × H, pour un certain groupe H fini.
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Soit C un quotient de I dont l’image est Zℓ. Il définit une extension
K∞/Kv totalement ramifiée de groupe de Galois C à laquelle on peut
appliquer les résultats obtenus dans cette partie. Par le lemme 3.6 et la
proposition 3.7 :

H1(C , X) ̸= H1(C , X(F ◦ χ)).
La proposition 10 de [39] donne alors :

H1(G , C) ̸= H1(G , C(F ◦ χ)),
ce qui contredit l’admissibilité de F ◦ χ. □

4. Le cas des petits premiers : autour du théorème de
Bogomolov

La question des homothéties étant à peu près clarifiée pour les grands
premiers, il s’agit désormais de trouver un exposant indépendant de ℓ dans
le théorème 1.5. Dans la mesure où on dispose d’une borne pour l’entier ℓ0
qui apparaît dans le théorème 2.4, on peut se contenter, pour les premiers
ℓ ≤ ℓ0, d’un exposant dépendant de A mais aussi de ℓ. La question est donc
de donner une version explicite du théorème 1.4, dont on va reprendre la
preuve en détail.

4.1. Algèbre de Lie du groupe dérivé. La première étape consiste à
contrôler le groupe dérivé Hℓ(Qℓ)′, pour pouvoir ensuite utiliser les pro-
priétés des représentations abéliennes. Pour y arriver, on s’appuie sur un
résultat classique de la théorie des groupes algébriques en caractéristique
nulle.

Proposition 4.1. Pour ℓ ∈ P, le groupe Gℓ ∩ Sℓ(Zℓ) est d’indice fini dans
Sℓ(Zℓ).

Démonstration. Soit gℓ l’algèbre de Lie de Gℓ, hℓ celle de Hℓ(Qℓ) et h′
ℓ celle

de Hℓ(Qℓ)′. Par la proposition 7.8 et le corollaire 7.9 de [3], II, on a :
h′

ℓ = [hℓ, hℓ] = [gℓ, gℓ] ⊂ gℓ.

On en déduit que Gℓ ∩ Hℓ(Qℓ)′ = Gℓ ∩ Sℓ(Zℓ) est ouvert pour la topologie
ℓ-adique dans Hℓ(Qℓ)′ = Sℓ(Qℓ), donc d’indice fini dans Sℓ(Zℓ). □

On note s(A, ℓ) :=
[
Sℓ(Zℓ) : Gℓ ∩ Sℓ(Zℓ)

]
. Trouver une borne explicite

pour s(A, ℓ) est un problème très difficile si l’on ne fait pas d’hypothèse
sur A. La stratégie de Serre ne semble pas pouvoir s’adapter aisément pour
majorer s(A, ℓ) lorsque ℓ est un premier quelconque.

Des résultats ont été obtenus en petite dimension, notamment basés sur
l’étude de « l’algèbre de Lie entière » associée à Gℓ (voir par exemple [21],
qui donne une version explicite du théorème de l’image ouverte de Serre
sur les courbes elliptiques).
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4.2. Algébricité locale et structure de Hodge–Tate. On souhaite
maintenant étudier, pour ℓ quelconque, la représentation abélienne :

ρab
ℓ : GK −→ Hℓ(Qℓ)/Hℓ(Qℓ)′.

La première étape est de se ramener à une représentation linéaire.

Lemme 4.2. Il existe un entier c(g) > 0 et une représentation

σ : Hℓ(Qℓ) −→ GLn(Qℓ),

telle que n ≤ c(g) et Ker σ = Hℓ(Qℓ)′. De plus, la composée σ ◦ ρℓ est de
Hodge–Tate.

Démonstration. Il existe un nombre fini de sous-groupes algébriques semi-
simples de GL2g, à isomorphisme près et indépendamment de ℓ. En consé-
quence d’un théorème de Chevalley (voir [11, proposition 3.1.c]), si S est
un tel groupe défini sur Qℓ, il est caractérisé par ses invariants tensoriels,
c’est-à-dire qu’il existe un entier c(S) > 0 tel que S est le sous-groupe de
GL2g fixant : {

x ∈
⊕

m≤c(S)
(Q2g

ℓ )⊗m, ∀ s ∈ S : s · x = x

}
.

On prend Sℓ := S et on considère le sous-espace vectoriel W de⊕
m≤c(S)

(Q2g
ℓ )⊗m

fixé par S. On a :

dim(W ) ≤
c(S)∑
m=0

(2g)m ≤ (2g)c(S)+1 ≤ (2g)maxS c(S)+1 := c(g).

La représentation σ donnée par l’action de Hℓ(Qℓ) sur W est de degré borné
par c(g), et on a par construction :

Ker σ = Hℓ(Qℓ)′.

De plus, on sait que ρℓ est de Hodge–Tate et que cette propriété est préser-
vée par tensorisation ([2, 1, preuve du corollaire]), donc la représentation
σ ◦ ρℓ est encore de Hodge–Tate. □

On pose σab
ℓ := σ ◦ ρℓ. L’image Tℓ de Hℓ par σ est un groupe algébrique

commutatif qui n’a pas de composante additive, car celle-ci donnerait lieu
à une extension abélienne non-ramifiée infinie de K. C’est donc un tore.

Proposition 4.3. On pose m := n!(ℓn! − 1)ℓ1+vℓ(n!). Alors :

Tℓ(Zℓ)m ⊂ σab
ℓ (GK).
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Démonstration. On commence par fixer une place v|ℓ et on considère la
représentation σv déduite de σab

ℓ par projection sur le groupe d’inertie Iv.
D’après le théorème de Tate ([34, III, A7]), la représentation σv, qui est
semi-simple puisque Tℓ est un tore, est localement algébrique. Cela signifie
qu’elle provient d’un morphisme algébrique du tore Tv associé à Kv sur Qℓ

via la théorie du corps de classe local (modulo un sous-groupe fini de Iv).
On va quantifier ce fait. Pour cela, on se donne un facteur simple V de

Qn
ℓ . Par le lemme de Schur, le commutant de σv|V est un corps E vérifiant :

[E : Qℓ] = dim(V ) ≤ n,

et σv|V est donnée par un caractère χV à valeurs dans E∗. Soit K ′ le
compositum de Kv et de la clôture galoisienne de E. La structure de Hodge–
Tate de σv permet de définir un morphisme algébrique rV défini sur le tore
TK′ associé à K ′ et à valeurs dans E∗. Il est donné par la formule ([34, III,
A6, proposition 6]) :

rV :=
∏

τ∈ΓE

τ−1 ◦ χnτ
τE ,

où ΓE est l’ensemble des Qℓ-morphismes τ : E −→ K ′, de poids nτ dans la
décomposition de Hodge–Tate, le caractère χτE : Gab

K′ −→ τE∗ se déduisant
de l’inclusion τE ⊂ K ′ par la théorie du corps de classe local sur τE ([34,
III, A4]). Le lien entre rV et χV est alors donné par les relations ([34, III,
A5, théorème 2]) :

∀ τ ∈ ΓE : τ ◦ (r−1
V χV ) ∼ 1.

Par la proposition 3.9, on en déduit :

log
(
r−1

V χV

(
I [K′:Kv ]

v

))
= 0,

et
r−1

V χV

(
I [K′:Kv ]

v

)
⊂ Ker log .

Par le lemme de [34, III, A2], si fE est le degré résiduel de E et si la
composante ℓ-primaire du sous-groupe de torsion de E∗ est de la forme
(Z/ℓZ)αE , on a :

|Ker log| = (ℓfE − 1)ℓαE

|(ℓ[E:Qℓ] − 1)ℓ1+vℓ([E:Qℓ])

|(ℓn! − 1)ℓ1+vℓ(n!).

On a ainsi : rm
V = χm

V sur Iv. L’entier m ne dépendant pas du facteur simple
V considéré, il existe donc un morphisme algébrique rv défini sur le tore Tv

tel que rm
v = σm

v sur Iv.
On peut finalement globaliser en considérant le produit des Tv, pour

v|ℓ : il existe un morphisme algébrique r : TK → E∗ tel que, si on note



Homothéties explicites des représentations ℓ-adiques 585

T := r(TK) :
T (Zℓ)m ⊂ σab

ℓ (GK) ⊂ T (Qℓ).
Mais comme Hℓ est l’enveloppe algébrique de Gℓ, on a Tℓ = T . □

Corollaire 4.4. Soit c := (ℓ − 1) ℓ1+2vℓ(c(g)!). Alors :
(Z×

ℓ )c ⊂ ρab
ℓ (GK).

Démonstration. Par la remarque de Deligne ([35, 2, 3]), on a :
Z×

ℓ ⊂ Hℓ(Zℓ).
Puisque σ induit une représentation fidèle de Hℓ(Qℓ)/Hℓ(Qℓ)′, la proposi-
tion précédente montre que l’indice c de Z×

ℓ dans ρab
ℓ (GK) est fini et divise

m. On en déduit que c divise (ℓ − 1)ℓvℓ(m), et comme :
vℓ(m) ≤ 1 + 2vℓ(c(g)!),

le corollaire est démontré. □

Remarques. On observe que :

c ≤
(
ℓc(g)!

)2
.

Comme on l’a déjà vu, si K est non ramifié au-dessus de ℓ, on peut appliquer
le corollaire 2.4 de [41] qui donne : Z×

ℓ ⊂ ρab
ℓ (GK). Le résultat précédent

ne sert donc que si ℓ divise ∆K .

5. Homothéties et bornes uniformes pour la torsion
On revient pour finir sur le problème de Manin–Mumford et la recherche

de bornes uniformes, aussi explicites que possible, pour la torsion dans les
sous-variétés de A. Les cas les plus favorables sont ceux où la constante de
Serre peut être le mieux explicitée. Ils se produisent par exemple lorsque A
est une puissance de courbe elliptique ou une variété abélienne de type CM.

5.1. Constante de Serre dans des cas particuliers. Commençons par
regarder le cas où A = E est une courbe elliptique. Il est alors possible
d’expliciter entièrement la constante de Serre. Une borne précise pour les
grands premiers, reposant sur des travaux de Momose ([26]), est donnée
par le théorème 39 de [13]. On note hK le nombre de classes de K.

Théorème 5.1 (Eckstein). On suppose que E n’est pas de type CM. Si

ℓ ≥ max
{
(48[K : Q]hK)3(48[K:Q]hK)2

, ∆K(E[3])
}
,

on a : Z×
ℓ ⊂ Gℓ.

Pour un résultat sans restriction sur ℓ, on peut utiliser les estimations
données par Lombardo dans le problème de l’image ouverte de Serre ([21,
théorème 1.1]). On rappelle que la hauteur de Faltings de E est notée
hF (E).
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Théorème 5.2 (Lombardo). On suppose que E n’est pas de type CM.
Alors (Z×

ℓ )c ⊂ Gℓ, où

c ≤ e1,9·1010(
[K : Q] max{1, hF (E), log[K : Q]}

)12395
.

Remarque. Une étude fine de la représentation modulo ℓ est faite dans [9].
Dans le cas des surfaces abéliennes, une borne pour les grands premiers
peut être dérivée de [22].

Les variétés abéliennes de type CM donnent lieu à des estimations par-
ticulièrement efficaces (voir [13, théorème 6]). Le problème porte alors es-
sentiellement sur les représentations abéliennes et peut être attaqué grâce
à la théorie du corps de classe dans le cas CM.
Théorème 5.3 (Eckstein). Si A est de type CM, on a :

∀ ℓ ∈ P : (Z×
ℓ )c ⊂ Gℓ,

où c = [K : Q] · |GL2g(F3)|.
La valeur de l’exposant est le plus souvent meilleure : si ℓ ∤ ∆K , on peut

prendre c = |GL2g(F3)|. Si, de plus, A admet bonne réduction en ℓ, on peut
prendre c = 1.

5.2. Bornes uniformes dans le problème de Manin–Mumford.
Commençons par rappeler certains des résultats obtenus dans [14]. On fixe
un plongement de A dans un espace projectif de dimension minimale 2g +1
(suivant [38, 5.4, théorème 9]). Si V est une sous-variété de A, on note
δ(V ) le « degré de définition » de V , c’est-à-dire le plus petit d tel que V
est l’intersection d’hypersurfaces de A de degré au plus d.

Par le théorème de Raynaud ([30]), on sait que V contient un nombre
fini de translatés de sous-variétés abéliennes de A par des points de torsion.
Le nombre T (V ) de tels translatés qui sont maximaux pour l’inclusion peut
être borné uniformément en fonction de δ(V ), de g et de la constante de
Serre c(A) ([14, théorème 4.5 et la remarque qui suit la preuve]).
Théorème 5.4. On a :

T (V ) ≤ 16(c(A)+3)g3
δ(V )g.

Si C est une courbe et A est sa jacobienne de dimension g ≥ 2, le
cardinal des points de torsion de A qui sont dans C, noté |Ctors|, vérifie
([14, proposition 3.7 et la remarque qui suit la preuve]) :

|Ctors| ≤ 4(2c(A)+2)g.

Remarque. Il est probable qu’on obtienne de meilleurs résultats en séparant
les petits premiers pour lesquels l’exposant d’homothétie est mal contrôlé,
et les grands premiers pour lesquels il est borné uniformément. Pour ce faire,
on pourrait introduire une isogénie dont le noyau contient le sous-groupe
de torsion fini pour lequel la borne uniforme n’est pas réalisée.
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Cas des puissances de courbes elliptiques. On suppose ici que A =
Eg, où E est une courbe elliptique non CM. Ce cas est particulièrement
intéressant pour le problème de Manin–Mumford, dans la mesure où A
admet beaucoup de sous-variétés de torsion. Si V est une sous-variété de Eg,
le nombre de sous-variétés maximales est borné en utilisant le théorème 5.2 :

T (V ) ≤ 16e2·1010
g3·

(
[K:Q] max{1,hF (E),log[K:Q]}

)12395

δ(V )g,

et si C est une courbe de Eg qui n’est pas la translatée d’une courbe
elliptique par un point de torsion, on a :

|Ctors| ≤ 4e2·1010
g·

(
[K:Q] max{1,hF (E),log[K:Q]}

)12395

.

Cas des variétés abéliennes CM. On suppose que A est de type CM.
Si V est une sous-variété de A, le nombre de sous-variétés maximales est
borné en utilisant le théorème 5.3 :

T (V ) ≤ 16[K:Q]·35g2
δ(V )g.

Si C est une courbe de A qui n’est pas la translatée d’une courbe elliptique
par un point de torsion, on a :

|Ctors| ≤ 4[K:Q]·35g2
.

Remarque. On pourra comparer avec les bornes classiques données par Co-
leman ([6]) et Buium ([5]). On renvoie à [4] pour des calculs sur certaines
courbes de genre 2, qui montrent en particulier l’optimalité de la borne
de Coleman (cette borne pouvant être utilisée pour montrer qu’on a bien
trouvé toute la torsion). D’autres exemples explicites sont traités dans [7]
(courbes modulaires) et [8] (courbes de Fermat). Dans [29], Poonen montre
qu’il existe une infinité de courbes de genre 2 ayant au moins 22 points de
torsion.

5.3. L’effectivité dans le problème de Manin–Mumford. Le prin-
cipe central pour résoudre effectivement un problème diophantien consiste
à trouver des bornes calculables pour la hauteur de Weil et le degré de ses
solutions.

Concernant le problème de Manin–Mumford, c’est théoriquement pos-
sible. Expliquons le cas d’une courbe C plongée dans sa jacobienne J , de
dimension g et définie sur K. La hauteur de Weil d’un point de torsion
x ∈ J(K) est bornée de façon totalement explicite. En effet, sa hauteur
canonique est nulle et la différence entre les deux hauteurs est contrôlée
par les travaux de Manin et Zarhin (voir par exemple [10, proposition 3.9]).
On obtient :

h(x) =
∣∣h(x) − ĥ(x)

∣∣ ≤ 4g+1hF (A) + 3g log(2).
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D’autre part, on peut borner le nombre de points de torsion de C en
fonction de g, hF (J) et ∆K . Notons N(J) le « conducteur » de J , c’est-
à-dire le produit des normes des idéaux premiers de mauvaise réduction
de J . En combinant [32, (3.9)] avec [27, théorème 1.1] et le théorème de
Minkowski, on peut trouver un premier p ∈ P qui ne divise pas (2g + 1) ·
∆K · N(J) et vérifiant :

p ≤ (12g)25g12g4g

max
{
1, log ∆K , hF (J)

}2
.

Le théorème principal de [5] donne alors :

|Ctors| ≤ (12g)26g12g4g

max
{
1, log ∆K , hF (J)

}8g+4
.

On peut ensuite majorer le degré d’un point de torsion en remarquant que
si x ∈ Ctors, on a encore xσ ∈ Ctors pour tout σ ∈ GK . Il suit :

[Q(x) : Q] ≤ [K : Q] · |Ctors|.

Les coordonnées projectives des points de torsion recherchés sont alors
les solutions d’un nombre fini d’équations algébriques à coefficients entiers,
dont les coefficients sont explicitement bornés. Si on dispose de bornes
calculables pour le nombre de translatés de torsion maximaux d’une sous-
variété de A, on peut par le même procédé déterminer explicitement ces
translatés.
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