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Pfaffien et discriminant

par JACQUES QUEYRUT

0. Introduction

Soient F un corps de caractéristique 0 et F un groupe fini. Le but de cet
article est de donner une nouvelle description des groupes de Grothendieck
lCo associés aux catégories dont les objets sont les modules sur l’algèbre de
groupe F[F] , munis d’une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique,
non dégénérée invariante par les éléments du groupe F.

L’idée, introduite par A. Frôhlich [FI] et développée par moi-même [Ql] ,
est de décrire les groupes de Grothendieck ~’Co et de Whitehead JC1 à l’aide
de groupes d’homomorphismes définis à partir du groupe des caractères

de F. La technique utilisée est de décrire par dualité ces groupes dans
le cas où F est un corps algébriquement clos. Puis la suite de /C-théorie
introduite par A. Heller [H] et une procédure de descente galoisienne, à
l’aide du groupe de Galois GF d’une clôture séparable F de F, permettent
d’atteindre le but fixé.

Jusqu’à présent, la classification des formes bilinéaires invariantes sous
l’action d’un groupe r se faisait en factorisant l’algèbre de groupe à invo-
lution F[r] (voir par exemple le livre de W. Scharlau [Sc]). Cette nouvelle
approche permet de mettre naturellement en évidence les propriétés foncto-
rielles liées aux changements de corps de base F et changements de groupe
r, en étendant les formules de A. Frôhlich ~F1~ . De plus cette description du
groupe Àlo est bien adaptée à la situation arithmétique décrite ci-dessous.

Dans la situation classique de classification dés espaces vectoriels munis
de formes quadratiques non dégénérées, les trois premiers invariants sont
la dimension sur le corps, qui est un entier, le discriminant, qui peut être
considéré comme un élément soit de soit de F * / F * 2 et les
invariants de Hasse-Witt qui peuvent être considérés comme des éléments
soit d’un groupe de Brauer soit d’un groupe de cohomologie.

Ici, la généralisation de la notion de dimension donne un invariant à
valeurs dans le groupe l’ensemble des valeurs prises
est donné par la proposition 5.1. Il dépend à la fois de l’indice de Schur
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et du F-type des caractères irréductibles de F (la définition du F-type est
donnée dans le paragraphe 3).

Le deuxième invariant qui généralise la notion de discriminant prend ses
valeurs

- soit dans le groupe en utilisant une

technique de descente galoisienne désignant le groupe des caractères
symplectiques de r)

A 
-

- soit dans le groupe HorrzGF (R(r), F » en utilisant des cal-
culs de déterminants.

Pour décrire la structure des anneaux d’entiers munis de la forme trace
A. Frbhlich avait introduit la notion de Pfaffien dans le cadre des représenta-
tions de groupes finis [F3]. Il est montré ici que cette notion est en fait un
invariant qui se définit naturellement sur le groupe de Grothendieck relatif

(défini dans le paragraphe 1) et prend ses valeurs dans le
groupe Le rôle important joué par le groupe RS(r)
des caractères symplectiques dans la classification des formes symétriques
est à mettre en parallèle avec le rôle joué par les formes alternées dans
l’article de J. Tits (T).

L’outil de départ utilisé dans cette étude est donc la suite exacte de
Heller (voir théorème 1.2) :

Pour C = ~(F(r~), la catégorie des F[r]-modules quadratiques, (resp.
C = S(F(r~), la catégorie des F[r]-modules symplectiques), il existe une

suite exacte :

Le Pfaflien est un homomorphisme rendant le diagramme suivant com-
mutatif où les applications verticales sont des isomorphismes (théorème
2.2) :

Soit le noyau de l’application E ; l’étude de l’action du

groupe GF permet de déduire un diagramme commutatif (théorème 4.3) :
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Une description du groupe est donnée

par la proposition 4.1, qui montre en particulier que ce groupe est d’expo-
sant 2.

Un deuxième outil fondamental est fourni par l’équivalence de Morita.
Le rappel et la description explicite de cette équivalence dans le cadre des
algèbres de groupe sont donnés en annexe.

Le premier paragraphe donne les définitions des groupes de Grothen-
dieck associés à la catégorie des modules quadratiques et symplectiques. Il

y est décrit la suite (S) de Heller associée à cette situation. Le deuxième
paragraphe donne la définition du Pfaffien, déjà introduit par A. Frôhlich
sous une autre forme dans [F3]. Ensuite est décrite l’action du groupe de
Galois d’une clôture algébrique F de F, afin de pouvoir définir les groupes
qui nous intéressent par descente galoisienne. Les paragraphes 4 et 5 mon-
trent comment se généralisent les invariants classiques que sont le rang et
le discriminant. Le lien entre le pfaffien et le discriminant est décrit dans le
paragraphe 5. L’interprétation et la généralisation de la notion d’invariants
de deux réseaux à l’aide des groupes de Grothendieck relatifs données par
la lC-théorie fournissent une approche qui a permis de progresser dans la
description de la structure galoisienne des anneaux d’entiers ou des groupes
d’unités dans les corps de nombres (voir par exemple les travaux récents de
D. Holland et S. Wilson [H-Wl] et [H-W2]). Le fait que le Pfaffien soit en
fait un invariant défini sur le groupe permet de nourrir le
même espoir.

Le dernier invariant classique est l’invariant de Clifford. Celui-ci a été
calculé par A. Frôhlich dans le cas où tous les caractères de r sont réalisables
sur F (F4~. La technique utilisée ici permet de s’affranchir de cette condition
et de définir un invariant à valeurs dans H2(GF, H om(WO(r), (+1 )) ) (voir
[Q3]). L’étude générale et détaillée de cet invariant dans le cadre décrit
ci-dessous fera l’objet d’un autre article.

Les deux principaux ouvrages de références, pour le point de vue adopté
ici, sont l’article de A. Frôhlich [F2] qui donne un certain nombre d’inva-
riants et surtout le livre de W. Scharlau (Sc~.. 

La situation arithmétique visée est la suivante : soit N une extension

finie, séparable de F. Supposons qu’il existe un homomorphisme injectif de
r dans le groupe des F-automorphismes de N. Le corps N est alors muni
d’une structure de F[r]-module. L’application trace de N sur F est notée

L’application

est une forme F-bilinéaire symétrique non dégénérée invariante par r, notée
TRNI.F-
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Soit IsF(N, F) l’ensemble des F-isomorphismes de N dans F ; r peut
donc être considéré comme un sous-ensemble de ISF(N, F). Le F-espace
vectoriel de base les éléments de ISF (N, F) est noté F [Isr (N, F)).
Si v E IsF(N, F), v o ~’~ appartient à IsF(N, F) pour tout, E r ;
F[I sF(N, F)] a donc une structure de telle que

Soit Nr le sous-corps de N fixé par F j le degré de Nr sur F est noté
r ; r est le rang des deux F[f]-modules N et F[ISF(N, F)].

Sur la forme F-bilinéaire symétrique non dégénérée telle
que IsF(N, F) soit une base orthonormale est notée BIS. Il est clair que
cette forme est invariante par f.

Enfin soit TN~F l’application de F 0~ N dans définie par

L’application TN/F est une isométrie de F 0jT N sur munis

respectivement des formes bilinéaires symétriques obtenues par extension
des scalaires à partir de Tr N / F et BIs. Le discriminant de est

donné par le théorème :

THÉORÈME A. Soit N une extensions de F, alors

est représenté par la classe du 1-cocycle

où g désigne encore l’automorphisme de F(r~-module de F)] qui
à v E IsF(N, F) associe g o v.

COROLLAIRE 1. Supposons que F est le corps des invariantes de r. Alors
les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Dans F*))
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ii) Pour tout sous-groupe A de r, la signature l’action de r sur

r/0 est +1.
iii) r n’a pas de sous-groupe d’indice 2.
iv) Pour tout sous-groupe A distingue de r, F /Ô ne contient pas de 2-sous-
groupe de Sylow cyclique non-trivial.

Ce corollaire généralise un résultat de P. E. Conner et R. Perlis [C-P,
page 24]. En particulier, si r est abélien, i) est vérifié si et seulement si
r est d’ordre impair. Les groupes d’ordre impair et les groupes simples
vérifient évidemment ii) ; mais par exemple le groupe A4 vérifie aussi ii).
COROLLAIRE 2. Supposons que N/F est une extension totalement rami-
fiée de corps locaux de caractéristique résiduelle un norrtbre premier p. Le
groupe r est le produit semi-direct de son p-sous-groupe de Sylow r 1 par -
un sous-groupe cyclique d’ordre Premier avec p. Alors les deux propriétés
suivants sont équivalentes.
i) Dans 

ii) Si p est impair ou Fi trivial, le groupe r est d’ordre impair. 
t v *al etSi p est égal à 2 et Fi est non trzvial, le groupe r /fi n’est pas trivial et

rI est le sous-groupe des commutateurs d e f.

Supposons que F est égal à Q. Soit N’ la clôture galoisienne de N sur
Q de groupe de Galois noté r’. Pour tout caractère X de r, notons x’ le
caractère obtenu en relevant X au groupe de Galois de N’ sur 1Vr puis en
induisant ce caractère à r,. Soit W(x’) la constante de l’équation fonction-
nelle de la série d’Artin associée à X’ . En suivant P. Deligne qui normalise
l’isomorphisme de la théorie du corps de classe en faisant correspondre les
uniformisantes aux automorphismes de Frobenius géométriques [D], on a
une relation de la forme (voir [Ta]) :

où T(X’) est la somme de Gauss galoisienne et f (X’) est le conducteur
d’Artin de X’ ; W 00 (X’) est une racine quatrième de l’unité qui peut être
considérée comme la racine carrée canonique de la partie à l’infini du con-
ducteur (voir [T], formule 6.6, §0). L’application T : X H -r(X) est un
homomorphisme de R(r) dans ~*. A. Frbhlich [Fl] a montré que l’action du
groupe de Galois GQ est telle que pour tout caractère X de Vg E GF,

= :1:1, 9W9 1~X’))) = T(X’) .
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Ceci n’est plus vrai en général pour B//(x0 ; toutefois si l’extension N/Nr
est modérément ramifiée f (X’) est un carré dans Q*, et W(X’) est aussi
invariant sous l’action de G~.

THÉORÈME B. Soit 8 l’homornorphisme cohomologique

alors

COROLLAIRE. Soit disc l’invariant de valeurs dans

représenté par la classe de l’homomorphisme Xi ’2013~ 

Seul le cas semi-simple d’une algèbre de groupe sur un corps de carac-
téristique 0 est traité ici. Certains résultats s’étendent sans difficultés au
cas d’une algèbre semi-simple sur un corps de caractéristique différente de
2. Les résultats non démontrés dans cet article sont connus et se trouvent

éparpillés dans les articles donnés dans la bibliographie. Il m’est apparu
intéressant de les regrouper autour du point de vue adopté dans cet article.

1. Classification des F[F]-modules quadratiques : notations et

définitions

Soit F un corps commutatif de caractéristique 0 et soit r un groupe fini.
L’algèbre de groupe F[r] est donc semi-simple.

DÉFINITION 1.1. La donnée d’un couple (V, b) où V est un F [r] -module de
type fini et b est une F-forme bilinéaires symétrique, (resp. antisymétrique),
non dégénérée invariante est appelée F[r] -module quadratique, (resp.
symplectique).

Soit V un F [ri-module (à gauche) de type fini ; le dual HomF(V, F) de
V est noté V* ; soit  ~, ~ &#x3E; l’application bilinéaire définie sur V E9 V * par

L’ensemble V* est muni d’une structure de F[r]-module à gauche en po-
sant :
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Soit b une F-forme bilinéaire définie sur V et soit sb l’homomorphisme :

La forme b est non dégénérée si et seulement si sb est un isomorphisme. La
forme b est invariante par r si et seulement si sb est un homomorphisme
de F’[r]-module pour la structure de F(r)-module sur V* définie ci-dessus.

Soient V et W deux F[r]-modules et soit f E Hmn fjrj (V, W) ; l’applica-
tion transposée de f est notée t f ; elle appartient à (W*, V*) et
est définie par :

En particulier, b est symétrique, (resp. antisymétrique), si et seulement si
tSb = Sb (resp. -Sb).

Soit (Fr)), (resp. la catégorie suivante :
- les objets sont les F[r]-modules quadratiques, (resp. symplectiques),
- un morphisme de (V, b) dans (V’, b’) est un F’[r]-homomorphisme cp de V
dans V’ tel que :

Si de plus w est un isomorphisme, cp est appelé une isométrie et (V, b)
et (V’, b’) sont dits isométriques. Le groupe des isométries de (V, b) dans
lui-même est noté OF [r] (V, b) (ou plus simplement OF~r~(b)).

Soit /Co(6(F[r])), (resp. le groupe de Grothendieck de
la catégorie Q(F[ri), (resp. ?(F[F])). Par un abus de notation, la classe
d’isométrie du couple (V, b) est notée encore (V, b) ; le groupe 
(resp. Ko(S(F[r]»), est le quotient du groupe abélien libre de base les
classes d’isométries des objets de (resp. par le sous-

groupe engendré par les éléments de la forme :

où b S b’ est la forme bilinéaire non dégénérée invariante par r, définie sur
la somme directe V 0 V’ par :
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La classe de (V, b) dans ce groupe est notée [V, b] . Tout élément de

(resp. s’écrit sous la forme ~V, b~ - [V’, b’].

Soit F une extension séparable de F ; le groupe des F-automorphismes
de F est noté GF. Par la suite, F sera le plus souvent une extension
algébriquement close de F.

Si W est un F[F]-module et b une forme F-bilinéaire invariante par r ;
soit W = F 0~r W ; la forme b se prolonge en une forme F-bilinéaire
invariante par r sur W, notée b.

Le foncteur (V, b) ~--~ F 0p V induit un homomorphisme, noté e, de
(resp. dans Ko(F[r]), le groupe de Grothen-

dieck de la catégorie des F[r]-modules de type fini.

Le noyau de cet homomorphisme se décrit à l’aide d’un groupe de Gro-
thendieck relatif, construit de la façon suivante : soit C l’une des deux

catégories ou À C est associée la catégorie, notée Crel,
suivante :

- les objets de Crel sont les triplets ((V, b), p, (V’, b’)) où (V, b) et (V’, b’)
sont des objets de C et cp est un F[r]-isomorphisme de V~ sur V,
- un morphisme de bl), Wl (Vl, bi)) dans «V2, b2), W2 (V2, 62)) est un
couple (f, g) où f et g sont des morphismes de C, de (Vl, bi) dans (v2, b2)
et de (Vi, bi) dans (v2, b2) respectivement, tels que cp2 o g - f o pi où 7 et
g proviennent de f et 9 par extensions des scalaires de F à F.

Le groupe est alors le quotient du groupe abélien libre de
base les classes d’isomorphisme, encore notées ((V, b), cp, (V’, b’)), des objets
((V, b), cp, (V’, b’)) de Crel par le sous-groupe engendré par les éléments de
la forme :

et les éléments de la forme :

La classe de ((V, b); cp, (V’, b’)) dans est notée [(V, b), ~c, (V’, b’)~.
Si F = F, ce groupe est noté plus simplement J(O,rel(C). Pour tout élément
x de JCO,rel(C), il existe (V, b) et (V’, b’) deux objets de C et un 7[r]-
isomorphisme cp de V sur V tels que x = [(V, b), cp, (V’, b’).

Soit U un F[r]-module (à gauche) de type fini ; U* = HomF(U, F) est
muni de la structure de F[r]-module à gauche définie précédemment.
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Soit sur U (B U* la forme bilinéaire symétrique, (resp. antisymétrique),
suivante :

Pour l’action de r sur U* définie ci-dessus, la forme h+, (resp. h_), est
invariante par r. Le module quadratique (resp. symplectique) ainsi défini
est noté H+(U), (resp. H_(U)), et appelé module hyperbolique, la forme
h,+, (resp. h_), étant appelée forme hyperbolique.

Pour C = (resp. S(F(r~)), le groupe de Witt de C, noté W(C),
est le quotient de par le sous-groupe engendré par les modules hy-
perboliques quadratiques, (resp. symplectiques).

Soit le groupe de Whitehead de la catégorie des F[r]-modules
de type fini. Il est engendré par les paires (V, a) où V est un f[r]-module
de type fini et a est un F[r]-automorphisme de V.

Si V est un jF[r]-module de type fini, il existe un 7[ri-module V’ de
type fini et un .F[r]-module quadratique, (resp. symplectique), (U, b) tels
que 

--" 

(choisir Uo et VÓ tels que = F f6)F Uo (voir [Ql], §2) puis prendre
U = Uo E9 Uô muni de la forme hyperbolique correspondante, alors

répond à la question).
L’élément [(U, b), (Ub)] de lCo,rez(C) ne dépend que de (V, b). Ceci

définit ainsi un homomorphisme, noté 6, de Ki (T[r]) dans (voir
[H] p. 395).
En particulier soient U un F[r]-module de type fini et a un 

automorphisme de U. Si U est muni d’une forme bilinéaire b non dégénérée
invariante par r, symétrique ou antisymétrique, alors

(en effet soit h la forme hyperbolique égale à h+ si b est symétrique et à h-
si b est antisymétrique ; elle est définie sur U (B U* ; alors l’application :
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est une isométrie de 1

Pour C = 6(F[r]), (resp. soit 1C1(G) le quotient du groupe
abélien libre de base les classes d’isométries des objets ((V, b), cp) où (V, b)
est un objet de C et (~ est une isométrie de (V, b) dans lui-même, par le
sous-groupe engendré par les éléments de la forme :

et les éléments de la forme :

Ici deux objets ((V, b), p) et ((V’, b’), sont dits isométriques s’il existe
une isométrie f de (V, b) sur (V’, b’) telle o f = f o cp.

Le foncteur d’oubli donne un homomorphisme de JC1(C) dans JC1(F[f])
et par extension des scalaires de F à F, il induit un homomorphisme de
Ki (C) dans qui avec les notations précédentes associe donc à la
classe de ((V, b), la classe du couple (V, ëp).

Des résultats de A. Heller [H] découle le théorème suivant :

THÉORÈME 1.2. Pour C = Q(F[ri) ou C = s(F[ri), la suite suivante est
exacte :

où e est défini par

Déyaonstration. voir A. Heller [H], propositions 4.1, 5.1, 5.2.

DÉFINITION 1.3. Le noyau de e est appelé groupe des classes quadratiques,
(resp. symplectiques), de F~r~ ; il est engendré par les éléments de la forme

- [V’, b’] où V et V’ sont deux F[r] -modules isomorphes. 
de 

Ce groupe est noté Îéo(C) pour C = Q (F [r]) ou C = S (F [r]).
La suite ci-dessous est exacte :
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Cas Particuliers - Exemples.

1) Supposons que r = {1}. L’application de dimension induit un isomor-
phisme, noté dim, de Ko(F) sur Z. L’application déterminant induit un
isomorphisme, noté det, de sur F*.

2) Supposons que r = {11, que F est algébriquement clos et que F = F.
L’application E est un isomorphisme de ICo(Q(F)) sur 7Co(F). L’application
de 1C1 (~(F)) dans ICI (F) est injective et par restriction à 1C1 (~(F)) l’appli-
cation det donne un isomorphisme de JC1(Q(F)) sur {~1~. Donc l’applica-
tion det se factorise en un isomorphisme, noté d, de À£o (Q(F)) rendant le
diagramme suivant commutatif :

Plus précisement, soit I ( V, b) , cp, (V’, b’ ) ~ ] E p est un F-

isomorphisme de V dans V’. Comme est injectif et que F est supposé
algébriquement clos, il existe a une isométrie de (V, b) sur (V’, b’). Par

définition de ( ~(F) ), [(V, b), a, (V’, b’)] = 0 ; d’où

Alors

Application numérique. Soit 13 = une base de V, soit
disc(b, B) = det(sb,13*,13), où 13* désigne la base duale
de B.
Alors pour la base B’ = de V’ :

En effet comme


