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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 31 (2019), 417-430

Sur I'approximation rationnelle p-adique

par BERNARD DE MATHAN

RiEsUME. We prove that a conjecture of Einsiedler and Kleinbock, about the
simultaneous approximation of a p-adic number and of a real number by a
rational number, is true when the p-adic number is quadratic.

ABSTRACT. Nous démontrons ici qu’une conjecture d’Einsiedler et Kleinbock,
concernant 'approximation d’un nombre p-adique et d'un nombre réel par le
méme nombre rationnel est satisfaite des que le nombre p-adique est quadra-
tique.

1. Introduction

Soit p un nombre premier. Dans [3], Einsiedler et Kleinbock formulent la
conjecture que pour tout couple (a, 3) € Q, x R différent de (0,0), on a :

1) inf [sllsa = rlyls5 — 1| =0
((r,s) € Z). Ils remarquent que cet énoncé englobe la conjecture de Little-
wood p-adique [5] selon laquelle on aurait pour tout nombre réel 5 # 0 :
) inf [sllsls5 — 7/ =0,
En effet, pour @ = 0 et § # 0, la condition (1) :
1/ 1 f — = O
) inf [sllrlyls5 =] =0,
est équivalente a
inf —r=0
inf [rllrlylsé =l =0,

qui n’est autre que (2) appliquée a 1//.
Nous nous intéressons ici a la conjecture d’Einsiedler et Kleinbock dans
le cas ou 8 = 0, c’est-a-dire que 'on demande si la condition

3 inf —rlp,=0
3 inf Irlslisa =,
est satisfaite pour tout o € Q,\{0}. Cette condition équivaut a :

=0.

3 inf
(3) nf il fo = %)

r
o — —
S

Manuscrit regu le 15 octobre 2018, accepté le 21 décembre 2018.
Classification Mathématique (2010). 11J13, 11J61, 11J86.
Mots-clefs. Approximation rationnelle, conjecture d’Einsiedler et Kleinbock.



418 Bernard DE MATHAN

En effet, (3') implique (3) puisque |sa — 7|, < |a — r/s|,. Mais il est clair
que dans la condition (3), on peut se limiter aux couples d’entiers (r,s)
premiers entre eux, et des lors, si la condition (3) est satisfaite, (3") l'est
aussi.

On peut aussi remarquer que dans le cas ou la condition suivante, plus
précise que la condition (3) :

1 :

(3") |r‘;lf|lsf|>0|""||$Hé>‘0¢ rlp =0
est réalisée, la condition (1) a lieu pour tout 3 € R.

Einsiedler et Kleinbock démontrent ([3, Theorem 5.2]) que ’ensemble
des couples (o, ) € Qp x R ne satisfaisant pas a la condition (1) est de
dimension de Hausdorff nulle. A fortiori 'ensemble des nombres p-adiques
a ne satisfaisant pas a (3) est de dimension de Hausdorff nulle, mais nous
ignorons si la condition (3) est satisfaite pour tout a # 0 dans Q. On peut
remarquer que si le nombre p-adique « est bien approché par des nombres
rationnels, c’est-a-dire si

inf max{|r|, \s\}z\sa -7, =0,
rs#0

on a trivialement (3), et méme (1) pour tout nombre réel 5. Mais d’apres
une version p-adique du théoréme de Liouville, un nombre p-adique qua-
dratique « est en ce sens mal approchable par des nombres rationnels,
c’est-a-dire que :

(4) inf max{|r|,|s|}?|sac — 7|, > 0.

rs#0
Une démonstration classique, que I’on peut limiter sans perte de généralité
au cas oll « est entier algébrique, en est de remarquer que dans ce cas, pour
7 et s entiers rationnels non nuls, la norme Ng,)/q(sa —7) est un nombre
entier non nul, donc que :
(4a) [No(ay/a(se = )| Ngay/glsa = r)lp > 1.
Or si on désigne par o l'automorphisme différent de l'identité du corps
Q(a), on a

2 2

No(ay/g(sa—r) = (sa—r)(so(a)—r) = r°—1r5 Trgm) (@) +5° Ngw) o),

donc

(4b) [Na(y/g(sa —7)| < (1+ | Trga) /()| + [Ny /e (a)]) max{|r], |s|}2.
Mais il est clair que pour prouver (4), on peut se limiter au cas ou r et s
sont premiers entre eux, et ou [sa—r|, < 1; comme |a|, < 1, cela implique
que |s|, = 1. En supposant de plus, ce qui est loisible, que |[sa — 7|, <
la —o(a)|, <1, on obtient |so(a) — 7|y, = |a — o(a)|p, donc

(4c) ‘NQ(a)/Q(SO‘ —7)lp = o — a(a)[p|sa — 7]y
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On déduit alors de (4a), (4b), et (4c), que :
1

(@)|p(1 + | Troa) /()] + [Noay/o(a)])

Nous allons démontrer que cependant la condition (3), et méme la condition
(1) pour tout nombre réel 3, sont satisfaites si @ est un nombre p-adique
quadratique. Nous serons conduit a utiliser les notations de Vinogradov
entre quantités positives ou nulles, I’écriture A < B signifiant qu’il existe
une constante ¢ > 0 telle que A < ¢B, et A < B, que 'on a A < B et
B <« A. D’apreés le théoreme de Liouville rappelé ci-dessus, si o est un
nombre p-adique quadratique, et si r et s sont des entiers rationnels non
nuls tels que |a —r/s|, < H=? avec H > 0, alors max{|r|,|s|} > H. Mais
nous allons montrer qu’il se peut que le minimum de |r| et de |s| soit petit
devant H. Nous établissons le résultat suivant :

jsoc—rly > masc{Jrl s/} 2.

Théoréme 1.1. Soit o un nombre quadratique dans Q,. Il existe un en-
semble infini de couples (Qo, Q1) de nombres entiers avec |Q1| > 2, tels
que

(5) 0< Qo< 10’;2’51‘7
et
(6) o — g(ﬂp -7,

les constantes impliquées ne dépendant que de a. De facon plus précise, il
existe une constante 0 > 1 pour laquelle pour tout M > 1, il existe un
couple (Qo, Q1) satisfaisant auz conditions (5) et (6), avec

M < log|Q:| < M.
Ce résultat admet le corollaire évident :
Corollaire 1.2. Tout nombre quadratique appartenant a Q, vérifie la

condition (3). De fagon plus précise, on a :

< +00.
P

. r
lim inf 5 5/0 (log |7])|7]]s] | — B

Il suffit en effet d’appliquer le théoreme 1.1 avec Q1 = 7 et Qg = s. La
condition (3") étant vérifée, une conséquence du corollaire 1.2 est que :

Corollaire 1.3. Pour tout nombre quadratique o appartenant a Q, et tout
nombre réel B, le couple (a, B) satisfait a la condition (1), et l'on a :

liminf}, |5 550 (log|r])|s||sa —r|plsf — 7| < +oo.

Nous remarquons enfin que le théoréme 1.1 est proche d’étre optimal,
dans le sens que :
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Théoréme 1.4. Soit C une constante positive. Il existe une constante k =
k(C) > 1, telle que pour tout couple (Qo, Q1) de nombres entiers, avec
0 < Qo < |Q1], vérifiant

(7) ‘Oé—@ SC‘Q1’ 27
on ait

|Q1]
®) 9> o 11|

(la constante impliquée dans (8) dépendant également de C').

La méthode utilisée est celle de Peck [6], adaptée au cas p-adique d’une
facon tres semblable & ce que 'on trouve dans [7].

2. Nombres quadratiques p-adiques

Nous allons tout d’abord rappeler les formules de Peck, adaptées aux
nombres quadratiques. Soit & un nombre quadratique appartenant a Q. Le
corps Q(a) est donc considéré comme sous-corps de Q,. Soit (S5, 51) la base
duale de la base (1, ) du corps Q(«), c’est-a-dire que Tr(8y) = Tr(afy) =1
et Tr(B1) = Tr(aBy) = 0 (donc Sy et afy sont des nombres irrationnels dont
le carré appartient a Q). Soit o 'automorphisme différent de 'identité de
Q(«), et soient 11 et 7o = 71 0 o les plongements de Q(«) dans C.

Lemme 2.1. Soit z € Q(«) :
szDBO"‘Qlﬁl, q16@7 ’LZO,]_

On a

(9) q0 = 11(x) + 72(2),
(10) q1 = mi(za) + r2(za),

et

(11) g —q = o(x)(a—o(a)).

Démonstration. On a

q@ = Tr(z), q =Tr(za),
donc
(9bis) Go=z+o0(x), q=za+o(x)o(a),
en sorte que

g — q1 = o(z)(a — o(a)).
Mais on peut aussi calculer les traces dans C, et ainsi :

g = 711(x) + 12(z), @1 = 1i(xa)+ o(za). O
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Nous utiliserons la conséquence suivante :

Corollaire 2.2. Soit n € Q(«) et soit

Bin = qobo+ @B, ¢ €Q, i=0,L1

On a

(9) 90| < I71(n) — 2(n)];
(10°) 1| < 1 (na) — m2(na),
et

(117) 900 — q1lp = o(n)lp-

Démonstration. Cela découle immédiatement du lemme 2.1 appliqué a z =
p1m, compte tenu du fait que o(f81) = —f1 et 72(f1) = —71(P1). O

L’anneau O des entiers algébriques de Q(a) est aussi ’ensemble des élé-
ments £ € Q(a) tels que v(§) < 1 pour toutes les valeurs absolues non
archimédiennes sur Q(c«v). Nous considérerons 'anneau O, des p-entiers de
Q(a), i.e. les éléments & tels que v(§) < 1 pour toutes les valeurs absolues
non archimédiennes sur Q(«), autres que celles prolongeant la valeur abso-
lue p-adique sur Q. L’anneau O, est aussi I'’ensemble des éléments entiers
sur Z[1/p].

Le groupe U, des p-unités, i.e. des éléments inversibles de 'anneau O, est
I’ensemble des éléments & tels que v(§) = 1 pour toutes les valeurs absolues
non archimédiennes sur Q(«), sauf éventuellement pour celles prolongeant
la valeur absolue p-adique sur Q. On sait que si ’on désigne par pg le nombre
de valeurs absolues archimédiennes sur Q(«) et py,, le nombre de valeurs
absolues sur Q(«) prolongeant la valeur absolue p-adique sur Q, le groupe
Up est de rang po+ pp — 1 (cf. [4, p. 66 et suivantes]). Les nombres pg et p,
sont aussi les nombres de facteurs irréductibles sur R, respectivement sur
Qp, du polyome irréductible de a sur Q. Ici p, = 2 puisque a appartient
a Qp, et les deux valeurs absolues prolongeant la valeur absolue p-adique
sont la restriction a Q(«) de la valeur absolue p-adique sur @Q,, notée abu-
sivement |- |p, et ||, 0 0, i.e.,  — |o(x)]p. On a pg = 2 ou py = 1, selon
que le corps Q(«) posséde ou non un plongement réel.

3. Démonstration du théoréme 1.1

Nous séparons maintenant le cas d’'un corps quadratique imaginaire et
celui d’un corps quadratique réel.
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3.1. Cas d’un corps quadratique imaginaire. Dans ce cas, py = 1, et
il y a deux plongements, 7 et 7, de Q(«) dans C, qui induisent la méme
valeur absolue archimédienne sur Q(a), |-| o7 = || o 7. Le groupe U, est
de rang 2.

Lemme 3.1. [l existe un entier ¢ > 0 et une p-unité € dans Q(a) possédant
les propriétés suivantes :

(12) lelp = p°,
(13) lo(e)lp =1,
et

(14) I7(e)] = 1.

Démonstration. Le nombre p appartient a Up, qui est de rang 2, il existe
donc une p-unité v multiplicativement indépendante de p, de norme une
unité de Z[1/p], i.e. Nga).q(y) = pF, ot k € Z. Remplacant v par p~F~2,
on peut supposer Ng(a).q(7Y) = 1. Mais alors |y, # 1, sinon on aurait aussi
lo(Y)lp = 1, et comme |-, et ||, o o sont les deux valeurs absolues sur
Q(«) prolongeant la valeur absolue p-adique sur Q, ~ serait une unité sur
Z de Q(«), ce qui est impossible, le groupe des unités d’un corps quadra-
tique imaginaire étant réduit a sa composante cyclique. Considérons alors
€ = 7! en choisissant I'exposant de facon que le|[, > 1. On a ainsi (12),
puis (13) résulte du fait que Ng(a).q(€) = 1, et (14) du fait que I'on a aussi
Ng(aya(€) = 7(e)7(e) = |7(e)|* = 1. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.1 dans le cas d’un
corps quadratique imaginaire. Soit A un nombre rationnel non nul tel que

AOBy C ZPo + ZB;1. Pour h entier positif, soient gy = go(h) et g1 = q1(h)
des nombres rationnels tels que

ABre" = qoBo + 11
Comme pCe est entier sur Z puisque |p°el, = 1 et [p°o(e)], = p~2¢ < 1, qo
et ¢; sont de la forme :

Qi .
qi:]Thlcv Qieza 220,1'

D’autre part, d’apres les inégalités (9') et (10’) du corollaire 2.2, compte
tenu de (14) on a :

lgi| <1, i=0,1.
Comme il résulte de la définition que

max{|qol, [q1|} > 1,
on en déduit que

maX{|QO’7 ‘Q1|} =1,
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donc que
(15) max{|Qol, |Q1]} =< p"*.
D’apres (13) et (11') on a

a0 — a1l =< p~",
donc
(16) Qo — Quly = p~2t.

Par ailleurs on peut remarquer que I’égalité déduite de (9bis) :
g = ABi (" = a(e")),

implique que go # 0 et |go|, < p"©. On a donc |Qol, =< 1, ce qui permet de
passer de (16) a :

(17) ’a _@
Qo

Nous allons montrer que pour certains h, on peut préciser (15). D’apres

(9), en posant arg(7(e)) = ¢, on a

(18) |Qol = p™[S(r(")] = p"| sin ho| = p" || hip ||«

(ol ||t||x = mingez [t+kml|). Le théoréme de Dirichlet montre que pour tout
entier A > 0, il existe des entiers h et k tels que 0 < h < A et

— —2hc
P .

p

® 1
hﬂ+k’<A

Pour un tel entier h, on a donc ||hel|r < 7/h, et d’apres (18), |Qo| < phe/h.
Mais puisque Qo # 0, on a hp+km # 0. Or €Y = 7(e) et €™ = —1 sont des
nombres algébriques, et par conséquent les estimations de formes linéaires
de logarithmes de nombres algébriques [1, 2], assurent que
\ho + kr| > h™?
pour une certaine constante # > 1 (ne dépendant que de ¢, de méme que
la constante impliquée dans le symbole >>). On en conclut que
AV < h < A

En considérant H = p® on a donc construit des entiers Qg, Q1, satisfai-
sant (17), i.e.,

‘a _@ = H?,
Qo lp
avec, au vu de (15) :
H
(19) Qol < - —, @1 =< H,

log H'
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ce qui conduit & (5) et (6). Cela acheve la démonstration du théoreme 1.1
dans ce cas puisque de plus

AY? < logH < A.

3.2. Cas d’un corps quadratique réel. Si maintenant le corps Q(«)
admet deux plongements 71 et 72 dans R, le groupe U, est de rang 3, et il
existe des p-unités 1 et o telles que p, 1, et ¥ soient multiplicativement
indépendants. En remplacant éventuellement ~; et ~9 par leurs carrés, on
peut supposer 7;(y;) >0, i =1,2, j =1,2. Le lemme 3.1 est remplacé par
le résultat suivant :

Lemme 3.2. I existe une suite (ep)nen de p-unités telles que

(20) lenlp < ",
(21) lo(en)lp < ",
(22) Ti(en) >0 (i=1,2), et 1i(en) < 1o(ep) < 1.

Démonstration. On cherche €}, sous la forme

en = "5,
ou £, m et n, sont entiers - cette forme assurant que 7;(e) > 0 (i = 1,2).
Considérons le systeéme :

(20) —Alogp + plog|yily + vlog|yaly = hlogp,
(21') —Alogp + plog|o(m)lp +vioglo(y2)|, = —hlogp,
(22') Alogp + plog7i(v1) + vlog 11 (72) = 0,

(22" Mogp + plog ma(v1) + vlog ma(v2) = 0,

ou les inconnues A, u, v, sont des nombres réels. Ce systeme est de rang 3.
En effet, on a ([4, p. 66 et suivantes]) :

—logp  log|vilp log |2l
—logp loglo(y1)lp loglo(ye)lp| # 0
logp  logmi(y) log7i(72)

puisque c’est le déterminant des logarithmes des valeurs absolues prolon-
geant la valeur absolue p-adique et d’une valeur absolue archimédienne du
systéme de p-unités multiplicativement indépendantes (p,v1,72). D’autre
part, la somme des équations du systeme est nulle. En effet v; et o étant
des p-unités, on a

No(a):0(vi) = vio(vi) = 11 (vi)m2(vi) = P (ki € Z)
en sorte que
|No(a):0(i) lpNo@)o(v) = 1,



Sur lapproximation rationnelle p-adique 425

ie.,
log |yilp +log o (7i)lp +1og 71 (7i) +log 72(7:) =0 (i =1,2).
Le systeme (20'), (21'), (22'), (22"), admet donc une solution réelle (X, u, v),
et pour assurer les conditions (20), (21), et (22), il suffit de prendre
€h = pﬂ,){n,y;l’
ou £, m, et n sont des entiers tels que
max{|l — \|,|m — pl,|n —v|} < 1/2. O
Nous allons montrer maintenant qu’on peut améliorer ce lemme pour

certains entiers h :

Lemme 3.3. Il existe un ensemble infini d’entiers positifs h pour lesquels
on peut construire une p-unité €, satisfaisant aux conditions (20), (21),
(22), et telle que de plus :

(23) 0 < |11(en) — ma(en)| < %
De fagon plus précise, pour tout entier A > 1, il existe un tel entier h avec
AV < h < A,

ou 0 est une constante, 0 > 1.

Démonstration. Nous cherchons des quadruplets (h, ¢, m,n) d’entiers de Z
avec h > 0, satisfaisant aux conditions :

(24) —llogp +mlog|nlp + nlog|ye|, = hlogp + O(1),
(25) —Llogp +mlog|o(y1)|p + nlog|o(y2)|, = —hlogp + O(1),
(26) Llogp 4+ mlogTi(v1) + nlogi(y2) = O(1),
et
m2(71) 72(72) 1
27 ‘mlo +nlo <L —-
(27) gﬁ(’h) gﬁ(%) h

Comme 72(y;) # 71(7:) pour i = 1, 2, le théoréme de Dirichlet assure que
pour tout entier positif A, on peut trouver un couple d’entiers (m,n) avec
0 < m < A satisfaisant a :

108 m2(71) — log7i(m1) +n‘ <1
log T2(72) — log 71(72) A
On obtient donc :
(28) ’mlog (1) +nlo 72(72) < 1
m1(71) 71(72) A
avec

(29) 0<|m| <A, |nl<A.
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On assure la condition (26) en choisissant l'entier £ tel que

lo
(26") |¢logp + mlogmi(y1) + nlogmi(y2)| < gp’
ce qui implique, compte tenu de (28), que
(30) |¢log p + mlog ma(v1) + nlog ma(y2)| < 1.

Remplacant éventuellement £, m et n par leurs opposés, on peut supposer
que

—(logp + mlog|yi|p + nlog|y2lp > 0.

Il existe alors un entier A > 0 tel que
— (logp 4+ mlog|vi|p + nlog|ya|, < hlogp

< (1 —=4£)logp+ mlog |yil|p + nlog|v2lp,

ce qui est (24). On obtient alors (25) par 'addition de (24), (26) et (30).
Pour un tel entier h, posons

€n = Ph’ﬁnﬁ .

Ecrivant (28) sous la forme

T2(€n) 1
lo < —,
‘ ng(ﬁh) A
comme on a, grace a (26) et (30), 7(ep) <1 (i =1,2), on en conclut que
1
(23') 71 (en) — ma2(en)l < 3

Mais l'inversibilité de la matrice des membres de gauche de (24), (25)
et (26), assure que
h = max{[¢], |m], |n|},

et comme d’apres (26), |¢| < max{|m|,|n|}, on obtient
h = max{[m/, [n[},

donc
O<h<A,
et on déduit alors de (23') que

1
|71 (en) — T2(en)| < 7

Pour obtenir (23), il ne reste qu’a montrer que 7i(€) # T2(€p). 11 suffit
de remarquer que m et n n’étant pas tous deux nuls, on ne peut avoir
T1(V'V8) # T2 (V*%), sinon 4{"~4 appartiendrait a Q, et comme c’est une
p-unité, on aurait 4"y5 = p! avec t € Z, contrairement a ’hypothése que
P, Y1 et 2 soient multiplicativement indépendants.
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Comme nous venons de montrer que

T2(71) 72(72) 20

() m(y) "~

les minorations de formes linéaires de logarithmes de nombres algébri-
ques [1, 2], assurent que

72(71) o 72(72)

71(71) & r(h2)

ou 6 est une constante, # > 1. On a donc

(29') max{|ml|, |n|} > A

Par suite

(29”) AYY « h < A,

ce qui établit le lemme 3.3. O

mlog + nlog

mlog > max{|m|, \n\}_g,

La démonstration se termine maintenant comme dans le cas d’un corps
quadratique imaginaire. Pour un tel entier h, on écrit
Apren = q@bo+ @b, ¢ €Q, =01,

et on obtient comme précédemment

maX{|Q0|a|q1|}X1v 1=0,1,
et

a0 — ailp < [o(en)|p < p~"
On remarque de plus que gg # 0, sinon €, serait un nombre rationnel, ce
qui n’est pas puisque 71 (€p,) # T2(€p). D’apres (20) et (21) il existe un entier
d > 0 tel que |p"*dey|, < 1 et [ph9o(en)|, < 1, done p*Fe, est entier sur
7 et par suite qo et ¢; sont de la forme

qizzf_id, Q;, ez, i=0,1,
avec
(15') max{|Qol, |Q1]} =< p"
et
(16") Qo — Qufp = p~*".

De plus, comme dans le cas imaginaire, on voit grace a (9bis), (20) et (21),
que |qo|, =< p", donc

‘QO’]) = ]-a
ce qui permet de passer de (16') &
Q1 Y
(17) ‘a - = =xp "
Qo lp
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D’apres (9) et (23) et (15') on a :
h
p
Qo <5 1@ =p".
En considérant H = p*, on a donc construit pour tout entier A > 1, un
entier H > 2 tel que
AV < logH < A,
et des entiers Qg # 0 et @1, tels que

’a @1 = H?
P

Qo

avec

H
—_— = H
’Q0| < 10gH, ’Q1| )

ce qui termine la démonstration du théoréeme 1.1.

4. Démonstration du théoréme 1.4

Soit (Qo, Q1) un couple d’entiers vérifiant :

(31) 0<Qo<|Qi], |Qoa—Qil,<C|lQ1]%

On définit ¢ comme au lemme 3.1 dans le cas d’un corps quadratique ima-
ginaire, et on pose ¢ = 1 dans le cas d’un corps quadratique réel. Soit alors
h Ventier positif déterminé par

p" e <@y < p,
en sorte que
(32) Q1] = p".

Dans le cas réel, €;, est comme au lemme 3.2, et dans le cas imaginaire, on

pose €, = €" ol € est déterminée comme au lemme 3.1. Posons encore dans

les deux cas, e_j, = e;Ll, en sorte que

(33) le—nlp = p7",
(34) o(e_n)lp = P
De plus, dans le cas imaginaire

(35) IT(e)] =1,

et dans le cas réel, 7;(ep) > 0, et

(35") Tilen) <1, i=1,2.

Soit maintenant
u=p "_1(Qobo+ Q1)

Montrons que ’ensemble des valeurs possibles du nombre p-adique u est fini.
Soit B > 0 un nombre rationnel tel que BBy et BS; soient entiers sur Z.
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Alors Bu est un p-entier. Mais d’apres (33), |ul, < 1, et d’apres (31), (34)
et I’égalité (11) du lemme 2.1, on a [p"°a (u)o(ep)|p, < |Qoa— Q1], < p~2¢,
d’ou |o(u)|, < 1.1l existe donc une constante entiere w > 0 telle que
|Bp¥ul, < 1 et |BpYo(u)|, <1, et ainsi I'élément v = Bp®u de Q(a) est
entier sur Z. Par ailleurs, en posant dans le cas imaginaire 71 = 7 et 79 = T,
d’apres (32), (35) et (35'), on a dans les deux cas, |7;(v)| < 1 (i = 1,2).
L’ensemble formé par les entiers algébriques v est donc fini, et on en conclut
qu’il n’y a qu’'un nombre fini de valeurs possibles pour u. Par suite, nous
pouvons nous restreindre aux couples (Qq, Q1) vérifiant (31) tels que

QoBo + Q161 = p"enu

avec u # 0 fixé. Ici, nous séparons le cas imaginaire et le cas réel :

4.1. Cas d’un corps quadratique imaginaire. Posant 1) = arg7(u),
on a d’apres (9)

Qo = 2phc§R(T(ehu)) = 2phC]T(u)] cos(hy + )
1
= 2= 1)) sin (o + o+ (k=5 ) 7).
avec k € Z tel que 0 < hy + ¢ 4+ km < w. Donc pour u fixé,

1
Qo = p"* hg0+1/1+(k:—2)7r‘.

Or e = 7(e) et ¥ = 7(u)/|7(u)|, c’est-a-dire que e, et €™ sont des
nombres algébriques, de méme que €™/2. De plus ho +1p+ (2k —1)7/2 # 0
puisque @y # 0. Les estimations de formes linéaires de logarithmes de
nombres algébriques [1, 2], assurent que, comme |k| < |h| on a

’hgp+w—|— (2k — 1)7;’ > hF

pour une constante x > 1, donc

he
p
Qo > T

ce qui est le résultat annoncé.

4.2. Cas d’un corps quadratique réel. Pour u fixé, on a d’aprés (9) :

Qo = P (11 (u)1(en) + To(u)Ta(en)),

et 'on peut aussi écrire

~—
s

—
£

T1(ep

Qo = p"
To(€n

~—
=

—~
£



430 Bernard DE MATHAN

Si 72(u)r1(u) > 0, on a Qg =< p". Sinon

Ti(en) | T2(u) 71(€n) —72(u)
= |lo —lo
mo(en) | () & nlen) 8 ()
Revenant a la construction de ¢y,
log Ti(en) o —T2(u) log 71(7) +nlog ni(2) —Tz(u)7
2(€n) 71 (u) m2(711) 72(72) 71 (u)

et cette quantité n’étant pas nulle, une estimation classique de forme linéaire
de logarithmes de nombres algébriques (cf. [1, 2]) assure que
1 mi(en) _ log —m2(u) > max{|m|, |n|} "
T2 (en) T1(u)
pour une constante x > 1. Nous avons déja remarqué que la matrice des
membres de gauche des conditions (24), (25) et (26) est inversible, et il en
résulte que

max{|m|, |n|} < h.

On a donc
ph
QO > ﬁ7
ce qui est le résultat annoncé.
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